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Matrizen

Matrizen

Matrix

Eine (m x n)-Matrix A ist ein rechteckiges Feld von m - n Zahlen:

a1 a2 a13 a1n-1 ain
axi a2 a3 an—1 an
A= (aj) =
dm-11 dm-12 dm—-13 --- dm—-1n—-1 @dm—1n
am1 am?2 am3 e Amn—1 dmn

ajj heiBt Koeffizient oder Eintrag von A.
K™% ist die Menge aller (m x n)-Matrizen mit Eintragen aus K.
( aj1 adj2 aj3 ... Qdin—1 Qin ) € K% heiBt die i-te Zeile von A.

Entsprechend sprechen wir auch von Spalten von A.

Wir betrachten K = R, aber auch andere Zahlenrdume sind méglich.
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Matrizen ~ Matrix Arithmetik

Transponierte

Transponierte
Sei A = (aj) € K™*".

At = (af) € K™ mit aj = a5, Y1<i<nl<j<m

heiBt Transponierte von A.

12 3 4 8\° 15125

17 13 9 10 | =

2 7 5 3 S
8 10 3

Symmetrische Matrix

Eine Matrix A heisst symmetrisch wenn A* = A gilt.
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Matrizen ~ Matrix Arithmetik

Skalares Vielfach

Skalares Vielfach

Sei A= (aj) € K™ " und r € K.
r-A:=(r-aj)eK™"

heiBt skalares Vielfaches von A

1 3 4 3 9 12

3 8 9 10 | = 24 27 30

12 7 5 36 21 15
1 3 4 -3 -9 -12
—3 8 9 10 | = —24 —-27 -30
12 7 5 -36 —-21 -15
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Matrizen ~ Matrix Arithmetik

Summe

Summe

Sei A= (a;) € K™ und B = (b;) € K™<".

A+ B:=(aj + bj) € K™"

ist die Summe von A und B.

Differenzz: A— B=A+(-1-B)
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Matrizen ~ Matrix Arithmetik

Multiplikation

Sei A= (a;) € K™ und B = (b;) € K'*".

/
A-B:=(cj= auby) € K™"
k=1

ist das Produkt von A und B.

1 3 4 3 4+15 3+21 19 24
8 9 ~<5 7): 32445 24463 = | 77 87
5 7 20435 15449 55 64
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Matrizen ~ Vektoren

Vektoren

Vektor

Ein n-Vektor ist ein eindimensionales Feld von Zahlen. Meist stellen wir ihn als
Spaltenvektor da, d.h. als n x 1- Matrix. Der entsprechenden Zeilenvektor ist die
transponierte Matrix.

Einheitsvektor

Der Einheitsvektor e;, ist der Vektor dessen i-tes Element den Wert 1 hat,
wahrend alle anderen Elemente den Wert 0 haben.
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Matrizen ~ Quadratische Matrizen

Quadratische Matrizen
Quadratische Matrix

Eine n x n- Matrix heit quadratisch.

Eine Matrix deren Eintrage alle den Wert 0 haben
heiBt Nullmatrix. ( 00 ) c K2x2

Die Nullmatrix ist das neutrale Element beziiglich der 00

Addition.

Die n x n Matrix E, = (ej;) mit:

100
1 fallsi=j 01 0 |ek®s
€ = P4 001
0 fallsi#j

heiss Einheitsmatrix.

Die Einheitsmatrix ist das neutrale Element beziiglich
der Multiplikation.
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Matrizen ~ Quadratische Matrizen

Spezielle, quadratische Matrizen

Permutationsmatrix

Eine Permutationsmatrix entsteht durch das umsortieren der Zeilen einer
Einheitsmatrix. D.h. in jeder Zeile und in jeder Spalte der Matrix befindet sich
exakt ein Eintrag mit dem Wert 1. Alle anderen Eintrage haben den Wert 0.

Untere- und Obere Dreiecksmatrix

Eine n x n Matrix C = (c;;) heiss Untere (Obere) Dreiecksmatrix, wenn ¢;; = 0,
fir alle Eintrage mit j > i (i > j).

Permutationsmatrix:  Untere Dreiecksmatrix: Obere Dreiecksmatrix:
0 0 1 5 0 0 0 6 4 1 2

1 0 0 7 10 0 O 0 0 0 1
01 0 9 3 5 0 0 0 3 8

5 6 9 12 0 0 0 7
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Matrizen  Matrixinverse und Determinanten

Matrixinverse

Matrixinverse einer quadratisch Matrix

Die Inverse einer n x n Matrix A (falls sie existiert) ist die n x n Matrix A1, fiir
die gilt:
A-AT=E=A"1-A

Inverse: Matrix ohne Inverse:
1 1\ (0 1 10
1 0 L1 -1 10

@ Eine Matrix die keine Inverse hat, wird als nicht invertierbar oder singuldr
bezeichnet, sonst als invertierbar oder regular.

@ Besitzt eine Matrix eine 0-Spalte oder 0-Zeile so ist sie singular.
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Matrizen  Matrixinverse und Determinanten

Determinante

Determinante

Die Determinante ist ein Skalar, der einer quadratischen Matrix zuordnet wird.
Einige Eigenschaften einer Matrize lassen sich iiber ihre Determinante bestimmen.

Determinanten kleiner Matrizen

Fiir A € K1*1: det A = det(a11) = a11

. a a
Fiir A e K2%2: det A = det 1 12 = ajiady — aizari
dp1 a2

d11  d12 a3
Fiir A € K3%3: det A = det ar1 ax» a

d31 d32 433

= 311322333 + 412323331 + 313821332 — 313822831 — 312321333 — 311323332

@ Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalen.
o Eine Matrix ist genau dann singuldr, wenn ihre Determinante den Wert 0 hat.
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