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O Einfiihrung

Heutzutage sind informationsverarbeitende Systeme allgegenwiértig. Die Effizienz und damit Wirt-
schaftlichkeit dieser Systeme wird zu einem grofsen Teil durch die auf ihnen laufende Software be-
stimmt. Trotz hoher Leistungssteigerungen der Hardware gibt es immer noch viele Anwendungen,
fiir die eine (Laufzeit-)effiziente Implementierung von besonderer Wichtigkeit ist.

Das Ziel ist eine moglichst gute Ausnutzung der Hardware, die nicht durch eine schlecht optimierte
Anwendung ausgebremst werden sollte. Um dies zu erreichen kommen mehrere Losungen in Frage,
die allerdings verschiedene Vor- und Nachteile haben.

Der effizienteste Ansatz ist sichererlich ein handoptimerter Code, der womdglich noch (teilweise)
in Assemblersprache verfaft ist. Dadurch hat der Programmierer die Moglichkeit, groftmoglichen
Einfluf auf den Ressourceneinsatz zu nehmen. Jedoch kommt diese Methode heute eigentlich nur
noch fiir Anwendungen kleineren Umfangs in Frage, fiir die die Effizienz von entscheidender Bedeu-
tung ist oder die Ressourcen des eingesetzten Systems stark beschrénkt sind (z.B. bei eingebetteten
Systemen). Ansonsten wiegt die Laufzeiteinsparung die zusétzlich notwendige Arbeitszeit und die
dadurch entstehenden Kosten nicht auf.

Fiir grofere Projekte ist daher der Einsatz von héheren Programmiersprachen unabdingbar, und eine
Optimierung ,yon Hand“ kommt in den meisten Féllen nicht mehr in Frage. Also ist es wichtig, dafs
der entsprechende Compiler eine automatische Optimierung durchfiihrt, um nicht zuviel Leistung
zu verschenken. Die Qualitdt einer automatischen Optimierung kann natiirlich nicht an die einer
manuellen Optimierung heranreichen, was an der Unentscheidbarkeit vieler programmspezifischer
Probleme liegt.

Wenn wir von Optimierung von Programmen sprechen, ist daher oft nur eine Programmuverbesserung
gemeint, da eine wirkliche Optimierung, d.h. die Erzeugung eines kostenminimalen Programmes
fiir ein bestimmtes Problem fast immer unentscheidbar und ansonsterf] komplexitatsméafkig nicht
durchfihrbar ist.

0.1 Codeoptimierung in Compilern

Es bietet sich an, einen Teil der Optimierung in einem Compiler zunédchst auf einem zielsystemun-
abhéangigen Zwischencode vor der eigentlichen Codegenerierung durchzufiihren.

In Abbildung [ITlist die modulare Struktur eines Compilers grob dargestellt. Die hier ndher betrach-
tete Optimierung des Zwischencodes ist dort durch Fettdruck hervorgehoben. Da der Zwischencode
maschinenunabhéngig ist, gehort dessen Generierung und Optimierung noch zum Frontend und
mufs daher nicht fiir jede Implementierungsplattform neu programmiert werden.

Nach der Maschinencode-Generierung ist u.U. noch eine auf die Zielmaschine zugeschnittene Op-
timierung durchzufithren, die z.B. die Registerzuordnung optimiert und evtl. vorhandene spezielle
Funktionen oder Befehle ausnutzt, um die Laufzeit zusitzlich zu verbessern.

'Entscheidbarkeit ist nur fiir sehr einfache Programmklassen gegeben; siche Abschnitte und [CZA
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Abbildung 0.1: Aufbau eines Compilers (Quelle: [I])

In dieser Arbeit werden wir eine beschrankte Klasse von Zwischencode betrachten, den sogenann-
ten linearen Code (LC). Dieser stellt eine Folge von Berechnungsbefehlen ohne Verzweigungen oder
Spriinge dar, und findet sich in Programmen in Gr’undblé’ckefﬁ, also unter anderem in Schleifen-
riimpfen, die aufgrund der Iteration einen grofen Einfluk auf die Gesamtlaufzeit haben. Es gilt laut
B] die Faustregel, daf die meisten Programme 90% ihrer Ausfithrungszeit in nur 10% ihres Co-
des verbringen. Ein aus linearem Code bestehendes Programm sei im folgenden als LC-Programm
bezeichnet.

Da es sich um Zwischencode handelt, der noch in Code fiir die Zielmaschine zu iibersetzen ist,
wird von einer unbegrenzten Verfiigbarkeit von Registern ausgegangen. Dies macht die Darstellung
deutlich intuitiver, vereinfacht aber auch einige sonst schwere Probleme (siehe Abschnitt ZZZ2).

0.2 Aufbau dieser Arbeit

Nach dieser Einfithrung werden in Kapitel [ zundchst einige Grundlagen vermittelt. Dabei geht es
um die (formale) Syntax und Semantik von LC-Programmen (Abschnitt [T]) und spéter in Abschnitt
um deren Eigenschaften. Darunter fallen etwa Kostenmake, Aquivalenz und Optimalitit, die es
genauer zu untersuchen gilt.

In Kapitel ] werden dann die einzelnen Optimierungsverfahren vorgestellt, wobei im wesentlichen

2Codesequenz ohne Verzweigung oder Spriinge, siche auch [2].
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zwischen den klassischen Einzeltransformationen (Abschnitt EIl) und der graphbasierten DAG-
Optimierung (Abschnitt EZ2) zu unterscheiden ist. Die jeweiligen Eigenschaften der Verfahren (wie
z.B die Korrektheit) werden im Detail beleuchtet. Abschliefiend wird in Abschnitt B3 noch kurz auf
weitere Optimierungsmethoden fiir LC-Programme eingegangen.

Kapitel Bldient der Untersuchung der Beziehungen der in Kapitel Plvorgestellten Verfahren unterein-
ander. Die zentrale Frage dabei ist, ob die graphbasierte DAG-Optimierung durch eine Kombination
der anderen klassischen Methoden substituieren 1af5t, d.h. ob der Ergebniscode gleich effizient ist.
Die Untersuchung dieses Problems ist das Schwerpunktthema dieser Arbeit.

Im letzten Kapitel wird dann die im Rahmen dieser Diplomarbeit erstellte Implementierung der
Optimierungsverfahren erlautert. Dabei wird sowohl auf die Umsetzung der einzelnen Verfahren
(Abschnitt E2)) als auch kurz auf notwendige Compilerbau-technische Grundlagen eingegangen (Ab-

schnitt ETI).






1 Grundlagen

Nachdem in der Einfiihrung schon textuell erldutert wurde, wobei es sich bei LC-Programmen
handelt, wollen wir in diesem Kapitel insbesondere auf die formalen Gesichtspunkte eingehen.

1.1 Aufbau von LC-Programmen

Ein LC-Programm besteht aus einem Vektor von Eingabevariablen, der vor der Ausfiihrung des
ersten Befehls mit den Eingabewerten initialisiert wird, einem Vektor von Ausgabevariablen, dessen
Eintrage allein als ,Losung* von Interesse sind und einer Folge von Anweisungen in der Form von
Wertzuweisungen. Wie bereits erwidhnt, sind Spriinge oder Verzweigungen nicht erlaubt.

1.1.1 Syntax

Zur Beschreibung der Syntax von LC-Programmen bendétigen wir zunéchst einige formale Defini-
tionen.
Definition 1.1.1 (Signatur): Eine Signatur ¥ = (F,C) ist ein Paar, bestehend aus

1. einer endlichen Menge von Funktionssymbolen (oder: Operationssymbole) F := (J32, F,
wobei F() die i-stelligen Funktionssymbole sind und

2. einer (nicht notwendigerweise endlichen) Menge von Konstantensymbolen Cﬂ
Auferdem bezeichne im folgenden V := {z,y, z, ...} die (unendliche) Menge aller Variablen.
Beispiel 1.1.2: Ein Beispiel fiir eine Signatur ist Xaithm = ({+, %, —}, Z) mit 4, % € F® ynd — €
FO)_ Eine vereinfachte Notation dafiir ist Sayithm = ({+(2), x(2) —(1)}, Z), bei der fiir jeden Operator
die Stelligkeit direkt angegeben wird. Es ist zu beachten, daf Z in diesem Fall nur Konstantensymbole
bereitstellt, deren Bedeutung von der gewohnten abweichen kann (siehe dazu auch Abschnitt [CT2).
Definition 1.1.3 (LC-Programm): Ein LC-Programm ist ein Quadrupel m = (X, Ui, Uout, ) mit

e der Signatur ¥ = (F,C),

e dem Vektor paarweise verschiedener Fingabevariablen Uy, = (1, ...,zs), x; € V und

e dem Vektor paarweise verschiedener Ausgabevariablen Upyt = (Y1,..,Yt), yi € V.

e 3 = ay;a9;...;a, heifft Block und die «; sind Anweisungen der Form x «+ e mit € V und
e € VUCU{f(u1,...,uy)|f € F) und Vj € {1,..,7} :u; € VUC}.

Es mufs ferner gelten: Keine Variable darf direkt oder auf Umwegen {iber andere Variablen
(mittels Anweisungen der Form x <« y, z,y € V) sich selbst zugewiesen werden.

o 7u Ui, bzw. Uy bezeichne Vi, := {x1,...,x5} baw. Vo == {y1,...,y¢} die Mengen der Ein-
/Ausgabevariablen.

Tm Programm kénnen dann natiirlich nur endlich viele auftreten.
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Uin : ('Ia y)

Uout * (u,v)

Abbildung 1.1: LC-Programm 7 = (X,ithm’s Vin, Vouts 3) (Quelle: Ub. zu [2])

e BEsmuB V;, NV =0 geltenﬁ (keine Variable ist sowohl Eingabe- als auch Ausgabevariable).
Zusétzlich werden zu 7 die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt:

o (C sei die Menge der tatsdchlich in m vorkommenden Konstantensymbole,

e V. die Menge der im Programm 7 vorkommenden Variablen,

e V,, die Menge der in der Anweisung « vorkommenden Variablen,

e V. die Menge der im Rechenausdruck e vorkommenden Variablen

Auflerdem bezeichne £C die Menge aller LC-Programme.

Anweisungen sind also einfache Wertzuweisungen an Variablen, deren rechte Seiten entweder nur aus
Variablen/Konstanten oder aus der Applikation eines Operationssymbols auf Variablen/Konstanten
bestehen. Es sind keine verschachtelten Operationsanwendungen (beliebigen Terme) erlaubt.

Beispiel 1.1.4: In Abbildung [[Tlist ein einfaches LC-Programm dargestellt. Fiir dieses Programm
gilt Xoienm = {+3, 5?3} 7). Hierbei wurde im Gegensatz zur formalen Definition die iib-
liche Infixnotation verwendet. Diese wird auch oft in Beispielen Verwendung finden, um die Uber-
sichtlichkeit bei ,klassischer Arithmetik® zu erhohen.

Zuséatzlich zur obigen Definition eines LC-Programms setzen wir im folgenden immer die Vollstdin-
digkeit voraus:

Definition 1.1.5: Ein LC-Programm 7 heifit genau dann vollstdndig, wenn jede Variable vor ihrer
Benutzungﬁ definiert wird. Formal: Seien die bis Anweisung «; in 8 = aj; ...; a;, definierten Variablen
mit DV; C V bezeichnet. Die DV sind wie folgt definiert:

DVy := Vip
DV; =DV, 1 U{x € V|a; =x — e} fiiri e {1,..,n}

Es gilt nun: 7 ist genau dann vollstandig, wenn

?Diese Forderung ist u.a. fiir die Korrektheit des DAG-Optimierungsverfahrens (Abschnitt E22%) notwendig.
3Das Vorkommen einer Variable in @py: kommt einer Benutzung gleich.
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e o =x«—emit V., C DV, fiir allei € {1,...,n} und
L4 V:Jut g DVn

Im folgenden gelte die Vollstandigkeit fiir LC-Programme als generelle Voraussetzung, so daf auch
in L£C nur vollstdndige Programme enthalten sind.

Die Definition 1a#t sich in ein einfaches iteratives Verfahren zum Test der Vollstdndigkeit umwandeln.
Nur wenn 7 vollstandig ist, kann garantiert werden, daf die Ausgabe allein von der Eingabe abhéngig
ist; sonst kdnnten undefinierte Variablen das Ergebnis beeinflussen. Es ist leicht ersichtlich, daft das
Programm aus Abbildung [[.T] vollstandig ist.

1.1.2 Semantik

Bisher haben wir uns nur mit der Struktur und nicht mit der Bedeutung von LC-Programmen ausein-
andergesetzt. Die Semantik eines LC-Programmes ist sowohl vom zugrundeliegenden Wertebereich
der Variablen als auch der Interpretation der Operationssymbole und Konstanten abhéngig.

Definition 1.1.6 (Interpretation): Fiir eine gegebene Signatur ¥ = (F,C) ist die zugehorige
Interpretation eine X-Algebra 2 := (A, ) mit Wertebereich (Universum) A und Interpretations-
funktion
o0 .
p:FUCUA— | J{9]6: A" — A}
=0
o(f): A" — A fiir fe FO,
(c)eAfirceC

¥
p(a) =a fir allea € A

¢ ordnet also einem in der Signatur enthaltenen Operationssymbol f eine Funktion ¢(f) iiber
A, deren Stelligkeit der Stelligkeit von f entspricht und einer Konstanten einen Wert aus A zu.
Auflerdem werden alle Werte aus A auf sich selbst abgebildet. Dadurch ergibt sich spéter eine
einfachere Notation (z.B. bei der Konstantenfaltung in Abschnitt E2ZT.3)).

Beispiel 1.1.7: Bei ¥,ithm konnte beispielsweise 2 = (Z, ¢) sein und ¢ den Operationssymbolen
ihre ,jibliche“ Bedeutung auf Z und jedem Konstantensymbol aus Z sich selbst als Konstante zu-
ordnen. Es wéren aber auch grundséatzlich andere Interpretationen denkbar, wie z.B. die , Boolsche
Arithmetik:

A = ({0,1},¢) mit p(+)(a,b) =aVd
o(x)(a,b) =anbd
e(=)(a)=1-a

{ 0 falls z=0

fi 7
1 sonst iz €

p(z) =

Intuitiv kann man sich ein Programm als eine Funktion vorstellen, die einen Vektor, der die Werte
der Eingabevariablen représentiert (den Eingabevektor) auf einen Vektor, der die Werte der Ausga-
bevariablen darstellt (den Ergebnisvektor) abbildet.

Der aktuelle Zustand an einer beliebigen Position im Programm kann als eine Bindung von Variablen
an entsprechende Werte an dieser Stelle angesehen werden. Ein Zustand 1&fst sich daher als Funktion
o : Vi — A darstellen.
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Definition 1.1.8: Der Zustandsraum eines LC-Programms 7 := (3, Uiy, Uput, §) mit X := (F,C)
und Interpretation 2 := (A, ¢) fiir ¥ ist durch

Z :=A{olo:V, — A}
festgelegt.

Aus semantischer Sicht beschreibt jede Anweisung « eine Transformation t, : Z — Z eines Zustands
in einen anderen. Die Programmsemantik baut induktiv darauf auf.

Definition 1.1.9 (Semantik eines LC-Programms): Sei 7 := (X, Uip, Uout, ) € LC vollstandig
mit 0.B.d.A. Ui := (21,00, Ts), Vout := (Y1, -, Yt), Ve := {T1, eee; Ts, Y1, ooy Yt 21, -, 21 - Auflerdem
sei A := (A, ) eine Interpretation von X.

Der Eingabevektor in = (ini,...,ing) € A® beschreibt die Zuordnung der Eingabewerte zu Einga-
bevariablen und bestimmt damit die anfdngliche Variablenbelegung

o0 = {1 iy, ., s > iNg, 21 > A, .y 2 Al
mit beliebigem a € A (wegen der Vollstéandigkeit von 7 kénnen die restlichen Programmvariablen
beliebig initialisiert werden).

Die Semantik A[r ] von 7 beziiglich 2 kann induktiv wie folgt definiert werden:

e Die Semantik A[a ] : Z — Z einer Anweisung « ist U] Jo := o[z/AU[e]o], wobei

a falls y =z

flotal) = { ) o

die Anderung einer Funktion an einer Stelle ist. Fiir e o gilt folgende Fallunterscheidung:
l.e=yeVy = Uelo:=0(y)
2.e=ceC; = Ue]o:=¢(c)
3. e= flur,..,up) = Ule]o = o(f)™AJus]o, ..., Au, Jo)
e Fiir einen Block = ay;...;a, ist A[B] = AJay, ] o ... o AJay ]]H

e Die Semantik 2[r ] : A> — A’ von 7 ergibt sich dann zu

Ax [(in) = (A[Bo0) (y1), --- @B Jo0)(y;) s (A[BTo0) (42))

Wert der Ausgabevariablen y;

Die Semantik ist also unabhéngig von der Benennung der Variablen definiert. Es kommt nur auf
deren Reihenfolge im Eingabe- und Ausgabevektor an. Es handelt sich um eine funktionale Seman-

tik.

Beispiel 1.1.10: Betrachten wir die Semantik einmal anhand eines (aus Ubersichtlichkeitsgriinden)
sehr kurzen Beispielprogramms

Tkurz = (Earithma (.%'), (y7 Z),ﬁ) mit ﬁ =Y e T
Z — 2%y,

o ist die Funktionskomposition (f o g)(z) = f(g(x)).
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Als Interpretation legen wir die iibliche Bedeutung von * und — auf Z zugrunde (,Arithmetik auf
Z*). Die Programmsemantik fir in = (4) (d.h. 09 = {# — 4,y — 0,z +— 0}) berechnet sich wie
folgt:

[ I

[z = 2xy]ooly/2A[—x]oo]

[z < 2xyJooly/w(—)(A]x ]oo)]
[z < 2xylooly/v(—)(o0(z))]
[z = 2xyJooly/p(—)(4)]

[ I — 4

= o1[z/A[2 x y Jo1] |

1[z/o(x) (A[2]o1, Ay Jor)]

1[z/0(%)(0(2), 01 (y))]
[
[

1[z/0(+)(2, —4)]
1[z/ - 8]
={x— 4,y —4,z+— -8}
:{y'_)_4az'_>_8}

9 9 9 9

Man erhélt somit:
Al [(4) = ((A[B1o0)(y), (A[B]o0)(2))(4) = (=4, -8)

Man sieht, daft die Anweisungen der Reihe nach abgearbeitet werden; die Variablen der linken Seite
werden jeweils mit dem Wert (eigentlich der Semantik) des Ausdrucks der rechten Seite belegt.
Beim Treffen auf ein Funktionssymbol f wird dessen Interpretation ¢(f) auf die Interpretationen
der Argumente angewendet. Diese ergeben sich bei Variablen x aus der bisherigen Variablenbelegung
o(x).

Konstanten werden ebenfalls durch ihre Interpretationen ersetzt. Die zuletzt erhaltene Belegung der
Ausgabevariablen wird schlieflich in den Ausgabevektor iibertragen.

1.2 Eigenschaften von LC-Programmen

Da jetzt die Semantik, also die Bedeutung eines LC-Programms definiert ist, konnen weitere Figen-
schaften von LC-Programmen untersucht werden. Einige davon beruhen auf der Termdarstellung
von LC-Programmen.

1.2.1 Termdarstellung von LC-Programmen

Man kann ein LC-Programm beziiglich einer Ausgabevariablen als Term darstellen. Dies ist u.a. fiir
die Definition der Semantik und fiir die Untersuchung der Aquivalenz von LC-Programmen hilfreich.
Dazu benétigen wir zunéchst den Begriff des Terms:

Definition 1.2.1 (Terme): Die Menge der Terme 7% (X) beziiglich einer Signatur ¥ = (F, C) und
einer Variablenmenge X C V sei induktiv wie folgt definiert:
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1. C CTx(X),

2. X CT%(X) und

3. f(t1,....,t,) € Ts(X) wenn ty,...,t, € Tx(X) und f € F(").
Ein variablenfreier Term ¢ € Tx () =: Ty, heilt Grundterm.

Auch die rechten Seiten von Zuweisungen in LC-Programmen sind Terme, fiir die allerdings nur eine
Schachtelungsebene erlaubt ist. Zur Bestimmung einer Termdarstellung eines LC-Programms liegt
es daher nahe, die rechten Seiten der Anweisungen mit den Ausgabevariablen beginnend riickwértig
Lineinanderzuschieben®.

Definition 1.2.2: Die Termdarstellung t(y) € Tx(Vin) eines LC-Programms m := (3, Ui, Uout, 3)
mit 0 := aq;...; ay, beziiglich einer Ausgabevariablen y € V,,; berechnet sich wie folgt:

=Yy
t0D () .=t (y)[x/e] fiir o = & — e und i € {1,...,n}
te(y) =t (y)

Dabei sei [2/t] : Ts(X) — Tx(X) die Substitution aller Vorkommen der Variablen 2 € X durch den
Term ¢ € T (X).

Es werden also sukzessive die im jeweils aktuellen Term vorhandenen Variablen ersetzt, so dafy am
Ende nur noch die Eingabevariablen iibrigbleiben. Substituiert man diese durch die Eingabewerte
erhélt man einen Grundterm.

Beispiel 1.2.3: Zur Verdeutlichung hier die Berechnung der Termdarstellung ¢, (u) des Programms
aus Abbildung [CTl beziiglich der Ausgabevariablen u:

~
—
<
)

0 D/ = #(2,~(~(2,9),1))

1| ue3; 1 v/~ (z,)] = #(2, —(~(2.9),3))
2| vz —y; | 8 Tw/+(u,1)] = #(2, —(~(2,9),9))
3| weut 1 | 190/ —(2,9)] = #(2, —(—(2,9),y))
4]z ez —y | 80/~ ()] = *2 ~(z.))
5lu—a—y; | tY [2/%(u, w)] = *(2,u)

6| z—uxw; |t [u/*(2,u)] = *(2,u)

T e 2%u; tgrg)[v/—(w, ] =u

lv—w—-1; | u

Es ergibt sich also t,(u) = %(2, —(—(,y),y)); man sicht, dat viele Anweisungen keinen Einfluf auf
die Termdarstellung haben, da deren linke Seiten nicht im vorher berechneten Term vorkommen.

Wenn man die Termdarstellungen beziiglich aller Ausgabevariablen eines LC-Programms 7 ermit-
telt, erhdlt man eine andere Darstellungsform fiir 7, die aber dquivalent zu 7 ist, denn die Semantik
von 7 lafkt sich mithilfe der Termdarstellung definieren.

Lemma 1.2.4: Sei 1 = (X, Uin, Uout, ) € LC mit ¥ := (F,C), Uy = (21,...,%5) und Upyr =
(Y15, yt). Dann gilt:

Alr [(in) = Atx(y)[x1/ing, ... zs/ing] |, oo, Utr (ye)[21 /in, ..o s ing] ])
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wobei die (Grund-)Termsemantik A[t | mit Grundterm t € Tsy und X' = (F, CUA) wie folgt definiert
18t:

1. Ala]) :==a firac A
2. Ule] == p(c) firceC
3. Af b1y tr) ] = o(f) A1 ], -, Atn ]) fiir t; € Ty

Man setzt also einfach die Semantiken der Termdarstellungen von 7 beziiglich der Ausgabevariablen
in den Ergebnisvektor ein, wobei die Eingabevariablen in den Termen durch die Eingabewerte ersetzt
werden (dies ergibt einen Term {iber der neuen Signatur X').

Die Termsemantik ist die sukzessive Anwendung der Interpretationen der Funktionssymbole auf die
jeweiligen Teilterme, wobei Konstanten durch sich selbst und Konstantensymbole durch ¢ interpre-
tiert werden. Die Korrektheit dieser Vorgehensweise ist offensichtlich.

1.2.2 Aquivalenz

Fiir die Programmoptimierung ist der Begriff der Aquivalenz von zwei Programmen von entscheiden-
der Bedeutung. Programme miissen so transformiert werden, dafs das Ergebnisprogramm &quivalent
zum Quellprogramm ist, sonst wire das Optimierungsverfahren nicht korrekt.

Definition 1.2.5 (Aquivalenz): Zwei LC-Programme m; und 7o iiber einer Signatur ¥ heifen
genau dann dquivalent unter einer Interpretation A (m ~g m2), wenn Ay | = Afma |. Gilt w1 ~g m2
fir alle Interpretationen 2(, dann heifen sie stark dquivalent (mq ~ m3).

Zwei dquivalente LC-Programme berechnen also die gleiche ,Funktion®. Dabei ist klar, daf die starke
Aquivalenz eine hinreichende Bedingung fiir die schwache Aquivalenz darstellt. Man mag sich fragen,
inwieweit die (starke) Aquivalenz zweier LC-Programme, die ja eine stark beschrinkte Teilklasse
normaler Programme darstellen, entscheidbar ist.

Mithilfe der Termdarstellung erhdlt man eine in Linearzeit berechenbare Bedingung fiir die starke
Aquivalenz:

Satz 1.2.6: Fir die Termdarstellungen zweier LC-Programme m; = (X, Uin, Uout, 3i), & € {1,2}
mit 0.B.d.A. Uy, = (21,...,xs) und Uy = (yl,...,yt)ﬁ gilt ™~ 7', wenn tr, (y;) = tx,(y;) fiir alle
jedl, ...t}

Beweis: Nach Lemma [L2Z4] gilt fir die Semantik:

—

Wl [(in) = (Utr, (y1)[x1/ing, .., s /ing] |, .oy Atx, (ye)[21/in1, ..., x5 /ins] ]), @ € {1,2}.
Gilt nun fiir alle j € {1,..., s} tr,(y;) = tr,(y;), so gilt aufgrund derselben Eingabewerte fiir beide
Programme ebenfalls tr, (y;)[x1/in1, ..., x5 /ins] = tr, (yj)[x1/in1, ..., xs/in,] fiir alle j € {1, ..., s}.
Die Anwendung der Semantikoperation 2[- | auf zwei gleiche Terme ergibt natiirlich auch das gleiche

Ergebnis, da die Semantik deterministisch ist. O

Daft der obige Satz nur fiir die starke Aquivalenz gilt, kann man sich leicht an zwei einfachen
LC-Programmen klarmachen:

®Die Vektoren der Ein- und Ausgabevariablen miissen geméf der Semantikdefinition die gleiche Lénge haben. Daher
kann man durch Umbenennung der Variablen eines Programms die gleiche Benennung von Ein- und Ausgabeva-
riablen erreichen.
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Beispiel 1.2.7: Sei m1 = (X, Ui, Uout, £1) und mo = (2, Tip, Uout, B2) mit 0 = (2,Yy), U = (2),
i=z«—zxz+yund Bo =z y+ .

Fiir die beiden Termdarstellungen gilt ¢, (2) = +(z,y) # +(y, ) = tr,(2) und daher nicht 71 ~ 7.
Wiéhlen wir nun die Interpretation 2 := (Z, ), wobei ¢(+) die iibliche Addition auf den ganzen
Zahlen ist. Es ist leicht ersichtlich, daf aufgrund des Kommutativgesetzes die Ergebnisse der beiden
Berechnungen fiir alle Eingabewerte identisch sind und daher A[m; | = A[me [, d.h. 71 ~g o gilt.

Man kann also nicht schliefsen, daf bei Ungleichheit der Termdarstellungen die Programme unter
keinen Umsténden dquivalent sind, da dies von der jeweiligen Interpretation abhéngig ist.

Satz 1.2.8 (Unentscheidbarkeit der Aquivalenz): Gegeben seien zwei LC-Programme m und
o Gber 3 und eine Interpretation A von . Dann ist im allgemeinen nicht entscheidbar, ob wy ~g T
gilt.

Beweisidee: Sei m = (X,¢, (y),3) ein LC-Programm ohne Eingabevariablen und mit genau einer
Ausgabevariable y. Wihle ¥ := ({+, /},{1}) und definiere 2 := (¢, Z) fur a,b € Z wie folgt:

o(+)(a,b) :==a+zb

|4] falls ¢ >0
©(/)(a,b) = 0 fallsb=0  (Erweiterte ganzzahlige Division)
[4] sonst

o(l):=1

Es reicht nun zu zeigen, dak das Nullaquivalenzproblem fir m, d.h. ob A[r] = (0) gilt, unent-
scheidbar ist. Die Korrektheit dieser Vereinfachung ist offensichtlich, denn es 1aft sich leicht ein
nulldquivalentes Programm 7’ := (X, ¢, (y),y < 1/2) angeben.

Um die Unentscheidbarkeit zu beweisen bietet sich die Reduktion des Problems auf ein bekanntes
unentscheidbares Problem an. Hierzu eignet sich das zehnte Hilbertsche Problem:

Entscheide, ob ein diophantisches Polynon@ F(xq,...,x,) eine Losung besitzt, d.h. ob ay,...,a, € N
existieren, so daf§ F(aq,...,a,) =0 gilt.

Es ist bekannt, dafs das zehnte Hilbertsche Problem unentscheidbar ist [5]. Man konstruiert nun ein
Programm 6, das genau dann Null ausgibt, wenn das diophantische Polynom

m n
F(xy,...,z,) == qu{l...xﬁr — Z cjzit..adr (¢; >0, j; > 0)
j=1 j=m+1

keine Losung besitzt.

Geméf dem Reduktionsprinzip, wiirde damit aus der Entscheidbarkeit des Nulliquivalenzproblems
von # die Entscheidbarkeit des zehnten Hilbertschen Problems folgen. Da dieses aber unentscheidbar
ist, ist auch das Nulldquivalenzproblem von 6 unentscheidbar.

Die Konstruktion von € LC ist recht aufwendig und kann in [4] nachgelesen werden.

Wie man sieht, ist schon bei wenigen, relativ einfachen Operationen die Entscheidbarkeit der Aqui-
valenz von LC-Programmen nicht mehr gewéhrleistet. Man kann jedoch auch Interpretationen an-
geben, bei denen man ein positives Entscheidbarkeitsresultat erhéalt. Eine solche ist die ,klassische®
Arithmetik auf Z mit +, —, *.

5Polynom F mit ganzzahligen Koeffizienten, wobei man sich nur fiir die ganzzahligen Losungen (F = 0) interessiert.
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Satz 1.2.9: Sei ¥ := (F,7) mit F := {+® - «@} 9 = (p,7), p(o) := oy fir o € F und
©(z) = z fiir alle z € Z. Ferner seien m; := (X, Uip, Uout, 5i) € LC firi € {1,2} mit Uy, = (x1, ..., Ts),
Tout = (Y1, -, yt) und Vyy = V. Dann ist entscheidbar, ob w1 ~g wo gilt.

Beweis: Beide Programme werden in eine Folge von Polynomen Pj(i) = Pj(i) (x1,...,xs) fiir j €

{1,...,t} umgewandelt. Hierbei ist Pj(i) die Polynomdarstellung von m; beziiglich der Ausgabevaria-
blen y;. Sei n die maximale Anzahl der *-Operatoren in beiden Programmen. Das Verfahren lauft
in folgenden Schritten ab:

1. Berechne fiir i € {1,2} und j € {1,...,t} die Termdarstellung ¢,(y;) von m; beztiglich y;.
2. Wandle t.,(y;) fir i € {1,2}, j € {1,...,t} in Polynome um. Fiir einen Term t € T%x(X)
bestimmt man das zugehorige Polynom P[t] induktiv wie folgt:
e Falls t = z € Z, setze P[t] := z
e Falls t =z € X, setze P[t] :=
o Falls t = +(t1,t2) mit t1,t2 € T (X). Dann ist P[t] :== P[t1] + P[ta].
o Falls t = —(t1,t2) mit t1,t9 € Tx(X). Dann ist P[t] := P
o Falls t = x(t1,%2) mit ¢1,t2 € T (X). Dann ist P[t] := (P[t1]) - (P[t2]).
3. Transformiere Plt,,(y;)] fur alle i € {1,2}, j € {1,...,t} in ein Polynom der Form

(%) (4,5) ko k
P; (1, .y s Z Z chlb e ml N

=0ko=0 ks=0

durch sukzessives Ausmultiplizieren. Die Liingeﬁ dieser Darstellung ist O(n®), d.h. sie ist expo-
nentiell in der Anzahl der Eingabevariablen. Daher hat auch die Transformation mindestens
diese Komplexitét.

4. Prife, ob c,(:l’.]:.)ks c,(fl’J)k fir alle j € {1,....,t}, k€ {1,....,n}, L € {1,...,s}.
Falls obiges gilt, dann sind die beiden Programme &quivalent, sonst sind sie nicht dquivalent.

O

Dieses Verfahren ist praktisch aufgrund des immensen Aufwands normalerweise nicht einsetzbar.
Laut [T2] ist das Aquivalenzproblem fiir die klassische Arithmetik auf Z (ohne Division) aber pro-
babilistisch in Polynomzeit l6sbar (dies gilt auch fiir die Arithmetik auf R (mit Division)). Fiir die
Optimierungﬁ von Programmen stellt die Aquivalenzpriifung jedoch nur ein Teilproblem dar (siche

Abschnitt [CZF).

1.2.3 Kostenmalle

Fiir die Optimierung von Programmen ist es notwendig, Programmen Kostenwerte zuzuordnen.
Nur so kénnen zwei Programme miteinander verglichen werden. Bei LC-Programmen ist die Ko-
stenberechnung relativ einfach, da keine Schleifen vorhanden sind, bei denen zur Compilezeit nicht
entscheidbar ist, wie oft sie durchlaufen werden.

Definition 1.2.10 (Kostenfunktion): Eine Funktion ¢ : £C — R{ heift Kostenfunktion, wenn

fir zwei LC-Programme 7 := (X, Uin, Uput, @1; ...; o) und 7’ = (8,7, 0, j;..; o) mit 1 <

"Anzahl der Summanden
8Diesmal ist die ,wirkliche* Optimierung gemeint: Die Erzeugung eines optimalen Programms beziiglich eines Ko-
stenmafies.
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7k <n gilt:
c(t") < e(n) (Monotonie)

Je kleiner der Kostenwert c(7) fiir ein Programm 7 ist, desto ,besser ist 7w beziiglich ¢. Die Mo-
notonie erzwingt, dafs Teilprogrammen geringere Kosten zugeordnet werden, was unsinnigen Kon-
struktionen von Kostenfunktionen vorbeugt. Als Kostenmafke fir m := (X, U, Tout, ) € LC mit
8 :=aq;...;a, und @; := x; < e¢; kommen u.a. in Frage:

1. Zahl der Anweisungen: ¢;(m) :=n

2. Anzahl der Operationen:
cop(m) == {i € {1, ...,n}|e; = f(u1, ..., u,) mit F}|

3. Summe der Operationsgewichte: Cyop(m) := D 1 Cuwop(cv) mit

w; falls a; = 2 — fj(u1,...,uy) mit f; € F)
Cwop(ai) =q a fallsay =z« cmitceC
b fallsay=x«—ymityeV

wobei 0.B.d.A. F' = {f1,..., fm} die Operationssymbole sind, w; das Gewicht von Operation
f; ist, a die Kosten einer Konstantenzuweisung und b die Kosten einer Kopieranweisung sind.
4. Speicherbedarf: cem () := |V |

Fiir Aufzdhlungsverfahren von LC-Programmen geméf ihrer Kosten (wie in Abschnitt [CZ4]) beno-
tigt man noch eine zusétzliche Einschréinkung von Kostenfunktionen:

Definition 1.2.11: Eine Kostenfunktion c heift endlich, falls fiir alle r € Ry gilt: [¢~1(r)] < oc.

Es ist leicht ersichtlich, dafs von den oben dargestellten Funktionen keine in jedem Fall endlich
ist. ¢; ist nur endlich, wenn die Menge der Konstantensymbole C endlich ist. ¢, ist endlich, falls
w; > 0 fiir alle j und a,b > 0 sowie ebenfalls |C| < oo gilt, denn dann fiihrt jede Verldngerung
eines Programms zu einer Kostenerhohung und fiir einen Kostenwert existieren nur endlich viele
Programme.

Cop ist hingegen nie endlich, da Kopieranweisungen und Zuweisungen von Konstanten die Kosten
nicht erhéhen. Gleiches gilt fiir ¢pem, hier kénnen beliebig Anweisungen unter Verwendung schon
definierter Variablen hinzugefiigt werden.

1.2.4 Optimalitat

Bei der Optimierung von LC-Programmen versucht man das Ausgangsprogramm so zu transformie-
ren, daft man ein dquivalentes Programm erhélt, dessen Kosten beziiglich einer gegebenen Kosten-
funktion giinstiger sind. Wie wir noch sehen werden, kann ein Kostenminimum meist nicht erreicht
werden.

Definition 1.2.12: Sei c eine Kostenfunktion, m, 7w, w0 € LC mit m ~g w9 fiir eine Interpretation
2 und opt : LC — LC eine programmverbessernde Transformation. Dann gilt:

o 7y ist c-besser als my = W <.my & c(m) < c(m)

e 7 ist c-optimal & Vr' € LC mit ' ~g <. 7.

e T ist opt-optimal & opt(mw) = .
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Um die Optimalitét eines LC-Programms zu entscheiden, ist es folglich nétig, die Aquivalenz von
LC-Programmen zu entscheiden, welche aber nach Satz im allgemeinen unentscheidbar ist.
Dieses negative Resultat bedeutet, dafs es in der Praxis fiir hinreichend komplexe Interpretatio-
nen unmoglich ist, ein dquivalentes optimales LC-Programm zu einem gegebenen Programm zu
bestimmen. Daher kénnen nur Approximationen berechnet werden bzw. programmverbessernde
Transformationen auf das Ausgangsprogramm angewendet werden.

Wenn man die Arithmetik auf Z (wie in Satz [LZY) zugrundelegt, ist die Bestimmung eines c-
optimalen Programmes u.U. entscheidbar.

Algorithmus 1.2.13: Sei ¢ eine endliche Kostenfunktiont]. Bestimmung eines c-optimalen Pro-
grammes zu 7 mit ¥ und A wie in Satz (Arithmetik auf Z):

1. Zéhle alle LC-Programme ohne Konstanten geméfs aufsteigenden c-Kosten auf.
2. Priife fiir jedes Programm 7’ der Aufzidhlung, ob m ~g 7’ gilt.

3. Gilt 7’ <. 7 fiir ein 7’ ~g 7, breche ab und gebe aus: ,, 7’ ist c-optimal“.

4

. Gilt fiir ein 7’ der Aufzéhlung 7’ =. 7, breche das Verfahren ab und gebe aus: ,,7 ist c-optimal®.

Wenn man keine Endlichkeit der Kostenfunktion fordert, ist die Aufzéhlung (Schritt 1) nicht moglich
und daher keine Entscheidbarkeit gegeben. Praktisch ist der Algorithmus dennoch nicht einsetzbar
(selbst bei Verwendung des polynomiellen probabilistischen Ansatzes nach [12]), da zusétzlich zum
Priifen der Aquivalenz fiir jedes Programm auch noch eine Aufziahlung der Programme durchgefiihrt
werden muf.

Der Algorithmus lafst sich tibrigens in leicht modifizierter Form auch zum Finden eines stark
dquivalenten, bzgl. ¢ optimalen Programmes nutzen. Dabei kann auch bei Verwendung von ¢; eine
unendliche Menge von Konstantensymbolen verwendet werden, da die Menge der im Programm tat-
séchlich vorkommenden Konstanten endlich ist und keine Konstantenfaltung durchgefiihrt wird.

Praktisch ist dieser Ansatz aufgrund der sehr hohen Aufzdhlkomplexitdt dennoch nicht sinnvoll
einsetzbar.

9Dies erlaubt die Benutzung von Konstanten nur dann, wenn nur endlich viele Konstantensymbole zugelassen sind.






2 Optimierungsverfahren fiir LC-Programme

Wiéhrend in Kapitel [ die grundlegenden Definitionen und Zusammenhénge dargestellt wurden,
wenden wir uns in diesem Kapitel nun den Optimierungsverfahren fiir LC-Programme zu. Optimie-
rungen laufen dabei normalerweise in zwei Phasen ab:

1. Analysephase: Sammlung der fiir die Transformation des Programms notwendigen Analysein-
formationen. Das Programm bleibt zunéchst unverdndert.

2. Transformation: Durchfithrung der eigentlichen Optimierung; das Programm wird unter Be-
nutzung der Analyseinformationen dquivalenzerhaltend modifiziert.

In Abschnitt LT werden wir uns zunéchst mit den ,klassischen Optimierungsverfahren wie z.B. der
Dead Code Elimination, bei der ,,nutzlose”, d.h. nicht ausgaberelevante Anweisungen entfernt werden
oder der Common Subexpression Elimination, die Ersetzung gemeinsamer Teilausdriicke, beschéf-
tigen. In Abschnitt wird dann eine graphbasierte Optimierungsmethode fiir LC-Programmen
vorgestellt, die DAG-Optimierung. Zuletzt werden in Abschnitt noch einige weitere interessante
Ansétze dargelegt.

Bevor wir die einzelnen Verfahren vorstellen, wollen wir zunéchst einige grundlegende notwendige
Eigenschaften einer Optimierungsfunktion definieren.

Definition 2.0.14 (Idempotenz): Eine Abbildung 7" : £LC — LC heift idempotent, falls T'(T())
T'(m) fur alle 7 € LC gilt.

Die Idempotenz besagt also, dafs nach einer Anwendung einer Transformation 7' eine weitere Ap-
plikation von T keine Anderungen mehr hervorruft.

Definition 2.0.15 (Programmtransformation): Eine Abbildung 7' : £C — LC heilt Pro-
grammtransformation, wenn gilt:

1. T(m) ~g 7 fiir eine Interpretation 2 (Korrektheit),

2. T(T'(r)) = T'(r) (Idempotenz) und

3. fir alle 7 € £C ist T'(w) allein von 7 abhéngig (Determinismus).

Man mag die Forderung der Idempotenz als nicht unbedingt notwendig ansehen, aber da die von
uns genauer betrachteten Verfahren ohnehin idempotent sind, treten hierduch keine Probleme auf.
Der Determinismus sorgt dafiir, dafs man bei gleicher Eingabe immer das gleiche Ergebnis erhélt.
Dies ist insbesondere beweistechnisch von grofter Bedeutung.

2.1 Klassische Optimierungsverfahren

Die klassischen Optimierungsverfaren fiir LC-Programme sind von einfacher Struktur und beriick-
sichtigen jeweils einen zu optimierenden Teilaspekt. Im allgemeinen ist daher eine Verkettung der
einzelnen Verfahren erforderlich, um eine gute Optimierung zu erreichen.
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Die Analysephase aller klassischen Verfahren basiert auf dem gleichen Prinzip: Es wird eine Startin-
formation festgelegt und diese dann fiir jede Anweisung modifiziert, so daft man fiir jede Anweisung
eine Analyseinformation erhalt.

2.1.1 Dead Code Elimination

Die Dead Code Elimination dient der Entfernung von Anweisungen, die iiberfliissig sind, weil sie
keinen Einflufs auf die Programmsemantik haben. Eine Anweisung z « e stellt Dead Code dar,
falls = bis zu seiner Neudefinition nicht mehr (auf der rechten Seite einer Anweisung oder als
Ausgabevariable) benutzt wird.

Als Analyse kommt die sogenannte Live Variable Analysis (oder auch Needed Variable Analysis) zum
Einsatz, die fiir jede Anweisung eine Menge von ,lebendigen” Variablen bestimmt. Die Live Variable
Analysis stellt eine Rickwdrtsanalyse dar. Das bedeutet, daf ausgehend von den Ausgabevariablen
die Mengen der notwendigen Variablen riickwértig berechnet werden. Die Ausgabevariablen sind
dabei zunéchst die einzigen lebendigen Variablen (Startinformation).

Definition 2.1.1 (Live Variable Analysis): Sei m = (3, Uiy, Uput, 3) ein LC-Programm mit 3 =
aq;...; ap,. Definiere fiir eine Anweisung o = x « e die Transferfunktion ¢, : P(V;) — PB(Vz) wie
folgt:

£ (M) = { E\Jy\{:v}) uv, chm)llllztx e M

Die Transferfunktionen ¢,,,, ..., 1o, bestimmen nun ausgehend von V,,; die Mengen der notwendigen
Variablen (,live variables®):

LV, = Vous
LVi_y i= to,(LV;) fiir i € {0,.;n — 1}

Fiir eine Anweisung x < e wird also genau dann x aus der Analysemenge herausgenommen und
die Variablen V. der rechten Seite eingefiigt, wenn x in der Analysemenge enthalten ist. Ist x in
der Menge enthalten ist es eine lebendige Variable, zu deren Berechnung die Variablen der rechten
Seite benotigt werden. Diese sind folglich dann im néchsten Schritt lebendig. Ist = nicht in der
Analysemenge enthalten, handelt es sich bei der Anweisung um Dead Code, d.h. sie ist fiir die
Programmsemantik irrelevant und kann weggelassen werden.

Definition 2.1.2 (Dead Code Elimination): Definiere fiir ein Programm 7 = (3, Uiy, Uput, 3) €
LC mit 6 = ay; ...; ay, die Programmtransformation Tpe : LC — LC zur Beseitigung von Dead Code
wie folgt:

Tpc () = (2, Ui, Uout, f') mit 8 := tpc(ar);...;tpc(an)
o; falls x € LV
tpo(ei =@ —e€) = € sonst

Die Berechnung von LV} konnte man zur Bestimmung der notwendigen Eingabevariablen benutzen,
im folgenden wollen wir von der Entfernung iiberfliissiger Eingabevariablen aber absehen, da dies
die Semantik, wie sie in Abschnitt [CT2] festgelegt wurde, verandern wiirde.

Beispiel 2.1.3: Zur Demonstration hier die Berechnungsschritte fiir das Beispielprogramm aus

Abbildung [CTt
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1| oy LV, Dead Code?
1| w3 ta, (LV2) = LV, = {u, x,y} Nein

2| ve—az—y; | tay (LV3) = LV3\{w} U {u} = {u,z,y} Ja

3| we—u+1; |ty (LVy) = LV)\{z} U{z,y} = {w,z,y} | Nein

4| x—x—y; | tas(LVs) = LVs\{u} U{z,y} = {w,z,y} | Nein

5| ue—axz—1y; | tag(LVs) = LVs = {u,w} Nein

6 | z—uxw; |ty (LV7) = LVi\{u} U{u} = {u,w} Ja

Tl ue—2%u; | tag(LVs) = LV3\{v} U{w} = {u, w} Nein
8lve—w-—1; | Vour = {u,v} Nein

Es werden also die Anweisungen «s und ag von Tpo entfernt.

Die Dead Code Elimination ist unabhéngig von der Programmsemantik, d.h. die Interpretation der
Operationssymbole ist beliebig und verédndert das Ergebnis des Verfahrens nicht. Tpo erzeugt also
stark dquivalente Programme.

Im folgenden werden wir untersuchen, ob die Dead Code Elimination die Forderungen von Definition
P 0.THl erfillt und damit eine Programmtransformation ist. Die wichtigste Eigenschaft ist dabei die
Korrektheit, denn der Einsatz eines nicht korrekten Verfahrens wére zwecklos.

Satz 2.1.4 (Korrektheit): Fir alle m € LC gilt m ~ Tpc ().

Beweis: Es ist zu zeigen, daf A[Tpc(w)] = A[r] fir jede Interpretation A gilt (alternativ wére
nach Satz ein Beweis iiber die Termdarstellung moglich). Induktion iiber die Anzahl der
Anweisungen n € N:

o n =0
B = g, also gilt trivialerweise A[Tpc(m)] = A[r ], da somit auch ¥, = € (sonst wire die
Vollstandigkeit nicht gewéhrleistet).

e n—n+l:
Induktionsannahme: A[Tpc(mw) ] = A[n ] fir alle 7 € LC mit § = aq;...; .

Definiere 7, := (X, Uin, Uout, Bn) mit By, := aq;...; oy, Auberdem sei w41 := (X, Uin, Touts Ont1)
€ LC mit Byy11 = aq;...;an; Qpy1 und app; = & «— e.
Unterscheidung von zwei Fillen:

1. x ¢ Vo
an+1 Dead Code und beeinfluft die Semantik von 7,41 nicht. Somit folgt fiir m,:

A[ny1 ] = A | AU[Tpc(m) ] = A[Tpc(mni1) ]

~—
gemafs Def.

g,
I.

s

2. x € Vout:
Fiir 7, gilt nach Induktionsannahme: A[Tpc(my,) | = A[m, |
Es gilt daher

A[Bn+1]o0)(y) = (A[Bn Jo0)(y) fiir y € Vour\{}
ABr+1]o0) () = (A[e](A[Bn Jo0)) (2)

Die Riickfiihrung von A[Tpc(mp+1) ]| auf A[Tpe(my) ] funktioniert dhnlich:
Es gllt Vout = LVn+1 = LVn = Vout\{x} U V;.



22 2 Optimierungsverfahren fiir LC-Programme

In 7,41 und m, werden daher die gleichen Anweisungen entfernt. Es folgt

@Tbc(Bnt1)o0)(y) = (AToc(Bn) loo)(y) fir y € Vour\{z}
@Tpc(Bnt1)Joo)(x) = @[] (A[To(8n) Joo)) (x)

Insgesamt gilt also A[m,41 ]| = A[Tpc(mnt1) ] O
Die zweite eine Programmtransformation definierende Eigenschaft ist die Idempotenz.

Satz 2.1.5 (Idempotenz): Die Dead Code Elimination ist idempotent, es gilt also Tpc(Tpc(m)) =
Tpc(m) fir alle w € LC.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dak Tpec die LV -Informationen der nach der ersten Tpo-Anwendung
noch vorhandenen Anweisungen nicht verdndert. Wir betrachten hier zur Vereinfachung nur die Eli-
mination einer einzelnen Anweisung. Eine induktive Erweiterung auf beliebig viele ist ohne weiteres
moglich.

Es sei m = (X, Uin, Uout, @15 ;) und 7' := Tpo(m) = (X, Uin, Uout, 01 «; Qi1 Qip1; -5 A ), duh
aj = ¢ «— e mit x ¢ LV;. Da die Live Variable Analysis eine Riickwértsanalyse ist, bleiben
LViiq,..., LV, unverdndert. Fiir den Fall ¢ = 1 ist daher nichts mehr zu zeigen.

Fiir ¢ > 1 gilt im Ausgangsprogramm 7 :

LVi_y = t,(LV;)
B { LV\{z} UV, fallsz e LV,

LV, sonst
=LV; (daz ¢ LV;)
] Vo falls i = n
| tai, (LVig1) sonst

In 7’ erhalten wir das gleiche Ergebnis:

V. — Vout fallsi —1=n—1 (dh.i=n)
T tan (LVig1)  sonst

Annahme: Tpc entfernt zusétzlich o = &’ «— €, i # j aus 7',

Dann folgt ' ¢ LV; in 7’ und ' ¢ LV; in 7. Dann wére a; aber schon nach der ersten Anwendung
von Tpc aus w entfernt worden. |

Aus der Idempotenz folgt, daf man nach nur einer Anwendung der Dead Code Elimination schon
ein bzgl. Dead Code Elimination optimales Programm erh&lt. Wir werden aber spéter sehen, daf
ein Tpo-optimales Programm nach Zwischenschaltung einer anderen Optimierung u.U. nicht mehr
Tpc-optimal ist, z.B. erzeugt” die Konstantenfaltung (siehe Abschnitt ZT3) Dead Code.

Die Dead Code Elimination arbeitet offensichtlich deterministisch, denn es gibt keine Wahlméglich-
keiten bei einem der Schritte. Das Resultat ist folglich eindeutig und es handelt sich bei der Dead
Code Elimination um eine Programmtransformation nach Definition

Nun wiinscht man sich natiirlich nicht nur, daf einige formale Eigenschaften erfiillt werden, sondern

auch, daf man eine mefbare Verbesserung durch die Anwendung eines Verfahrens erreichen kann.

Korollar 2.1.6: Fir die Dead Code-optimierte Version Tpc(w) von m € LC gilt: Tpo(mw) <; m und
TDC (71') Sop .
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Die Korrektheit des Korollars ist sofort ersichtlich, da bei der Dead Code Elimination nur Anweisun-
gen entfernt werden kénnen, aber keine hinzugefiigt werden. Daher kann die Zahl der Operationen
und die Programmlénge nicht ansteigen.

2.1.2 Common Subexpression Elimination

Anders als die Dead Code Elimination kommt bei der Common Subexpression Elimination eine
Vorwdrtsanalyse, die Available Expression Analysis, zum Einsatz. Die induktive Berechnung beginnt
folglich bei der ersten Anweisung. Wéhrend der Analysephase bestimmt man fiir jede Anweisung
die Menge der dort verfigbaren Ausdriicke. Diese werden jeweils durch die Indizes der Anweisungen
ihres ersten Auftretens reprasentiert.

Definition 2.1.7: Ein Ausdruck e ist an einer Position i verfiigbar, falls e in einer Anweisung «;
mit j < ¢ berechnet und danach die in ihm auftretenden Variablen bis zur i-ten Anweisung nicht
mehr verdndert wurden.

Wenn nun die i-te Anweisung ebenfalls den Ausdruck e berechnet, kann man durch die Zwischen-
speicherung des Berechnungsergebnisses in einer temporaren Variablen eine Berechnung einsparen.
Dabei wird aber die Programmlénge erhoht.

Definition 2.1.8 (Available Expression Analysis): Sei 7 = (X, Ui, Uout, 5) € LC mit § =
aq;...; . Definiere fir o; = x; «— ¢;, i € {1,...,n} die Analysefunktion t,, : B({1,...,n}) —

PB1,...,n}) durch:
ta, (M) = killy, o geng,

wobei fur die Hilfsfunktionen gen,,, killy, : B({1,...,n}) — B(1,...,n}) gilt:

Mu{i} fallse; = f(uq,...,u,) undVj € M :e; #£e;
gena, (M) ::{ M w sonst . ) 7

Killo, (M) := M\{j € Mlz; € V,,}
Dies ergibt die Mengen der bei i € {1,...,n} verfiigharen Ausdriicke AE; C {1,...,n}:

AE1 = @
AEiJrl = tai(AEi) fiur 7 € {1, ,’I’L}

Durch die Berechnung der AFE-Informationen kénnen nun fiir jede Anweisung die verfiigharen Aus-
driicke ermittelt werden. Fiir die anschliekende Programmtransformation benttigt man aber die
Jrickwartige” Sicht: Es muf fiir den Operationsausdruck einer Anweisung bestimmt werden, an
welchen Stellen, an denen er verfligbar ist, er sich wiederholt. Es soll zudem nur eine temporére
Variable erzeugt werden, falls dies auch notig ist, also die Anzahl der Wiederholungen mindestens
eins ist.

Definition 2.1.9 (Giiltige Wiederholungen): Die Funktion wh : {1,...,n} — P({1,...,n}) gibt
fiir jeden Ausdruck seine giiltigen Wiederholungen an:

wh(i) :={j € {i+1,..n}|i € AE}, e; = ¢;}

Jetzt kann die Programmtransformatio definiert werden:

'Daf es sich wirklich um eine Programmtransformation im formalen Sinne handelt, wird spéter gezeigt.
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Definition 2.1.10 (Common Subexpression Elimination): Die Programmtransformation T¢g :
LC — LC arbeitet wie folgt: Fiir i € {1,...,n} mit wh(i) # 0 wahle ¢t; € V\V; und

1. ersetze a; = x < e durch t; «— e; x « t;, sowie

2. ersetze fiir alle j € wh(i) die Anweisungen o; =y « e durch y «— t;.

Beispiel 2.1.11: Auch fiir die Common Subexpression Elimination wollen wir wieder eine Beispiel-
rechnung fiir das LC-Programm aus Abbildung [Tl angeben:

i o AE; wh(i) | Neue Anweisung(en)
1| w3 0 0

2lve—x—y; |t (AE1) =10 {4} | ta—ax—y; vty
3l we—u+1; | tay(AE) = (AE; U {2})\0 = {2} 0

4|z —x—vy; | tas(AEs) = (AE3 U {3})\0 = {2,3} 0 x — to
5|lu—xz—y; | ta,(AEy) = (AE4 U{4})\{2,4} = {3} 0

6| z—uxw; |ta;(AF5) = (AE5 U{5})\{3} = {5} 0

Tlue2%u; |to(AEs) = (AEsU{6})\0 = {5,6} 0

8| ve—w—1; | ta,(AE7) = (AE; U{7})\{6,7} = {5} 0

Wie man sieht, ist die Programmlénge um eins grofer die des Ausgangsprogramms, es wurde aber
eine Subtraktion eingespart.

Nun ist noch zu zeigen, daf die Common Subexpression Elimination eine Programmtransformation
darstellt. Der Determinismus ist offenbar gegeben.

Satz 2.1.12 (Korrektheit): Fir alle 7 € LC gilt 7 ~ Teg(m), d.h. die Common Subexpression
Elimination erhdlt die starke Aquivalenz.

Beweis: Nach Satz reicht es fiir die starke Aquivalenz aus, zu zeigen, daf sich die Termdar-
stellung von 7 fiir die Ausgabevariablen nicht &ndert, d.h. t(v) = t7, () (v) fiir alle v € V.

Ahnlich wie im Beweis von Satz betrachten wir dabei den vereinfachten Fall, daf genau ein
Berechnungsausdruck mit genau einer giiltigen Wiederholung von Tog optimiert wird.

. e — — . . / R o — — / .
Es sei 7 := (X, Uin, Uout, 01; -.; o) und @' := Tog(m) == (2, Uip, Uout, 4') mit
S O I /N S

B'i= Qg gy T O 01 Q5 05 g O

D.h. ai:x<—eund0zj:y<—emitiEAEj.Dannistoz;:ti<—e,a2’:x<—tiunda;:y<—ti.

Wir betrachten jetzt den Substitutionsterm s € Tx(V;) fiir y an der Stelle i in beiden Programmen.
In 7 ist s = e, da sich e aufgrund i € AE; nicht mehr veréndert. In 7’ gilt hingegen s = ¢;[t;/e] = e,
da t; sonst aufler an Stelle ¢ sonst nirgends verédndert wird.

Falls nun y in einem Term bei der Berechnung der Termdarstellung von 7 fiir v € V,,; auftaucht,
ergeben sich bei beiden Programmen die gleichen Substitutionen, und daher ist t;(v) = t7,4(x)(v)
fir alle v € V.

Die Common Subexpression Elimination arbeitet wie die Dead Code Elimination rein syntaktisch;
die Interpretation der Operations- und Konstantensymbole hat keinen Einfluff auf das Ergebnis.
Zur Verbesserung des Optimierungseffekts wére allerdings eine Erweiterung des Verfahrens unter
Ausnutzung semantischer Informationen denkbar, man konnte etwa die Kommutativitiat von + be-
riicksichtigen, so dafs x + y und y + x als gleich angesehen werden. Mithilfe von vorgeschalteten
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algebraischen Transformationen (grober Uberblick in Abschnitt EZ32) lieke sich dies ohne Modifi-
kation von T g realisieren.

Wie bei der Dead Code Elimination reicht auch bei der Common Subexpression Elimination eine
Anwendung aus, um ein Tog-optimales Programm zu erhalten.

Korollar 2.1.13 (Idempotenz): Es gilt Tos(Tos(m)) = Tes(m) fir alle m € LC.

Beweisidee: Da bereits bei der ersten Analyse alle verfiigbaren Ausdriicke gefunden, ihre giiltigen
Wiederholungen entsprechend ersetzt, jedoch keine zusédtzlichen Operationsausdriicke hinzugefiigt
werden, kann bei einer zweiten Applikation von T¢g nichts mehr optimiert werden.

Damit ist auch die Common Subexpression Elimination eine Programmtransformation.

Korollar 2.1.14: Fir m € LC gilt Tog(m) <op m aber Tog(m) > m, falls Tog(m) # 7.

Es ist klar, daf die Operationskosten durch die Common Subexpression Elimination reduziert wer-
den, da Berechnungsausdriicke durch Kopieranweisungen ersetzt werden. Die Erhohung der Pro-
grammlénge hangt mit dem Einfiigen von zusétzlichen Zuweisungen an temporére Variablen zu-
samimen.

2.1.3 Konstantenfaltung

Die Konstantenfaltung fiihrt eine partielle Auswertung des Eingabeprogramms durch Propagation
der Programmkonstanten durch. Dadurch kann man u.U. die Berechnung von konstanten Aus-
driicken zur Laufzeit einsparen. Die Semantik flieftt hier in die Optimierung mit ein, da zur Aus-
wertung konstanter Ausdriicke die Interpretationen der Konstantensymbole und der entsprechenden
Operationssymbole von Bedeutung sind.

Aus formaler Sicht wére auch eine Konstantenfaltung auf der Basis von Grundtermen denkbar. Diese
miifiten dann jedoch zur Erzeugung des Ergebnisprogramms sowieso ausgewertet werden (wenn
man sie nicht zur Laufzeit auswerten will, wodurch keine Rechenzeit einspart werden kann). Zudem
ware eine umfangreiche Modifikation des Wertebereichs notwendig, d.h. es miifite die Menge der
Grundterme Ty, als Universum der Interpretation zugrundegelegt werden. Eine Unabhéngigkeit von
Interpretationen ist also auch dann nicht gegeben. Aus diesen Griinden wollen wir diesen Ansatz
hier nicht weiter verfolgen.

Das nun vorgestellte Verfahren weicht in der formalen Darstellung etwas von dem aus [2] bekann-
ten ab, da dort nicht zwischen Konstantensymbolen und den eigentlichen Konstanten unterschie-
den wird, und die Interpretation auf die Behandlung von Operationssymbolen beschrinkt ist. Das
Grundprinzip ist jedoch identisch.

In der Analysephase, der Reaching Definition Analysis, bestimmt man fiir jede Anweisung die dort
giiltigen (eingabeunabhéngigen) Variablenwerte, dazu wird die aus Definition [[T.9 bekannte Seman-
tik von Anweisungen so erweitert, dafs auch Ausdriicke mit teilweise unbekannten Variablenwerten
ausgewertet werden koénnen.

Definition 2.1.15 (Erweiterte Anweisungssemantik): Sei 7 = (X, Ui, Uput, §) mit Signatur
Y= (F,C)und f = ai;...;a,. Ferner sei A = (A, ) eine Interpretation von X. Der Zustandsraum
seinun Z := {o|o : V; — AU{L}}, wobei L einen unbekannten Variablenwert angibt. Die erweiterte
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Semantik A[a] : Z — Z einer Anweisung o = x « e fiir o € Z ist dann:

— [ Ala]o fallsVveVe:o(v) # L
Aalo = { olz/L1] sonst

Mit anderen Worten: Wird auf eine Variable mit unbekanntem Wert eine Funktion angewendet,
pflanzt sich der unbekannte Wert fort. Auf spezielle Eigenschaften der Operationen, wie z.B. Vx €
R :0-2 = 0 wird dabei nicht geachtet (strikte Behandlung).

Definition 2.1.16 (Reaching Definition Analysis): Seien 7,2, Z wie in Definition ge-
geben. Fiir eine Anweisung « ist die Transferfunktion ¢ : Z — Z durch

to(0) == Ala]o.

bestimmt. Nun erhalten wir die Variablenbelegungen RD; € Z fiir o; durch sukzessive Transforma-
tion:

RDy) =0y mitVoe Vy:0,(v) =1
RDi—i—l = tozi(RDi) fir i € {1, ,n}

Aufgrund der Ersetzung der Konstantensymbole aus C durch Elemente aus A und der Auswer-
tung von konstanten Berechnungsausdriicken (und damit dem Einfligen neuer Konstanten) in der
Programmtransformation, besitzt das Ergebnisprogramm eine andere Signatur als das Ausgangs-
programm; sie unterscheidet sich genau in der Menge der Konstantensymbole.

Definition 2.1.17 (Konstantenfaltung): Sei 7 = (X, Ui, Uout, 5) € LC, ¥ = (F,C) eine Si-
gnatur, f = aq;...;0p, a; = x; «— ¢; und A = (A,¢) eine Interpretation fiir ¥. Dann ist die
Transformation Top : LC — LC zur Konstantenfaltung definiert durch:

Tor(m) == (F, A), Uin, out, 8') mit 3 := 21 «— R—Dl(el); e} Ty — R—Dn(en)

wobei fiir 0 € Z (und c € C,y € V,u; e VUC, f € F")) gilt:

=
. J ooy fallso(y)#L
oy) = { Yy sonst
o (uy)) falls 3i € {1,...,r}, so daf o(u;) = L

1)y --
a(uy),...,o(uy)) sonst

_ f(a(u1)
a(f(ug,...,uy)) =
R A
Operationsausdriicke werden also komplett zu einer Konstanten ausgewertet, wenn die Belegungen
aller Variablenargumente bekannt sind, ansonsten werden alle Variablen, deren Belegungen bekannt

sind, durch die entsprechenden Konstantenwerte ersetzt. Konstantensymbole werden aufgrund der
notwendigen Signaturdnderung durch ihre Interpretationen substituiert.

Beispiel 2.1.18: Wenn man T¢p auf das Programm aus Abbildung [Tl anwendet, ergibt sich
folgende Rechnung:
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o RD; Neue Anweisung o/,

U — 3; oL u— ¢(3);=u «— 3;
vea—y; | Aer]oy )
w<—u+1, Q_l[[ag]]()'l: )
z—z—y; | Uazlor = orw/d] =102 | z— Fa2(z) — G2(y); =T — = — y;
ue—x—y; | Aay]or = oo ()

Joa )
u—2x*xu; | AUfaglos =
ve—w—1; | Aar]os =

0 N O T W e

o
o
o
z—uxw; | Aas]os =0
o
o

Wie bereits erwihnt, produziert die Konstantenfaltung zusétzlichen Dead Code, was man sich leicht
am Beispiel veranschaulichen lafst: Die erste Anweisung ist z.B. iiberfliissig, da u bis zu seiner néch-
sten Zuweisung in Anweisung 5 auf keiner rechten Seite auftritt. Dies liegt daran, dafs in Anweisung
3 eine Optimierung stattgefunden hat, und dort w nicht mehr benétigt wird.

Bei der Korrektheit der Konstantenfaltung muf, im Gegensatz zu den bisherigen Verfahren, nun die
jeweilige Interpretation beriicksichtigt werden. Die starke Aquivalenz gilt also diesmal nicht.

Satz 2.1.19 (Korrektheit): Fir m € LC und eine Interpretation A gilt ™ ~g Top(m).

Beweis: Sei 7 := (X, Uip, Uput, f) mit X := (F,C), B := ai1;...;ap und o := x; < e; sowie A =
(A, @) eine Interpretation von X. Es reicht zu zeigen, dak Afe; | = A[e] ] fir alle ¢ € {1,..,n}, wobei
e, = RD;(e).
Fallunterscheidung geméfs Typ des Ausdrucks e;:
l.e,=ceC
Dann ist €} := ¢(c) und es gilt dann fiir eine Variablenbelegung o € Z:

Def. von
Wleilo =) =7

2. e, =y €V, zwei Teilfélle:

p(p(c)) = Ale;Jo

a) RD;(y) =L = e, =e;, d.h. die Semantiken sind trivialerweise gleich.
b) RD;(y) =a€ A = ¢, = a. In diesem Fall gilt fiir o € Z:

f. n
Ue; Jo = a(y) X"
~—~—~

cA

p(o(y)) = Alej o

3. e; = f(u,...,u,), wiederum zwei Falle:

a) 3j € {1,...,r}, so dak RD;(u;) = L:
et = f(RD;(u1), ..., RD;(uy)) und es ist zu zeigen:

AleiJo = o (f
=¢(f
Dazu muf bewiesen werden, daf Afu;Jo = A[RD;(u;)Jo fir j € {1,...,r}. Da die u,

aber entweder Variablen oder Konstanten sind, folgt die Aussage bereits aus Fall 1 oder
2.

b) Vj € {1,...,r} gilt entweder RD;(u;) = a € A oder u; € C.
Es ist €; = o(f)(RD;(u1), ..., RD;(uy)). Der einzige Unterschied zu Teilfall (a) ist die

Auq Jo, ..., A[u, Jo)

)
)@ARD:(w)]o ... A[RDi(u,) Io) = A[e, Jo
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zusétzliche Anwendung der Interpretation von f. Da diese zur Berechnung der Semantik
aber sowieso angewendet werden muf, ergibt sich das gleiche Problem wie unter (a).

Die obigen Folgerungen lassen sich fiir alle e;, ¢ € {1,...,n} anwenden und daher ist der Satz
bewiesen. m

Korollar 2.1.20 (Idempotenz): Es gilt Torp(Top(7)) = Top(w) fir m € LC.

Die Idempotenz der Konstantenfaltung ist intuitiv ebenfalls klar, da schon bei der ersten Anwendung
alle Variablen, die konstante Werte besitzen, bzw. Operationen mit konstanten Operanden durch
Konstanten ersetzt werden. Es bleiben also nur ,unbekannte” Variablen und Funktionssymbole, die
mindestens einen unbekannten Operanden besitzen, bestehen. Eine weitere Applikation von Top
wiirde also keine Verbesserung bringen.

Da die Konstantenfaltung deterministisch arbeitet, besitzt sie somit die Eigenschaften einer Pro-
grammtransformation. Eine Betrachtung von Tor unter dem Kostengesichtspunktfiihrt zu folgender
Aussage:

Korollar 2.1.21: Fir = € LC gilt Top(m) <op ™ und Top(m) = 7.

Die Richtigkeit des Korollars ist offensichtlich, da keine Operationen hinzugefiigt, sondern héchstens
ausgewertet und durch Konstanten ersetzt werden. Die Programmlénge wird nicht verdndert, da
keine Anweisungen entfernt werden. Eine Verbesserung bzgl. Codelénge ist zu erreichen, indem man
eine Dead Code Elimination ,nachschaltet®.

2.1.4 Propagation von Kopien

Kommen wir nun zur letzten der klassischen Optimierungen, der Propagation von Kopien, im fol-
genden abkiirzend auch Kopierpropagation genannt. Die Kopierpropagation substituiert Variablen,
die nach Kopieranweisungen benutzt werden, sofern moglich durch die Ursprungsvariable. Dabei
werden auch transitive Beziehungen, sogenannte Kopierketten, beriicksichtigt.

Dem Analyseschritt liegt die Idee zugrunde, fiir eine Programmstelle ¢ die Menge der an ¢ giilti-
gen Kopien zu bestimmen, d.h. Zuweisungen x < y bei denen weder x noch y bis zu Position &
neudefiniert wurde. Zusétzlich ist nach jeder Verdnderung die transitive Hiille der entsprechenden
Analysemenge zu berechnen.

Eine giiltige Kopie wird durch die Tupeldarstellung (z,y, d) reprisentiert. Sie bedeutet, dak an der
entsprechenden Programmposition x den Wert von y besitzt, wobei d die transitive Tiefe ist, d.h. es
gibt d Kopieranweisungen, die eine Kette ,yon y nach z bilden*. Die transitive Tiefe muf zusétzlich
erfaft werden, um einen deterministischen Algorithmus zu erhalten.

Definition 2.1.22 (Bestimmung der giiltigen Kopien): Sei 7 = (X, Uiy, Tout, 5) € LC mit
0 = aq;...; a,. Definiere fiir eine Anweisung o = z « e die Transferfunktion

to 1 Ve x Ve x{l,...n} = Vi xVp x{1,..,n} mit
tyee(M) :=trans(M\{(y, z,d) € M|d € {1,...,n}, x € {y,z}} U{(z,e,1)|e € Va\{z}})

Hierbei berechnet trans : VxV xN — V x V x N die transitive Hiille der ersten beiden Argumente
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fir ein M CV x V x N:

trans(M) := {(x,y,d)|Fk € N : 321, ...,z € V, Idy, ..., d € N, so daf
{(xazlyd(]), (ZI,ZQ,dl),"'a (Zk—lyzkadk—l)a (Zk’y’dk)} - M}

k
wobel d := Z d;
=0

Insbesondere sind fiir £ = 0 auch alle (x,y,d) € M in trans(M) enthalten. Nun konnen induktiv
die Analyseinformationen CP; C V; x V; x {1,...,n} berechnet werden:

P =0
CB+1 =1tq,(CP;) firie {1,...,n — 1}

Die C'P-Informationen miissen transitiv abgeschlossen sein, um eine korrekte Riickverfolgung von
Ketten von Kopieranweisungen zu ermdéglichen. Die transitive Hiille muf dabei schon wéhrend der
Berechnung der C'P-Informationen bestimmt werden, denn sonst kdnnten transitive Beziehungen
durch Elimination eines ,Kettengliedes* zerstort werden, obwohl die Beziehung weiterhin gilt (siehe
dazu auch Beispiel ZT.24). Dies wurde in dem im Rahmen von [2] vorgestellten Verfahren nicht
beriicksichtigt. Daher wire dann unter Umstédnden eine mehrfache Anwendung des Verfahrens nétig,
d.h. die Idempotenz der Kopierpropagation kénnte nicht gewahrleistet werden.

Die Programmtransformation nutzt die CP-Informationen, um Variablen in Anweisungen durch
ihre gleichwertigen Vorgénger zu ersetzen ([Riicksubstitution).

Definition 2.1.23 (Propagation von Kopien): Die Programmtransformation Top : LC — LC
fir 7 = (3, Vin, Vour, 8) € LC mit = x1 < e1;...;x, < e, und X = (F,C) ist gegeben durch

Top(m) == (2, Tin, Vout, 3) mit §' 1= 21 ﬁl(el); e} Ty — ﬁn(en)

wobei fiir CP(e) mit CP C Vi x Vi x {1,...,n} sowie ¢ € C, x € Vi, f € F) folgende Definition
gilt:

O

y falls 3JyeV, Ide{l,..,n} mit (z,y,d) € CP
und V(zx,y/, d')GCP d <d

sonst

CP(f(u1,... = f(CP(u1),...,CP(u,))

Durch die Wahl des Tupels mit der hochsten transitiven Tiefe fiir die Substitution, wird sicherge-
stellt, dafs Kopierketten immer komplett zuriickverfolgt werden und das Verfahren deterministisch
arbeitet, da aufgrund der Berechnung der transitiven Hiille fiir eine Variable x mehrere Tupel der
Form (x,y,d) mit unterschiedlichen y und d existieren konnten.

Aufgrund des Verbots von (indirekten) ,,Selbstzuweisungen® in Definition konnen keine Eintra-
ge der Form (z,z,d) auftreten und die Terminierung ist garantiert. Die Programmtransformation
verkiirzt den Code vorerst nicht; eine Verbesserung ist erst durch eine darauffolgende Dead Code
Elimination erzielbar, welche dann u.U. tiberfliissige Kopieranweisungen entfernt.

Beispiel 2.1.24: Da das bisher zur Demonstration der Optimierungsverfahren verwendete Bei-
spielprogramm (aus Abb. [[J]) wegen fehlender Kopieranweisungen schlecht zur Demonstration von
Top geeignet ist, wenden wir Top auf ein neues Beispielprogramm mit zwei Kopieranweisungen,
welches in Abbildung EZT] dargestellt ist, an:
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0 u -«
Y —u+ty;
v — U
U — U *Y;
V — U+ V;

Vout * u,v

Abbildung 2.1: m = (Zarithm, Uin, Vout, ) € LC mit Kopieranweisungen

T CP; Neue Anweisung o

1wz 0 u— CP1(x);=u «— x;3

2|y —u+ty; {(u,z,1)} y « CPs(u) + CPa(y); =y « = + y;
3| vy {(u,z,1)} v — CP3(u);=v «— x;

dlu—vxy | {(u,2,1),(v,u,1),(v, 2,2)} | u CPy(v) x CPy(y);=u + x * y;

S5lve—u+v {(v,x,2)} v+ CPs5(u) * CP5(v); =v + u + x;

In Anweisung 4 ergibt sich das durch Fettdruck hervorgehobene Tupel aus der Berechnung der
transitiven Hiille. Wiirde man dieses nicht schon bei der Berechnung der C' P-Informationen einfiigen,
so wiirde sich C'P5 = () ergeben, obwohl v nach wie vor den Wert von x besitzt. Daher konnte man
selbst bei Beriicksichtigung von transitiven Ketten bei der Programmtransformation v in Anweisung
5 zunéchst nicht durch z ersetzen. Deswegen wére eine wiederholte Anwendung von T p nétig.

Man sieht leicht, dafs die Anwendung einer Dead Code Elimination auf das obige Resultat die
Anweisungen 1 und 3 eliminieren wiirde.

Korollar 2.1.25: Fir m € LC gilt 7 = Tep(m) und m =4, Top(m).

Da nur Variablen durch andere Variablen ausgetauscht werden, jedoch keine Anweisungen entfernt
oder Rechenausdriicke in anderer Weise modifiziert werden, ist die Aussage offensichtlich.

Wie die Dead Code Elimination und die Common Subexpression Elimination ist auch die Kopier-
propagation unabhéingig von der Interpretation, sie erhélt also die starke Aquivalenz.

Satz 2.1.26 (Korrektheit): Firm € LC gilt 7 ~ Top(m).

Beweis: Nach Satz reicht es zu zeigen, dak tr = {7, ,(x) gilt. Dazu betrachten wir den verein-
fachten Fall der Ersetzung einer Variablen in einer Anweisung.

Es sei m = (X, Uin, Uout, 01; ;) und 7 := Top(m) := (X, Uin, Uout, §) mit

A R c ol .
B = s Gy 1S Qe Q1 O QG e O

Es ist also aj = z «— e mit = € VA und (x,y,d) € CP; und fiir alle (z,y/,d') € CP; gilt d' < d.
Daher existieren 41, ...,iq € {1,...,n} mit iy < i; fir kK <! und iy < j sowie paarweise verschiedene]

2z ist die zu ersetzende Variable.
3GemiR Definition kann keine Variable (iiber Umwegen) sich selbst zugewiesen werden.
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21y ey Zd—1 € Vi, s0 dafs

Qjp = 2d—1 <Y
Q. = Zd—k < Rd—k+1

Q;, =T < 21

und (24—g4+1,Y,k— 1) € CP;, fiir k € {2,...,d} (da d maximal ist, ist dies fiir  die Kopierkette mit
der groftmoglichen Lénge). Dann ist ozg = z « e[z /y], d.h. die Variable z wird in e durch y ersetzt.
Betrachten wir nun die Substitution fiir z in 7:

In «;, wird & durch z; ersetzt, dann x1 durch x in ;, | und in «;, schlieklich x4 durch y. Die
Substitution ist also die gleiche.

Daraus folgt, daf falls in einem Term tY _1)(1)) beziiglich v € V,,; die Variable x vorkommt (dies

ist der Fall, falls in tgrj )(v) z vorkam), z in 7 und in 7’ letztlich durch y ersetzt wird und damit die
Termdarstellungen ¢, (v) und ¢,/ (v) gleich sind.

Auch fir die Kopierpropagation ist die Idempotenz gegeben, wodurch mit dem Determinismus die
Bedingungen aus Definition erfiillt sind:

Korollar 2.1.27: Es gilt Top(Top(m)) = Tep(w) fir m € LC.

Durch die Berechnung der transitiven Hiille und die Wahl des Tupels mit der maximalen transitiven
Tiefe wird die mehrfache Anwendung von Top vermieden. Doch kann z.B. nach einer Common
Subexpression Elimination weiteres Kopier-Optimierungspotential entstehen.

Damit wére dieser Abschnitt zu den klassischen Optimierungsverfahren abgeschlossen. Die Verfah-
ren lassen sich so erweitern, daf sie sich fiir die Optimierung iterativer Programme eignen. In [3] [15]
und [I7] wird hauptséchlich auf diese Varianten eingegangen; eine Untersuchung formaler Eigen-
schaften des lokalen Falls lokalen Analyse innerhalb eines Basisblocks (entspricht LC-Programm)
findet jedoch nicht statt.

Auch in aktuellen Compilern sind die klassischen Transformationen in erweiterter Form vertreten. So
verwendet etwa der Open-Souce C-Compiler Gcc der , Free Software Foundation neben unzéhligen
anderen Verfahren auch die in diesem Abschnitt vorgestellten in einer lokalen und interprozeduralen
Version [TT].

Wir wollen uns nun der DAG-Optimierung zuwenden, die auf einem génzlich anderen Ansatz als
die klassischen Verfahren basiert. In Kapitel Bl werden wir dann detailliert auf die Beziehungen
zwischen den klassischen Verfahren sowie deren Eigenschaften im Vergleich mit dem DAG-Verfahren
eingehen.

2.2 DAG-Optimierung

Die DAG-Optimierung ist ein auf der Konstruktion eines gerichteten azyklischen Graphen basieren-
des Optimierungsverfahren fiir LC-Programme. Zunéchst einmal die Definition eines DAG (Directed
Acyclic Graph):

Definition 2.2.1 (DAG): Ein Graph G = (K, L, lab, suc) heikt DAG, wenn
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K eine Menge von Knoten,

L eine Menge von Markierungen,
e [ab: K — L eine Markierungsfunktion,
e suc:C K x N — K eine partiell deﬁnierteﬂ Nachfolgerfunktion ist, und

Bk € K, so dak 3ky, ko, ..., ky € K mit ky = k, k, = k und suc(k;,i;) = kj41 fiiri; €N, j €
{1,...,n — 1} (G ist azyklisch).

Die Idee ist nun, das Ergebnis eines Funktionsausdrucks und seine Argumente durch (verschiedene)
Knoten darzustellen und diese dann mithilfe der Nachfolgerfunktion zu verkniipfen.

2.2.1 DAG eines LC-Programms

Der DAG eines LC-Programms ist sozusagen eine graphische Darstellung der Termdarstellung von
LC-Programmen mit dem Unterschied, dal gleiche Teilterme nur einmal reprasentiert werden. Fer-
ner wird eine partielle Auswertung von Rechenausdriicken unter Ausnutzung von Konstanteninfor-
mationen durchgefiihrt. Deswegen wird in der Signatur des Zielprogramms die Menge der Konstan-
tensymbole wie bei der Konstantenfaltung modifiziert werden.

Zusétzlich zum DAG werden eine Variablenbelegungsfunktion
val :C Ve x N — K

mit val(z,i7) = k, falls der mit & beginnende Teilgraph den Wert der Variable x nach i Rechen-
schritten darstellt, und eine Funktion

last : Vi — N,

die einer Ausgabevariablen den Index ihrer letzten (finalen) Wertzuweisung zuordnet, benétigt.

Algorithmus 2.2.2 (DAG-Konstruktion): Sei 7 := (X, Uiy, Uput, ) € LC mit X := (F,C), 8 :=
aq;...;a, und A := (A, ) eine passende Interpretation fiir 3. Der DAG D, von m besteht aus einem
DAG G = (K, L,lab,suc), einer Variablenbelegungsfunktion val und einer last-Funktionf] (wie
oben), d.h. D, := (G,val,last). Es wird L := FUV;;,, U A gesetzt, um Knoten, die Rechenausdriicke
reprasentieren, mit den entsprechenden Funktionssymbolen (und Variablen-/Konstantenknoten mit
sich selbst) zu beschriften.

Der Graph G und die Funktionen val und last werden induktiv wie folgt konstruiert:

1. Wahle K :=V;;,, U p(Cr) mit lab(k) = k Vk € K als Anfangsknotenﬁ und setze val(z,0) ==z
fir alle x € V;,, wobei

(P(Cﬂ) = {(P(C)‘C € Cﬂ}

2. Induktionsvoraussetzung: G, val und last seien bereits beziiglich aq;...; a; konstruiert, insbe-
sondere gelte val(x,i) € K fir z € DVE.

4f:C A — B bezeichne eine partielle Funktion f von A nach B.

®Die Initialisierung von last ist irrelevant, da die Funktion aufgrund der Vollstéindigkeit von LC-Programmen sowieso
fiir alle Ausgabevariablen geédndert wird.

5Man konnte die Konstanten auch spéter ,bei Bedarf® einfiigen, wie z.B. in der Implementierung der DAG-
Optimierung (siehe Abschnitt EEZ7)).

"Die DV;-Mengen wurden in Definition vorgestellt.
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Es sei ;41 = x <« e. Falls © € V,, wird last wie folgt aktualisiert:
last := last[z /i + 1]

Ansonsten sind je nach der Struktur des Ausdrucks e unterschiedliche Félle zu betrachten:
(i)e=yeV
Nach Induktionsvoraussetzung repréisentiert val(y,i) € K schon den aktuellen Wert von
y. Also muf G nicht erweitert werden; setze
val(z,i+ 1) := val(y, i)
val(z',i+ 1) = val(2',4) fiir 2’ # x
(i) e=celC
Es existiert bereits a € K. Daher findet keine Erweiterung von G statt, also
val(z,i+ 1) := p(c)

val(z',i+ 1) = val(z',4) fiir 2’ # x

(ili) e= f(u,...,ur), uy € VUC, f€ F) Unterscheidung von weiteren Teilfillen:
(a) Fir alle j € {1,...,7} gilt u; € C oder u; € V und val(u;,i) € A.
Es gilt dann o(f)(u],...,u.) =: a € A mit

o(u;) falls u; € C
U = j J
o val(uj,i) falls u; € V und val(u;,i) € A

(al) a € ¢(Cr) 8 Keine Erweiterung von G.

val(z,i+1) :=a

val(z',i+ 1) := val(z',4) fiir 2’ # x
(a2) a ¢ p(Cr): Erweiterung von D, um einen neuen Knoten a.

K := KU{a}
val(z,i+1) :=a

val(z',i+ 1) == val(2',4) fir 2’ # x

(b) Es gibt j € {1,...,r} mit u; € V und val(uj,i) ¢ A.
(bl) 3k € K mit lab(k) = f und

o o(uy) falls u; € C
Suc(k;.]) - { fual(u‘j”i) falls u] S V

Keine Erweiterung von G, da der Wert von e nach ¢ Schritten schon durch k
reprasentiert wird, setze also

val(z,i+1) =k

val(z',i+ 1) := val(2',4) fir 2’ # x

8Es kann sein, daR in der Praxis nicht feststellbar ist, ob die entsprechende Konstante schon vorhanden ist (z.B. bei
FlieRkommazahlen schwierig). Dann nur Alternative (a2).
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(b2) Sonst (Pk € K wie unter (b1)): Fiige einen neuen Knoten k;, 1 ein:
K :=KU{kit1}
lab(kisr) = f
suelhion. )= { 200 U EY
val(x,i+ 1) := ki1
val(x' i+ 1) :=val(2,q) fiir 2’ # x

Im folgenden bezeichnen wir einen Knoten k als Funktions- oder Operationsknoten, falls er eine
Beschriftung lab(k) € F besitzt, also einen Rechenausdruck repréasentiert. Knoten, die fiir Variablen
bzw. Konstanten stehen, nennen wir Variablen- bzw. Konstantenknoten und Knoten, die keine
Nachfolger bzgl. der suc-Funktion besitzen, heifsen Bldtter.

Nun wollen wir uns zur Veranschaulichung der DAG-Konstruktion ein Beispiel ansehen:

Beispiel 2.2.3: In Abbildung Z2ist der DAG zum bekannten Programm aus Abbildung [Tl grafisch
dargestellt. Die eckigen Knoten stellen die schon zu Beginn (vor Abarbeitung der Anweisungen)
vorhandenen Knoten dar. Die restlichen wurden anhand der Anweisungen geméfs obiger Definition
erzeugt.

Die Kanten représentieren die suc-Funktion, die Kantennummerierung ist fiir nicht-kommutative
Operationen (wie z.B. —) zwingend notwendig. In die Tabelle der val-Funktion wurden nur Eintra-
gungen vorgenommen, falls sich ein Wert veréndert hat.

Betrachten wir einmal den Ablauf der Konstruktion des Graphen. Zunéchst werden Vj,, U p(C;) als
Anfangsknoten in K eingefiigt, das sind im Beispiel die Knoten {1,2,3, z,y}. Ferner gilt val(x,0) =
x und val(y,0) =y, da {z,y} = Viy,. Der DAG D, wird jetzt wie folgt konstruiert:

1. a; = u « 3: Es ist keine Erweiterung des Graphen erforderlich, da ¢(3) = 3 € K. Die val-
Funktion mufs um val(u,1) := 3 ergédnzt werden (alle anderen Werte werden von Schritt 0
iibertragen) und es wird last(u) := 1 gesetzt.

2. ag = v «— x —y: Da {val(z,1),val(y,1)} N A = () und noch gar kein Funktionsknoten vor-
handen ist, wird ko eingefiigt. Er bekommt die Beschriftung lab(ks2) := —. Setze suc(ke, 1) :=
val(z,1) = z, suc(ka,2) = val(y,1) = y und val(v,2) := ko (restliche val-Werte werden
ibertragen), sowie last(v) := 2.

3. a3 = w «— u + 1: Hier wird eine Funktion auf konstante Argumente angewendet. Es gilt
34 ¢(1) = 3+ 1 = 4. Die Konstante 4 ist jedoch noch nicht im Graphen vorhanden. Daher
wird ein neuer Knoten 4 eingefiigt und val(w, 3) := 4 gesetzt.

4. ag = x «— x — y: Fir o — y ist bereits der Knoten ks vorhanden, der die Bedingungen
in Fall (iii)(b1l) des Algorithmus erfiillt. Es wird also kein neuer Knoten erzeugt, sondern
val(z,4) = ko gesetzt.

5. a5 = u < x — y: Aufgrund der Anderung von z in Anweisung 4 muk ein neuer Knoten ks
mit lab(ks) = +, suc(ks,1) = ko und suc(ks,2) = y angelegt werden (die Argumente von
+ sind offensichtlich nicht konstant). Ferner wird val durch val(u,5) := ks aktualisiert und
last(u) := 5 gesetzt.

6. ag = z < u*xw: Da u ein nicht konstantes Argument von * ist (val(u,5) = k5 ¢ A) und bisher
noch kein Knoten mit Nachfolgern ks und 4 sowie Beschriftung * existiert, wird der Knoten
ke mit lab(kg) = *, suc(ke, 1) = ko und suc(kg,2) = 4 erzeugt. Die val-Funktion wird durch
val(z,6) := k¢ modifiziert.



2.2 DAG-Optimierung

35

k7 /* ke /*

ks/—

ko/—

val-Funktion:

|l v ow T Y 2
0 x Yy
113

2 ko

3 4

4 ks
5| ks

6 kg
7| kr

8 3

last = {u — 7,v+— 8}

Abbildung 2.2: DAG D, zum Programm 7 aus Abbildung [T]
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7. a7 = u «— 2xu: Weil val(u, 6) = ks ¢ A und noch kein passender Knoten mit den entsprechen-
den Nachfolgern vorhanden ist, wird k7 mit lab(k7) = *, suc(k7,1) = 2 und suc(k7,2) = ks
eingefiigt. Auerdem: val(u,7) := k7 und last(u) :=7;

8. ag = v «— w — 1: Hier gilt val(w,7) =4 € A und p(1) =1 € A. Daher wird p(—)(4,1) =3
ausgewertet und wval(v,8) := 3 gesetzt, da 3 bereits ein Knoten in K ist. Abschliefend mufs
noch last(v) := 8 gesetzt werden.

Die DAG-Konstruktion beinhaltet bereits Teile der klassischen Transformationen Common Subex-
pression Elimination, Konstantenfaltung und Kopierpropagation:

e Es wird kein Operationsknoten fiir einen Rechenausdruck angelegt, fiir den ein Knoten glei-
cher Form bereits vorhanden ist, sondern mithilfe der val-Funktion nur ein ,Zeiger” auf den
aquivalenten Knoten gesetzt.

e Konstante Ausdriicke werden soweit wie mdoglich ausgewertet. Entweder ergibt sich fiir den
gesamten Ausdruck ein konstanter Wert (falls alle Argumente entweder Konstanten oder mit
konstanten Werten belegte Variablen sind), oder aber es werden die im Ausdruck vorhandenen
Variablen soweit wie moglich durch Konstanten ersetzt. Daher reprasentiert kein Knoten einen
konstanten Operationsterm.

e Durch die val-Funktion werden auch ,Kopierketten“ aufgelést, denn bei einer Kopieranweisung
wird der val-Eintrag der Variable der linken Seite auf denjenigen der Variable der rechten Seite
gesetzt. Dadurch wird die Indirektion aufgeldst.

Die Entfernung von Dead Code wird hingegen erst bei der Programmtransformation berticksichtigt.
In Abschnitt Bl werden wir genauer untersuchen, ob die im DAG-Verfahren enthaltenen Teile der
klassischen Verfahren gleich méchtig wie diese sind, d.h. ob ein DAG-optimiertes Programm optimal
bzgl. den klassischen Transformationen ist.

2.2.2 Codegenerierung aus einem DAG

Dieser Abschnitt behandelt die optimierende Programmtransformation. Eigentlich handelt es sich
dabei nicht wirklich um eine Transformation, sondern um eine Codegenerierung aus dem DAG,
denn das Ausgangsprogramm 7 wird nicht mehr bendtigt; sein DAG D, allein ist ausreichend.

Die den Ausgabevariablen zugeordneten Knoten induzieren den fiir die DAG-Codegenerierung be-
notigten Teilgraphen, der nur aus ausgaberelevanten Knoten besteht.

Definition 2.2.4 (Ausgaberelevante Knoten): Sei 7 = (X, Uiy, Uout, 8) mit 8 = a1;...; q, €in
LC-Programm und D, = (G, val,last) sein DAG mit G = (K, L, lab, suc). Ein Knoten k € K heifst
ausgaberelevant, falls

1. ein y € V,y; existiert, so dak val(y,n) = k, oder

2. ein ausgaberelevanter Knoten k&’ € K und ein i € N existiert, so daff suc(k’,i) = k.

Ausgaberelevant sind also diejenigen Knoten, die von einem Knoten, dem eine Ausgabevariablen
zugeordnet ist, aus erreichbar sind. Die restlichen Knoten sind iiberfliissig und werden bei der
Codegenerierung nicht beriicksichtigt. Hierdurch wird die Elimination von Dead Code realisiert.

Fiir die Erzeugung des Ergebnisprogramms muf$ eine Bearbeitungsreihenfolge der Knoten des DAG
festgelegt werden. Um fiir einen Operationsknoten Code generieren zu konnen, miissen vorher zuerst
alle seine Nachfolger abgearbeitet werden, da sie Eingabewerte fiir die Berechnung darstellen. Es liegt
daher nahe sich im Graphen ,yon unten nach oben hochzuarbeiten“. Fiir die Blatter sind dabei keine
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zusétzlichen Instruktionen notwendig, sie sind sofort verfiigbar, da sie nur aus Eingabevariablen und
Konstanten bestehen, die direkt in Rechenausdriicken verwendet werden koénnen.

Wir wollen die Knotenreihenfolge im folgenden fest vorgeben. Dies dient zum einen zur Beseitigung
von Nichtdeterminismus, als auch dazu, den Code in der Reihenfolge des Eingabeprogramms zu
generieren. D.h. wenn im Eingabeprogramm eine Anweisung x < y+z vor einer Anweisung v «— x*z
steht, dann soll auch zuerst Code fiir den Ausdruck y 4 z, der im DAG graphisch représentiert ist,
generiert werden.

Diese Reihenfolge ist aufgrund der Vollsténdigkeit der LC-Programme (Def. [[TH) immer giiltig,
d.h. man wird automatisch immer alle Sohnknoten abgearbeitet haben, bevor man Code fiir den
Vaterknoten generiert.

Algorithmus 2.2.5 (Tpag : LC — LC): Sei 7 := (3, Uin, Tout, f) € LC mit 3 := (F,C) und
B = ag;...;ap. Sei A := (A, ) eine Interpretation fir ¥ und D, = (G,val,last) der DAG von 7
mit G := (K, L,lab, suc), wobei K 0.B.d.A. nur ausgaberelevante Knoten enthalte. Aufferdem wird
eine Substitutionsfunktion 6 : K — V,,+ U K und eine Z&hlvariable ¢ € N mit Initialisierung i := 0
benotigt. Erzeuge das LC-Programm Tpac(7) := ((F, A), Uin, Uout, 3') wie folgt (in etwas kleinerer
Schrift sind Erlduterungen zu den einzelnen Schritten angegeben):

1. Setze 3’ :=¢, 6 :=1id, Ky := {k € K|k ist ein Blatt} und vl =0

Beginn mit der leeren Anweisungsfolge und der identischen Substitution. Ky gibt die bereits abgear-
beiteten Knoten an. Zu Beginn sind das die Blétter, da diese sofort verfiigbar sind, ohne daf explizit

Code fiir sie generiert wird. Vof

'« 1st die Menge der Ausgabevariablen, denen bereits ein finaler Wert

zugewiesen wurde. Diese werden nicht mehr fiir neue Zuweisungen benutzt.
2. Sei K" :={k € K\K;|#i € N mit suc(k,i) € K\K}. Fallunterscheidung:
a) Falls K’ # (: Wahle einen Knoten k; € K’ mit Vk; € K’ : | < j und inkrementiere
1:=1+ 1.
b) Sonst: Weiter bei Schritt 8.

K’ bezeichnet die Menge der noch nicht bearbeiteten Knoten aus K, deren Nachfolger aber bereits
abgearbeitet wurden. Diese miissen Operationsknoten sein, da nur die Blétter keine Operationsknoten
sind und diese bereits zu Anfang in K eingefiigt wurden. Der Knoten k; wird so gewéhlt, daff er
den kleinsten Index aller Knoten in K’ hat. Dies dient der Einhaltung der Berechnungsreihenfolge des
Eingabeprogramms (denn nach Algorithmus ist [ der Index der Anweisung, die zur Generierung
von k; fiihrte). Zudem wird dadurch der Determinismus gewéhrleistet, denn sonst gébe es u.U. mehrere
Wahlméglichkeiten, die unterschiedliche Ergebnisse implizieren wiirden.

3. Sei Vil .= {y € V},ut\VO’;tllast(y) <1} = {Yir» - yip y mit last(y;;) < last(y;,) fir j < k.

out
Setze Vgl;t = Vgl;t U ngult sowie i := i + ¢ und fiige fiir j = 1, ..., ¢ jeweils eine neue Anweisung
ein:

B, = B, : yij — 6(val(yij?n))

V<l ist die Menge an Ausgabevariablen, denen noch kein finaler Wert zugewiesen wurde, deren letzte
Zuweisung im Ausgangsprogramm aber unterhalb der Nummer des aktuellen Knotens liegt. Diese
miissen nun vor der Codegenerierung fiir k; mit Werten belegt werden, um die Zuweisungsreihenfolge

des Ausgangsprogramms einzuhalten.

Die Reihenfolge der Zuweisungen erfolgt analog zum Ausgangsprogramm, denn die y;, sind nach last-
Wert sortiert. Der Menge der mit finalen Werten belegten Ausgabevariablen wird aufterdem die Menge

Voﬁ hinzugefiigt, da auch diese jetzt definitionsgeméf ihren finalen Wert besitzen.

Die Zéahlvariable wird um ¢ erhéht, weil sie bei der Umbenennung in Schritt 5 genau die Nummer der
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einzufiigenden Anweisung représentieren soll und ¢ Anweisungen ,dazwischen geschoben* werden.

4. Sei VI .= {y € Vou|val(y,n) = k;}. Falls V!, £ @ wihley € VX, sodaR vy € VL« last(y) <
last(y") und setze:

6= 0d[ki/yl
V;];t P = Voj;t U{y}

vk

iy ist die Menge der dem Knoten k; zugeordneten Ausgabevariablen. Daraus wird eine ausgewéhlt;

falls es mehrere gibt, wird diejenige mit dem niedrigsten last-Wert selektiert (Determinismus, Zu-
weisungsreihenfolge des Ausgangsprogramms). Dann wird die Substitution § so aktualisiert, daf der
aktuelle Knoten k; durch § in die neu gewahlte Ausgabevariable y umbenannt wird. Zudem wird y in
die Menge der ,benutzten“ Ausgabevariablen Voj;t eingefiigt.

5. Falls 6(k;) ¢ Vour setze 0 := 0[k;/v;].

Falls k; keine Ausgabevariable zugeordnet ist, wird der Knoten in eine Variable v; umbenannt. Man
konnte auch den Knotennamen selbst als Variable verwenden, was aber dazu fithren wiirde, daf das
Verfahren wegen der Variablenbenennung nicht idempotent ist (im Ausgangsprogramm ist evtl. noch
Dead Code vorhanden und daher liegen die Knotennummern weiter auseinander).

6. Es sei lab(k;) = f € F"). Erweitere 3':
B =0 8(k) — f(5(suc(ky,1)),d(suc(ky,2)), ..., 6(suc(ky,r)));

Einfiigen einer neuen Operationsanweisung fiir den gewéhlten Knoten k;. Dabei werden k; selbst, sowie
alle Nachfolgerknoten, die als Argumente von f fungieren, geméaf 6 umbenannt.

7. Setze Ky := Ky U {k;}. Weiter mit Schritt 2.

Der Knoten k; ist abgearbeitet und wird dementsprechend der Menge Ky hinzugefiigt.

out

Fir j =1, ..., q setze:

8. Sei Vo> = VOut\VOJ;t = {Wiy, - Yiy } mit last(y;;) < last(y;,) fiir j < k.

B = p"yi; — d(val(yi;,n));

Nun miissen noch die bisher nicht beriicksichtigten Ausgabevariablen (genauer: diejenigen, die noch
keinen finalen Wert besitzen) mit ihren Werten geméf val-Funktion belegt werden.

Der vom Algorithmus erzeugte Code liegt in der sogenannten Static Single Assignment-Form vor:

Definition 2.2.6 (Static Single Assignment-Form): Ein Programm 7 = (X, Uiy, Uput, 8) € LC
mit [ := a1;...;an und o := x; < e; liegt in Static Single Assignment-Form (SSA-Form) vor, wenn
fir alle i € {1, ...,n} gilt:

i—1 n
2 ¢ V,UVin U Vo, U (| {2}
k=1 k=i+1

Das bedeutet also, dak fiir jede Anweisung « eine neue, bisher unbenutzte /undefinierte Zuweisungs-
variable verwendet wird, die auch nicht auf der rechten Seite von « selbst auftritt.

Dies ist natiirlich beziiglich Speichereffizienz nicht unbedingt wiinschenswert, allerdings nur schwer
anders realisierbar. So wiirde z.B. eine Substitution von k; durch z; anstatt v; in Schritt 5 des Algo-
rithmus zwangslaufig zu Problemen fiihren, da u.U. auf vorherige Werte von Variablen zugegriffen
werden miifste, die jedoch schon {iberschrieben wurden.
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U@'n:(may)

DU — X — Y
V2 — U1 — Y5
U — 2% VUo;
v o— 3;

Tout © (u,v)

Abbildung 2.3: DAG-optimierte Version Tpag(w) =: 7’ des LC-Programms 7 aus Abbildung [[T]

Beispiel 2.2.7: Wenden wir den Algorithmus einmal auf den DAG aus Abbildung 22 an.
Dafiir miissen zunéchst die ausgaberelevanten Knoten bestimmt werden. Man sieht leicht, dafs dies
die Knoten {x,y,2,3, k2, ks, k7} =: K sind (da val(u,8) = k) und val(v,8) = 3). Nun kann der
Algorithmus eingesetzt werden (links die Nummer des jeweiligen Schrittes):

1. B =¢,6:=1id, Ky :={x,y,2,3}, VOJ;t =0,i:=0.
K'={ke} = l=2undsetzei:=i+1=1.
V<2 — () = nichts weiter zu tun.

out
Da V;aljft
Da §(ko) = ko & Vout, setze 0 := 0[ka/v1].
Bri=p-0(k2) — 6(z) —0(y);=v1 — = —y;
K¢ :=KpU{ko} = {2,y,2,3, ka2 }.

K ={ks} =1=5i:=i+1=2.

VS5 =) = nichts weiter zu tun.

Da V¥ — (), bleibt § unveriindert.

8(ks) = ks & Vour = 0 := 0[ks/va).

3= 0(ks) — 6(k2) = 0(y); = 5"+ vz — v1 — y;
K¢ :=KpU{ks} ={2,v,2,3, k2, ks}

K'={ki} >1=T7 i=i+1=3

V<7 = = nichts weiter zu tun.

out —

VT = {u}, setze daher & := 6[ky/u] (kein Vergleich der last-Eintriige nétig, da nur ein

Element).

Weil 6§(k7) = u € Vpyt, bleibt § unveréndert.

B =0 8(kr) — 6(2) x8(ks);= ' - u — 2% vy;
K=K U{ks} =K.

Sprung zu Schritt 8, da K\K7/ = 0.

8. Vo = {v}, also: ' := " - v « d(val(v,8));= ' - v « 3;

out

= (), wird ¢ nicht veridndert.

L e A T I e A T B

M S o

Insgesamt ergibt sich also das stark verkiirzte Programm aus Abbildung
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Da Tpaqg wie die Konstantenfaltung eine partielle Auswertung von Rechenausdriicken durchfiihrt,
erhélt man keine stark dquivalenten Programme. Zudem mufs beriicksichtigt werden, daf im DAG
(und daher im Zielprogramm) alle Konstantensymbole bereits durch Konstanten aus der Wertemen-
ge der entsprechenden Interpretation ersetzt worden sind.

Bei einer begrenzten Verfiigbarkeit von Registern, kann je nach Knotenauswahlstrategie die Effizienz
des Ergebnisprogramms variieren. Die optimale (kostenminimale) Codegenerierung aus einem ist
dann DAG NP-vollstandig [7]. Die Codegenerierung aus Baumen, die Ausdriicke darstellen, ist
jedoch auch in diesem Fall effizient moglich [8].

2.2.3 Korrektheit der DAG-Optimierung

Wie fiir die klassischen Optimierungen wollen wir auch die Korrektheit des DAG-Verfahrens bewei-
sen. Dazu ist allerdings aufgrund der relativ komplexen Struktur ein héherer Aufwand vonnéten
und der Beweis wird schrittweise erfolgen und grofitenteils auf Termen arbeiten. Dafiir miissen aus
dem DAG eines LC-Programms Terme, die den DAG charakterisieren, generiert werden.

Definition 2.2.8 (Termdarstellung eines DAG): Sei D, = ((K, L, lab, suc),val,last) der DAG
eines LC-Programms 7 := (3, Uiy, Uput, #) mit 3 := (F,C), § := aq;...;a, und A := (A4, ) eine
Interpretation von 3. Dann ist die Termdarstellung tp_(y) € Tx(Viy) von D, beziiglich der Ausga-
bevariablen y € V,,; definiert als:

ip, (y) = tval(y,n)
k falls ke AUV,
undfﬁrkEK:tk::{ m
f (tsueton)s s tsuc(ey)  falls lab(k) = f € F()
Die Definition entspricht der intuitiven Vorstellung, d.h. alle Nachfolger eines Knotens stellen Teil-
terme des entsprechenden Knotenterms dar. Die durch das Zusammenfassen von Knoten, die die
gleichen Ausdriicke berechnen, erhaltene Optimierung geht hier natiirlich wieder verloren, denn
wenn man den erhaltenen Term grafisch darstellt, erhélt man einen Baum. Fiir die Korrektheit ist
dies aber nicht von Bedeutung.

Beispiel 2.2.9: Am Beispiel des DAG aus Abbildung und der Ausgabevariablen u ergibt sich:

tD, (u) = tval(u,S)

In diesem Beispiel ist die Termdarstellung des DAG identisch zur Termdarstellung des LC-Programms
beziiglich u. Fiir v wére dies allerdings nicht der Fall, da bei der DAG-Konstruktion eine Faltung
von Konstanten vorgenommen wird. Es ergibt sich tp_(v) =3 # —(+(3,1),1) = t(v).
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D, T
" DAG-Konstruktion DAG-Codegenerierung pac(m)
tr(y)
‘ = (Lemma EZ2ZTTI) ‘ = (Lemma ZZZT2) !
At (y)] tp,.(y) trp acs(m) ()

Abbildung 2.4: Struktur des Korrektheitsbeweises der DAG-Optimierung

Eine Angleichung der Terme aus einem LC-Programm und seinem DAG (jeweils bzgl. der glei-
chen Ausgabevariable) ist durch die Auswertung von konstanten Teiltermen (d.h. Grundtermen) zu
erreichen.

Definition 2.2.10 (Partielle Auswertung von Termen): Sei ¢t € Tx(X) mit X = (F,C)
und A := (A, ) eine Interpretation fiir ¥. Dann bezeichnet A[t] € T(p 4)(X) den durch partielle
Auswertung von t entstehenden Term. Dabei gilt fir ¢ € C, z € X, f € FO) und t1,....t, €
Tir,)(X):

. (HA[t1], ..., A[t,]) fallsVie {1,..,r}:At;] € A
A tr)] o= { ?(m[tﬂ, .?.,Ql[tr]) sonst

Der Beweis zur Korrektheit der DAG-Optimierung lduft in zwei Hauptschritten ab: Zunéchst zei-
gen wir die Korrektheit der DAG-Konstruktion, um dann, die Korrektheit der DAG-Konstruktion
voraussetzend, zu zeigen, daf die Codegenerierung aus dem DAG korrekt ist. Anstatt aber einen
direkten Beweis zu verwenden, werden wir mit den Termdarstellungen arbeiten, wie in Abbildung
B4 grafisch dargestellt ist.

Danach ist es lediglich noch nétig, zu zeigen, dafs aus der Termgleichheit auch die Gleichheit der
Semantiken folgt.

Lemma 2.2.11 (Korrektheit der DAG-Konstruktion): Firm := (X, Uy, Uout, ) € LC, seinen
DAG D, und eine Interpretation A fiir 3 gilt

m[tﬂ(y)] =1p, (y) fd?" alle y € Vous.

Beweis: Sei D, := (G,val,last) mit G := (K, L,lab, suc) und  := aq;...;q mit o; 1= x; — e;.
Aufserdem gelte 3 := (F,C) und 2 := (A4, ¢). Induktion tiber den Termaufbau (fiir y € Vou,):

1. Atz (y)] = a € A. Induktive Fallunterscheidung:
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a) In 7 existiert eine Anweisung ay =y < cmit c € C und y ¢ (J;_; . {x:}. Dann gilt
val(y, n) = val(y, k) = (c)

b) Es gibt eine Anweisung oy =y « z in 7w mit y ¢ -, {=;} und fiir z gilt wieder einer
der Fille (a), (b) oder (¢) (Abbruch bei Fall (a) oder (¢)(i)) mit n =1—1 und y = z. Es
ergibt sich:

val(y,n) = val(y,l) = val(z,l — 1)

¢) Eine Anweisung oy, =y — f(u1,...,u,) mit f € F() existiert in 7 mit y ¢ Ui {za )
Weitere Fallunterscheidung:

(i) Vi e{1,...,r} gilt u; € C. Dann erhalten wir:

val(y,n) = val(y,m) = p(f)(p(u1), ..., p(ur))

(i) 35 € {1,...,r} gilt u; € V und fiir u; gilt entweder (a), (b) oder (c) mit n =m —1
und y = u;. Resultat:

_ _ / iNoee [ val(uj,m—1) fallsu; eV
val(y,n) = val(y,m) = ¢(f)(uj, ..., w;) mit uj = { () falls w, € C
Dabei mufs aufgrund des Induktionsprinzips val(uj,m — 1) € A fiir u; € V gelten.

Man erhilt val(y,n) = b € A und daher t,4(,n) = b (da n < oo und ein Abbruch nur in den
Teilfdallen (a) und (c)(i) moglich ist). Es muf b = a gelten, da in obiger Fallunterscheidung
die gleichen Teilterme ausgewertet wurden wie in [t (y)], mit dem einzigen Unterschied, daf
Auswertungen sofort erfolgt sind und nicht erst nach Konstruktion eines vollstdndigen Terms.
Es gilt also insgesamt:

Atz (y)] = a=1tp,(y)

In Abbildung ist zur Veranschaulichung eine ,Instanziierung® dieses ersten Falls anhand
eines Beispielprogrammausschnitts dargestellt.

2. WUltz(y)] = x € Vjy,. Induktive Unterscheidung der Moglichkeiten dhnlich wie im ersten Fall:

a) Es gibt eine Anweisung oy, = y «— z in 7 mit y ¢ U, {2}, 2 # 2 und fiir 2
gilt entweder wieder (a) (Induktion: Kopierkette) oder aber (b) (Abbruch) mit jeweils
n =k —1und y = z. Wir erhalten:

val(y,n) = val(y, k) = val(z,k — 1)

b) In 7 gilt y = x und y ¢ |J;";{xi}. Dieser Fall kann wegen Vi, N Voyr = () nur eintreten,
nachdem mindestens einmal Fall (a) eingetreten ist. Es gilt:

val(y,n) = val(y,0) = val(z,0)

Insgesamt ist dann val(y,n) = x und es gilt t,q(,,n) = =. Deshalb folgt:
Atr(y)] = 2 = tp,(y)

3. Ut (y)] = f(t1, ... tp) mit t; € T(pa) (Vi) und f € F).
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Induktionsannahme: Fiir alle j € {1,...,7} gilt bereits

b — { tval(uj,lfl) fur uj € 14
tw(uj) fiir u; € C

In 7 muk eine Anweisung a; =y — f(u1, ..., u,) existieren, wobei y ¢ i, {z;} (y nach o
unveréndert).

Fallunterscheidung:

a) Vj€{l,..r} 1 t; € (g
Dieser Fall kann nicht eintreten, da sonst 2[f(¢1,...,t,)] eine Konstante wére.

b) dj € {1, T'} 1t ¢ T(F,A)
Es gibt einen Knoten k& € K mit

lab(k) = f
. | wal( uj, —1) fallsu; €V
Vie{l,..,r}: suc(k,j) = { o(u falls u; € C
val(y,n) =k
Dann folgt:
tD(Y) = toal(yn)
Def. f (tsuc(k,l)’ e tsuc(k,?"))
2ty oty
= m[tw(y)]
Damit gilt fir alle y € V,,; die Behauptung. O

Nun ist die Korrektheit von Algorithmus zu zeigen. Auch hier basiert der Beweis auf den
jeweiligen Termdarstellungen.

Lemma 2.2.12 (Korrektheit der DAG-Codegenerierung): Fir m := (3, Ui, Uout, 3) € LC
und seinen DAG D, gilt

tp,(y) = tTpac 7r)( ) fiir alle y € Vous.

Beweis: m, Dy, ¥ und 2 seien wie im Beweis von Lemma ZZTTl definiert. Auerdem gelte Tpag(m) =
((F,A), Uin, Tout, /) mit 3 = of;..;a), und o, := z, «— e}. Induktion iiber den Termaufbau
(y € Vout):
1. tp,(y) =a € A:
Es gilt also val(y,n) = a in D;. Dann wird geméf Schritt 3 oder 8 von Algorithmus
eine Zuweisung o = y < a erzeugt und danach wird y in Tpaq () nicht mehr verdndert, d.h.
y ¢ Uiz, {z;} (dies wird durch die Menge V;ut garantiert, in die y nach der Erzeugung von
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Ausschnitt aus 7:

ap: T+a Teilfall (a) x ¢ U?;ijrll{xz}
amy =y — f(b) Teilfall (c)(i) v ¢ U, {xi}

Qmy @ 2 — g(a,z,y) Teilfall (c)(ii)) =z ¢ UZ m2+1{$i}

o oy ez Teilfall (b)  y ¢ Ul {zi}

Berechnung von val(y,n):

val(x,mg — 1) = val(z, k)
val(y,mg — 1) = val(y, m)

val(z,l — 1) = val(z, ma)
yval(x,mo — 1), val(y, me — 1))
ye(a), o(f) (b))

Abbildung 2.5: , Beispielinstanziierung® des ersten Falls im Beweis von Lemma EZ2TT]

o eingefiigt wird). Es ergibt somit fiir die Termdarstellung von Tpac(7):

trpac(m (YY) = f% )
= ylah, /). Jx/ellr_y /ei])-[x1 /el
= ylah, /). ly/al[xi_y [ej_y] .. [x1/€]]
= yly/al[z]_1/e|_1]...[#} /el] (da z} # y fiir alle 7 > 1)
= alz]_y/e1_q]...[x1 /€]

(da a keine Variablen enthélt)

|
S]

2. tp,(y) =2 € Vi )
Dann gilt val(y,n) = x in D,. Ahnlich wie im ersten Fall wird nach Schritt 3 oder 8 des
Algorithmus eine Zuweisung o) = y « x erzeugt und y ¢ ;2 {z}}, sowie = ¢ | J;“,{z}}, da
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Uit {2z} € Vour U {vj|j € N}. Man erhélt somit:

0
tTDAg(ﬂ') (y) = t’g“D)AG(T() (y)

= ylah /el [zi/elllzir /€1 [ /€]

= ylam/enl-ly/@]lxr fer ][ /€]

= yly/allz] /ef1).- [z el] (da o, # y fiir alle i > I
= zlwr_y/er ] [21 /€]

=2z (da 2} # z fiir alle i < 1)

Hinweis: Wenn nach Definition nicht Vi, NV, = 0 gefordert wire, konnte nicht sichergestellt
werden, dafs x nicht doch oberhalb von a; ein Wert zugewiesen wird. Ein Gegenbeispiel zur Korrektheit
des DAG-Verfahrens wiire dann das folgende Programm:

= ((@a {0}), (z), (z,y),8) ¢ LC mit §:=t — x;
x «— 0;

Yy<—2z

Der Leser moge durch Anwendung des DAG-Verfahrens auf 7 selbst herausfinden, warum dem so ist.

3. tp,(y) = f(t1, .., tr) mit ¢; € Ty a)(Vin) und f € F).
Dann existiert ein i € {1,..r}, so dak t; ¢ T(x4) (denn sonst wére der Term durch eine
Konstante ersetzt worden). Auferdem gibt es in D, einen Knoten k& € K mit lab(k) = f und
val(y,n) = k. Wegen Schritt 6 des Algorithmus gibt es in 3 eine Anweisung

o) = (k) — f(5(suc(k,1)),(suc(k,2)), ..., (suc(k,r))),

wobei §(k) € Viue U {vj]j € N}. Sei 7, das Programm, das man erhdlt, wenn man den
Algorithmus auf den DAG anwendet, der nur alle von k aus erreichbaren Knoten enthélt, d.h.
die durch k eingeschrankte Knotenmenge K} sei definiert durch

k e Kk
K € Ky, falls 3i € N, 3" € Ky, so daf suc(k”,i) = K

Induktionsannahme: Fiir alle j € {1,...r} gilt bereits t; = tr . , (5(suc(k, j))).
Es muft y € VF,, d.h. val(y,n) = k gelten. Fallunterscheidung;

out»

a) Fiir alle v/ € V¥, last(y) < last(y’). Dann gilt gemif des Algorithmus (Schritt 4), daf
) Y Y Y gilt g g :

out *

6(k) =y und y & ;2,1 {z;}. Es folgt:

trpac(n) (Y) = t&@(ﬂ (y)
= yleh, /]2 Jea)[m/ el e fep_q]. [ /€]
= yley/ellzi_1/er_q].-[x1/€1]
= yly/ f(O(suc(k, 1)), ..., d(suc(k, 1)) [x]_q /e]_1].-.[x] /e]]
= f(d(suc(k,1)), ..., 6 (suc(k,r)))[x]_1 /e1_1]...[} /€]]
= f(o(suc(k,1))[x]_y/ej_1]...[x1 /€l], ..., 6 (suc(k, 7)) [x]_y /ej_q]...[x] /e1])

/

N~

:t”suc(k,n (6(suc(k,1))) =tﬁsuc(k’r) (8(suc(k,r)))

Aufgrund der Induktionsannahme folgt die Behauptung fiir diesen Teilfall.
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b) 3z € VE, mit 2z # y, so dak V' € VE, : last(z) < last(2'). Es gilt §(k) = z und es gibt

eine Anweisung o, =y < z in 3 mit p > [ (Schritt 3 oder 8). Dann ist z ¢ ;% ;{z}},
sowie y ¢ [JiZ, {7} und es ergibt sich:

Urp acy(m) (Y) = t%w(ﬂ) ()
= ylam /el [vp1/epally/ w1 /epi]..[21/€l]... [v1 /]
=yly/z] [95;;—1/6;;—1]---MH/@;H][35;/6“[35;71/6271]---[95,1/6,1]
= yly/2[w/el)lz1-1/€1-1].- [ /el]
= 7]
[

z/fellwrr/era].-.[2h /€]

N

2lz/ f(3(suc(k, 1)), ..., 6(suc(k, )|l /e ]...[2) /€]
f(é(suc(k, 1)), ..., 0(suc(k,)))[x]_y /e;1]...[7) /€]
= f(6(suc(k, 1)y /er ][z /€l], ., O(suc(k, m)) 2]y /e 1 ]...[2) /€i])

Das Ergebnis ist identisch zu Fall (a).

Insgesamt gilt geméfk des Induktionsprinzips die Behauptung. O

Mit den beiden obigen Lemmata ist die Korrektheit des gesamten DAG-Verfahrens beinahe offen-
sichtlich.

Satz 2.2.13 (Korrektheit der DAG-Optimierung): Fir n = (X, Uiy, Uout, 5) € LC und eine
Interpretation A fir ¥ gilt m ~g Tpac (7).

Beweis: Es reicht zu zeigen, dak aus A[t;(y)] = tr,,,(x) (y) fiir alle y € Vo folgt, dak A[r] =
A[Tpac(m)]. Dann gilt aufgrund der Lemmata ZZ2ZTT] und die Aquivalenz 7 ~g Tpac().

Es ist offensichtlich, daf A[¢t] = A[A[t]] fiir ¢ € Tx, gilt. Daher folgt nach Lemma 27

Alr J(in) =(Atx(y1)[z1/in1, ..., s Ji0s] ], ooy At (ye) [21 3021, oo, 5 Jims] )
=(A[A[tr(y1)][x1/in1, .oy s fing] ], o, A[A[r (ye) ][ 1 /i1y ..oy s ins] ])
=ty pomW)zr/ing, ., zsfing] |, s Aty o (r) (Ye) [21 /001, ..oy 5 /ins] ])
=A[Tpac(m)](in)

2.2.4 I|dempotenz der DAG-Optimierung

Wie fiir die klassischen Optimierungsverfahren ist auch fiir Tp4g die Idempotenz nachzuweisen,
denn sonst erfiillt die DAG-Optimierung nicht die Anforderungen einer Programmtransformation.

Beispiel 2.2.14: Zunéchst wollen wir uns das Verhalten der doppelten Anwendung von Tpag am
Beispiel des Programms 7’ aus Abbildung anschauen. Durch die DAG-Konstruktion ergibt sich
der DAG aus Abbildung Man sieht, daf es sich um einen Teilgraphen des DAG aus Abbildung
handelt. Dabei sind die Knotennamen unterschiedlich, der generierte Code wire aber identisch,
was dadurch erreicht wird, dafs in Schritt 5 von Algorithmus Operationsknoten, denen keine
Ausgabevariablen zugeordnet sind, in sukzessiv durchnummerierte Variablen umbenannt werden.
Bei direkter Verwendung der Knotennamen gélte die Idempotenz auf keinen Fall.

Im neuen DAG sind nur jene Knoten vorhanden, die im Graphen aus Abbildung ausgaberelevant
waren; die anderen sind namlich gar nicht in den Code von 7’ eingeflossen.
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k?g/*
2
ko/—
1 1
2
ky/—
1 2
2 3 x Y
val-Funktion:
Tl u v ox Yy v v
0 r Yy
1 kq
2 ko
3| ks
4 3

last = {u — 3,v+— 4}

Abbildung 2.6: D,/ zum Programm 7’ aus Abbildung

Nun wollen wir formal {iberpriifen, ob unsere Beobachtung anhand eines Beispielprogramms allge-
meingiiltig ist.

Satz 2.2.15 (Idempotenz): Die DAG-Optimierung ist idempotent, d.h. fir alle T € LC gilt:

Tpac(Tpac)(m) = Tpag(m)

Beweis: Sei m := (X, Uin, Uout, ) mit X = (F,C), 5 := aq;...; oy, Interpretation A := (A, p) fir
und DAG D, := (G,val,last), wobei G := (K, L,lab, suc), gegeben. Auferdem bezeichne D,/ :=
(G’ val last’) mit G' := (K', L,lal/, suc’) den DAG von 7’ := Tpag(w) =: ((F, A), Uin, Uout, 3') mit
g =al;..;al,. K und K’ seien 0.B.d.A. auf ausgaberelevante Knoten beschriankt.

Es ist zu zeigen:
1. Die Mengen der ausgaberelevanten Knoten sind jeweils gleich méchtig: |K| = |K'|.

2. Die Graphen G und G’ sind (auf ausgaberelevante Knoten beschrinkt) isomorph, d.h. es
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existiert eine bijektive Abbildung ¢ : K — K’, so daR fiir alle k € K und ¢ € N gilt:

suc(k,i) = k' = suc (1(k),i) = (k')
lab(k) = lab' ((k))

3. Fiir die val-Funktion gilt:

Vy € Vour = t(val(y,n)) = val'(y,m)

4. Definiere die Mengen der Operationsknoten aus K bzw. K’ wie folgt:

Kop:={k€ K|Fre N3f € F): lab(k) = f} = {kiy, - ki, }
K, ={keK'|3r e N3f € F") . lab/(k) = f} = {kj,,.... j, }

mit VI € {1, D — 1} : kil < kil+1 und
Vie{l,...p—1}: kj, <k

I+1

Dann mufs gelten:
Vie{l,...,p}: ki) =kj,

d.h. deren Reihenfolge wird eingehalten (sonst wiirde Tpac(7’) u.U. eine andere Berechnungs-
reihenfolge aufweisen).

5. Die Relation der last-Eintrage zu den Knotennummerierungen und der last-Eintrage unter-
einander bleibt erhalten:

Vi€ {1,...p} Yy € Vour iy < last(y) = j; < last'(y) bzw. i; > last(y) = ji > last'(y)

Va,y € Vour mit @ # y @ last(z) < last(y) = last'(z) < last'(y)

Wenn obige Forderungen erfiillt sind, gilt die Idempotenz, da die DAG-Codegenerierung geméfs Al-
gorithmus deterministisch arbeitet und die Zuweisungsvariablen bis auf die Ausgabevariablen
sukzessive durchnummeriert werden.

Die Giiltigkeit der ersten Bedingung ist offensichtlich, denn genau die ausgaberelevanten Knoten K
fliefen in den Code von 7’ ein. Ein Knoten k € K muf in dhnlicher Form auch in K’ vorhanden sein
(bei Operationsknoten ist ein anderer Knotenname erlaubt), denn sonst wére er bereits D, nicht
ausgaberelevant gewesen und der entsprechende Code nicht in 7’ eingeflossen. Umgekehrt kann es
keinen Knoten k' € K’ geben, der kein ,Gegenstiick” in K hat, denn & wurde aufgrund einer
entsprechenden Operationsanweisung oder Konstantenzuweisung in 7’ erzeugt, die aus Knoten aus
K generiert wurde.

Definiere ¢ durch

VEEVUA: uk): =k
Vie{l,...,p}: uki) : =kj,

Forderung 4 ist damit erfiillt; ¢ ist zusammen mit 1. bijektiv.

Fiir Beispiel ZZ2T4] wiirde diese Definition bedeuten, daf t(ke) := k1,t(ks) := ko und c(k7) := ks
gesetzt wird (die restlichen Knoten werden auf sich selbst abgebildet). Es werden dadurch im Beispiel
keine Konflikte verursacht.
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Zu 2: Operationsknoten aus K werden nach Schritt 2(a) des Algorithmus in der durch ihre
Nummerierung vorgegebenen Reihenfolge abgearbeitet. Daraus folgt, dafs auch die Operationsan-
weisungen in 7’ in der Reihenfolge der Knotennummerierung erfolgen. Wenn daraus nun wieder
neue Knoten generiert werden, besitzen diese die gleiche Ordnung (nicht Nummerierung!) wie die
Knoten in K.

Dabher gilt wegen der Definition von ¢ die Gleichheit der Beschriftungen lab(k) = lab/(c(k)) und die
Isomorphie der Nachfolgerfunktionen suc(k,i) = k' = suc (v(k),i) = o(K') fir k, k' € K und i € N
(da fiir diese, falls sie Operationsknoten sind, induktiv das gleiche gilt).

Zu 3: Unterscheidung nach dem Typ des von val(y, n) referenzierten Knotens:

e val(y,n) = a € A: Dann wird in 7’ eine Zuweisung «; = y < a erzeugt (wegen Schritt 3 oder
8), welche die letzte an y ist (da ' geméf der DAG-Codegenerierung in SSA-Form vorliegt).
Die Position von «; hingt von last(y) ab. Dann gilt auch val’(y,m) = a und wegen t(a) = a
fiir alle a € A folgt die Behauptung.

e val(y,n) = x € Viy,: Da Vi, NV = 0 wird eine Anweisung oy = y < x in 7 generiert (Schritt
3/8). Ahnlich wie oben folgt damit val’(y,m) = x und mit «(z) = z fiir alle z € Vj, gilt die
Behauptung.

o val(y,n) = k;, mit lab(k;,) = f € F(): Es wird eine entsprechende Operationsanweisung

ap = 0(ki,) — f(0(suc(ki,, 1)), ..., 6(suc(k;,,r)))

in 7 eingefiigt. Es gilt entweder §(k;,) = y (falls y € V,,/ und fy € V.0, ¢ # y mit

out

last(y’) < last(y)), oder aber §(k;,) = ' € Vour und fiir ein I > [ gilt ay =y « y' (Schritt
3/8).

Bei a; handelt es sich nach Schritt 2 genau um die g-te Operationsanweisung (dazwischen kon-
nen noch Konstanten- und Variablenzuweisungen an Ausgabevariablen auftreten). Im DAG
Dy werden daher zunéichst ¢ — 1 Operationsknoten kj,, ..., k;,_, fiir die vorangehenden Ope-
rationsanweisungen angelegt und schlieklich k; . Es gilt dann natiirlich val(y,m) = kj,.

Wegen «(k;,) = kj,, VI € {1,...,p} ist die Behauptung auch fiir diesen letzten Fall korrekt.

Abschliefsend ist noch die fiinfte Bedingung zu zeigen:

Es gelte i; < last(y) fir ein I € {1, ...,p} und ein y € Voyy. Dann wird in 7’ zuerst Code fiir k;, gene-
riert, bevor y einen Wert erhélt (in Schritt 3 werden nur fiir last-Eintrége, die kleiner als die aktuelle
Knotennummer sind, Anweisungen eingefiigt). Folglich gilt dann auch j; < last’(y). Fiir die restli-
chen Fille lassen sich analoge Folgerungen anstellen, denn die last-Werte und die Knotennummern
bestimmen die Anweisungsreihenfolge in 7/, welche sich wiederum auf die Knotennummerierung
und die last-Funktion in D, iibertragt. O

Da das DAG-Verfahren deterministisch arbeitet, ist Tp g somit eine Programmtransformation.

2.3 Sonstige Optimierungsverfahren

Dieser Abschnitt soll einen groben Uberblick iiber weitere Optimierungsverfahren fiir LC-Programme
geben. Es findet jedoch keine detaillierte Untersuchung der einzelnen Eigenschaften dieser Verfahren
statt, da diese fiir die weiteren Betrachtungen in Kapitel Bl nicht relevant sind.
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2.3.1 Speicherbedarfsreduzierung

Bei der Speicherbedarfsreduzierung geht es darum, die Anzahl der im Programm verwendeten Varia-
blen zu verringern. Dabei wird fiir eine Zuweisung, falls moglich, eine alte Variable benutzt, anstatt
eine neue zu verwenden. Das hier vorgestellte Verfahren wurde im Rahmen von [2] entwickelt.

In der Analysephase werden alle Variablen, die vor bzw. nach der zu untersuchenden Anweisung
auftreten, ,aufgesammelt”. Dafiir ist eine kombinierte Analyse erforderlich, die sowohl eine Vorwérts-
als auch eine Riickwértsanalyse umfafst.

Definition 2.3.1: Sei 7 = (X, Uiy, Uput, 8) € LC mit [ := aq;...; ay,. Definiere die Transferfunktion
to : P(Vz) — P(Vr) fiir eine Anweisung o := x «— e und M C V. durch:

ta(M) :=MU{z} UV,

Die Mengen der vor und nach der i-ten Anweisung auftretenden Variablen V;< und V;” ergeben
sich dann wie folgt:

V1< - ‘/Z
VS =t(V;S)) fiiri € {2,...,n}

>
V, = out

n

Vo =t(Vi7y) firi e {1,...,n — 1}

Man versucht nun, eine bisher unbenutzte Variable der linken Seite nach Mdoglichkeit durch eine
vorher definierte Variable zu ersetzen.

Definition 2.3.2 (Speicherbedarfsreduzierung): Sei m = (3, Uiy, Uout, 8) € LC mit ¥ = (F,C),
6 =a1;...;a, und o; = x; < ¢;. Ordne jeder Anweisung «; eine Substitution d; : V; — V; zu:

60 =1id

5 { 5i_1[mi/y] falls x; ¢ 5i—1(‘/;<) U Ve und Jy € 5i—1(‘/i<\vi>)

0i—1 sonst

Dann berechnet sich die Optimierungsfunktion Ty : LC — LC wie folgt:

Tar(7) := (2, Tin, Uout, ') mit 3 := 61 (w1) «— bp(e1); da(w2) — 1(ea);...; 0(xn) < On_1(en)
Dabei ist 6 die monotone Fortsetzung von § und gegeben durch

=cfirceC
§(x):=0(x) firzx eV
S(f(ut, .yur)) = f(8(ur), ..., 0(uy)) fiiru; e VUC, feFM

In obiger Version ist das Verfahren nichtdeterministisch, da es bei der Wahl von y mehrere Méglich-
keiten geben kann. Man kénnte die freie Wahl von y durch ein deterministisches Auswahlverfahren
einschranken.

In einer Zuweisung x « e wird die Variable x durch eine vorher definierte Variable y ersetzt, wenn
e 1 cine neue, bisher undefinierte Variable ist (sonst keine Einsparung),

e 1 keine Ausgabevariable ist (sonst liefe sich x sowieso nicht aus dem Programm entfernen),
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e y schon vorher auftrat (da ansonsten keine Verbesserung) und
e y spéater nicht mehr benutzt wird.

Dabei sind bei den Uberpriifungen der Mengenmitgliedschaft jeweils die Substitutionen der Va-
riablen zu beriicksichtigen, d.h. die Variablen der entsprechenden Mengen geméf der bisherigen
Ersetzungen umzubenennen.

Beispiel 2.3.3: Nun zur Illustration eine Beispielrechnung anhand eines kurzen Beispielprogramms

Tmemdemo = (Earitmy (ﬂﬁ,y), (Z)7ﬁ) mit §:= v «— 2x*x;
W — v * U

2 — U+ w;

wobei fiir die Substitutionen nur diejenigen Argumente angegeben werden, die nicht auf sich selbst
abgebildet werden:

i ‘ o ‘ V< %2 ‘ ;i ‘ Neue Anweisung o
1| ve2xa; {z,y} {v,w, z} {v—a} T — 2% x;
2 | we—v*u; {v,z,y} | {v,w, 2z} |[{v— 2wy} | y—x*;

3| zevtw [ {vyw,z,yt | {2} |[{vozw—yl|zea+y;

Man sieht, daf in der optimierten Fassung nur noch 3 anstatt 5 Variablen verwendet werden.
Aufgrund des Nichtdeterminismus in Tjs, wére auch alternativ eine Ersetzung von v durch y und
w durch x moglich gewesen.

Ty ergibt stark dquivalente Programme, da ja, dhnlich wie bei der Kopierpropagation, rein syntak-
tisch vorgegangen wird und nur Variablen durch andere ersetzt werden.

Die Speicherbedarfsreduzierung liefse sich eventuell sinnvoll nach einer DAG-Optimierung anwenden,
da diese ja Code in SSA-Form erzeugt.

2.3.2 Algebraische Transformationen

Bei den meisten bisher betrachteten Verfahren wurden vorhandene spezielle algebraische Eigenschaf-
ten der Operationen in der betrachteten Interpretation nicht beriicksichtigt. Algebraische Transfor-
mationen werden (wie die klassischen Verfahren) in aktuellen Compilern, beispielsweise im Gcc-
Compiler, eingesetzt [T1].

2.3.2.1 Operationsspezifische Gleichungen

Fiir bestimmte Operationen und Wertebereiche gelten spezielle Gleichungen, wie z.B. fiir Kommuta-
tivitdt, neutrale Elemente. Assoziativitiat oder Distributivitdt konnen nur ausgenutzt werden, wenn
man den aus mehreren Anweisungen entstehenden Operationsterm bei der Optimierung betrachtet
oder gleich mit der Termdarstellung des LC-Programms arbeitet. Dies liegt an der Beschriankung
der Verschachtelungstiefe von Ausdriicken auf 1, d.h. es kann nur einen Operator (Funktionssymbol)
auf der rechten Seite einer Anweisung geben.

Giiltige Gleicungen kénnte man in einer Art Gleichungssystem abspeichern, wobei Ausdriicke, die
die linke Seite einer Gleichung ,matchen* entsprechend durch die rechte ersetzt werden (— Termer-
setzung [6]). Dies wiirde natiirlich nur dann Sinn machen, wenn dadurch auch eine Verbesserung im
Ergebnis erreicht wiirde.
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Beispiel 2.3.4: Eine Zuweisung = < y * 0 (¢(x) = *z) wiirde in der Konstantenfaltung einen
unbekannten Wert fiir z bedeuten, sofern y undefiniert ist. Aber unter Beriicksichtigung der fiir xz
geltenden Gleichung Vz € Z : z %« 0 = 0 ist die Variable x nach Ausfithrung der Anweisung definitiv
mit 0 belegt. Man koénnte also x <« y % 0 durch x « 0 ersetzen.

Die Ersetzungen sollten dabei vor der eigentlichen Optimierung bei vorgegebener Interpretation
durchgefiihrt werden. Dadurch ist eine Abénderung der bisher vorgestellten Verfahren unnétig.

2.3.2.2 Reduktion der Operationsstarke

Ein anderer Ansatz ist die Ersetzung von Operationen, wobei eine (in Bezug auf Rechenzeit) teurere
Operation durch eine giinstigere ersetzt wird. In Frage kiimen z.B. die Ersetzung von Exponentiation
durch Multiplikation, also z.B. Ersetzung von  «— y? durch z < y * y oder die Ersetzung von
Multiplikation durch Addition (Anweisungen wie & < 2 %y durch x < y + y substituieren).

Ob dies letztendlich giinstiger ist, hdngt natiirlich auch von der Zielhardware ab. Es ist allerdings
fraglich, ob solche Regeln hinreichend oft anwendbar sind, um den Implementierungsaufwand zu
rechtfertigen.



3 Vergleich der Optimierungsverfahren

Nach den formalen Grundlagen und der Vorstellung der einzelnen Optimierungsverfahren, wen-
den wir uns nun dem Hauptteil dieser Arbeit zu: dem Vergleich der DAG-Optimierung mit den
klassischen Verfahren.

Zunichst wird die Optimalitdt der DAG-Optimierung beziiglich der klassischen Verfahren in Ab-
schnitt Bl untersucht, um dann spéter im Abschnitt zu liberpriifen, ob sich das DAG-Verfahren
durch eine Kombination bzw. wiederholte Anwendung der klassischen Verfahren ,simulieren“ 1afst,
so daf die ,Optimierungsstirke” vergleichbar ist. Dazu miissen vorher die zwischen den klassischen
Transformationen geltenden Beziehungen analysiert werden, d.h. inwieweit sich die Transformatio-
nen gegenseitig beeinflussen (Abschnitt B2)).

3.1 Optimalitat der DAG-Optimierung

Die im letzten Kapitel vorgestellte DAG-Optimierung scheint sehr effektiv zu arbeiten, ergab sich
doch in einem Beispiel (Abb. Z3)) ein im Vergleich zu den klassischen Transformationen sehr kurzes
Ergebnisprogramm. Wir wollen nun klaren, ob das DAG-Verfahren im allgemeinen Fall tatséchlich
optimal beziiglich aller klassischen Verfahren ist. Zunéchst untersuchen wir dazu die Dead Code
Elimination.

Satz 3.1.1 (Optimalitit bzgl. Tpc): Fir alle 7 € LC ist Tpag(m) optimal bzgl. Tpc, d.h. es
gilt Tpc(TDAg(Tr)) = TDAg(W),

Beweis: Sei 7 ein LC-Programm mit n Anweisungen und 7’ := Tpag(w) = (2, Tin, Uout, 3) mit
B = ai;...;am und «; = x; — e;. Auferdem sei D, = ((K, L,lab, suc),val,last) der DAG von .
Man nehme nun an, daf ein j € {1,..,m} existiert, so daf z; ¢ LV; (in 7).

Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. z; wird nach «; nie mehr benutzt (z; ¢ Ve,, i > j).
Dann existiert in D, ein Knoten 5_1(:Uj , auf den keine weiteren Kanten zeigen, d.h.

Vi € N und Vk € K : suc(k,i) # 6 *(z;)

Auferdem ist xz; keine Ausgabevariable, denn sonst wére oz;» kein Dead Code. Es existiert
also kein y € Vout, so daf val(y,n) = 6 1(x;). Dann ist 61(z;) nach Definition EZZ4 nicht
ausgaberelevant und die Anweisung «; wére niemals erzeugt worden.

2. x; wird in einer Anweisung «; mit [ > j neudefiniert (z; = x;), aber x; ¢ Ve, k <i <.
Algorithmus erzeugt geméf seiner Definition Ausgabeprogramme, in denen keine Varia-

ble mehrfach auf der linken Seite einer Zuweisung auftritt (SSA-Form). Daher ergibt sich ein
Widerspruch.

Da in beiden Féllen ein Widerspruch auftritt kann es keine Anweisungen in Tpag(m) geben, die
Dead Code darstellen. O

1§ sei die Substitution, die man nach Abarbeitung des kompletten Algorithmus erhélt.
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Wie bereits aufgrund der Elimination von nicht ausgaberelevanten Knoten zu vermuten war, erzeugt
die DAG-Optimierung also tatsdchlich Ausgabeprogramme, die sich nicht weiter mit der Dead Code
Elimination optimieren lassen. Ahnlich sieht es auch fiir die Common Subexpression Elimination
aus.

Satz 3.1.2 (Optimalitit bzgl. Tes): Es gilt Tos(Tpac(m)) = Tpag(w) fir alle m € LC.
Beweis: Seien 7, 7’ und D, wie im Beweis von Satz B gegeben. Ahnlich wie dort fiihren wir
einen Beweis per Widerspruch:

Annahme: Es existieren ¢,j € {1,...,m} mit ¢; = ¢; = f(u1,...,ur), so dak j € wh(i), d.h. e; ist
eine giiltige Wiederholung von e;. Tog wiirde diese mithilfe einer tempordren Variable eliminieren.

Da Algorithmus fiir jeden Operationsknoten im DAG genau eine Anweisung erzeugt, miifsten
folglich zwei Knoten k,k’ € K existieren, wobei suc(k,j) = suc(k’,j) fir alle j € {1,...,7} und
lab(k) = lab(k') = f € F(7),

Dies ist aber geméf der DAG-Konstruktion in Algorithmus 2222 Teilabschnitt 3(b)(b1) nicht mog-
lich, da nachdem & im DAG erzeugt wurde, kein &’ mit obigen Eigenschaften angelegt, sondern nur
die val-Funktion aktualisiert worden wére. Aus dem Widerspruch folgt die Behauptung. U

Die Optimalitdt der DAG-Optimierung beziiglich der Konstantenfaltung zu zeigen, ist etwas auf-
wendiger:

Satz 3.1.3 (Optimalitit bzgl. Ter): Es gilt Top(Tpac(7)) = Tpag(w) fir ein m € LC.

Beweis: Es reicht, zu zeigen, dal fiir alle i € {1,...,n} und alle y € V. gilt:
RD;(y) € A= wval(y,i—1) € A

Dann kann die Konstantenfaltung bei Anwendung auf 7’ keine zusitzliche Anderung mehr bewirken
(da Tpag bereits das gesamte Ersetzungspotential ausgenutzt hat). Vollstandige Induktion {iber
ie{l,..,n}

e i=1:RDi(y)=0,(y) =1L
e i — ¢+ 1: Fallunterscheidung nach der Variable y:
1. Falls y = z; gilt:

RDi11(y) = RDj[z;/Ue; [RD;)(y)
= Ale; |RD;
€A

Und es folgt:
Vze Ve, : RDi(z) € A

BVYzeV,: val(zi—1)€ A
= val(y,i) € A (geméaf DAG-Konstruktion)
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2. Sonst (y # x;) ergibt sich:

RD;11(y) = RD;[z;/U[e; |RD;|(y)
= RD;(y)
€A

2 val(y,i—1) e A
= val(y,i) € A (weil y # x;)

Aufgrund des Induktionsprinzips folgt die Giiltigkeit der Behauptung. O

Jetzt ist nur noch die Optimalitdt des DAG-Verfahrens im Hinblick auf die Kopierpropagation zu
untersuchen.

Satz 3.1.4 (Optimalitit bzgl. Tep): Es gilt Top(Tpac(m)) = Tpag(w) fir ein m € LC.

Beweis: Der Algorithmus zur Codeerzeugung aus einem DAG erzeugt nur Kopieranweisungen
als finale Zuweisungen an Ausgabevariablen der Form y < z mit y € V,; (Schritte 3 und 8). Die
Ausgabevariable y wird jedoch danach im vom den Algorithmus erzeugten Programm nicht mehr
benutzt, da bei Zugriffen auf den entsprechenden Wert immer direkt auf die dem Operationsknoten
zugeordnete Variable (oder Eingabevariable) z zugegriffen wird.

Es kann zwar z € V, gelten, dann ist z aber einem Operationsknoten zugeordnet, d.h. Jk €
K : 6(k) = z mit lab(k) = f € F. Somit sind zwar die C'P-Informationen nicht alle leer, eine
Variablensubstitution ist jedoch nicht moglich. O

Nun, da wir erkannt haben, dafs die DAG-Optimierung beziiglich allen vier klassischen Optimie-
rungsverfahren optimal ist, wéire die Giiltigkeit der Riickrichtung interessant. Anhand der Beispiele
in Kapitel Plhaben wir gesehen, daf keine einzelne der klassischen Optimierungen ein DAG-optimales
Programm liefert. Daher kommen nur Kompositionen der Einzeltransformationen in Frage.

3.2 Beziehungen zwischen den klassischen Transformationen

Um eine giinstige Abfolge der klassischen Verfahren zu finden, ist es sinnvoll, zu untersuchen, welche
Beziehungen zwischen den klassischen Optimierungsverfahren gelten. In Abschnitt hatten wir
schon gesehen, dafs etwa nach der Konstantenfaltung eine Dead Code Elimination sinnvoll ist,
denn ansonsten wird die Anzahl der Anweisungen nicht reduziert. Ahnlich verhielt es sich mit
der Kopierpropagation.

Diese Beobachtungen wollen wir nun etwas formalisieren, um dann am Ende dieses Abschnitts eine
sinnvolle Abfolge der Einzeltransformationen angeben zu koénnen. Es gilt dabei zu priifen, ob ein
beziiglich eines Verfahrens A optimales LC-Programm nach Anwendung eines Verfahren B mit A
weiter optimiert werden kann.

Definition 3.2.1: Seien T; : LC — LC, i € {1,2} zwei Programmransformationen und 7 ein
LC-Programm. Aufserdem gelte Ty (7) = 7, d.h. 7 ist T1-optimal. Gilt

Ty(m) # m = Ti(Ta(m)) # Ta(m)

e fiir alle Ty-optimalen 7 € LC, dann heifst Ty stark T -verbessernd (To = T1)
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e fiir (mindestens) ein Ti-optimales m € LC, so heift Ty (schwach) Ty -verbessernd (To — T1).

Im folgenden betrachten wir die klassischen Optimierungsverfahren einzeln und bestimmen fiir jedes,
welche Optimierungen sich zur Verbesserung/Zwischenschaltung eignen.

3.2.1 Verbesserungsschritte fiir die Dead Code Elimination

In Abschnitt EET 4 hatten wir anhand eines Beispiels schon erkannt, daf die Kopierpropagation u.U.
Dead Code erzeugt. Nun wollen wir dieses Verhalten etwas genauer untersuchen.

Lemma 3.2.2: Top ist schwach Tpo-verbessernd.

Beweis: Es reicht zu zeigen,
1. dafs ein Tpc-optimales LC-Programm m existiert, welches nicht Top-optimal ist, fiir das
TDC(TCP(TF)) 7é TCP(T() gﬂt (TCP — TDc') und
2. dakt ein Tpc-optimales LC-Programm 7 existiert, welches nicht Top-optimal ist, fir das
Tpc(TCP(ﬂ')) = Tcp(ﬂ') gilt (TCP A TDC)~
Zu 1: Das Programm aus Abbildung BTl ist offensichtlich Tpc-optimal. Wir wenden nun Tpe auf
7' :=Top(r) (siehe Beispiel ZT.24) an:

il al LV! | Dead Code?
1| u— {z,y} Ja

2 ly—ax+uy; | {z,y} Nein

3| ve—u; {z,y} Ja

4 | u—zxx*xy; | {u,z} Nein

S5l ve—u+a | {u,v} Nein

Es konnen jetzt aufgrund der Zwischenschaltung der Kopierpropagation zwei Anweisungen entfernt
werden. Also gilt mindestens Top — Tpe.

Zu 2: Eine etwas modifizierte Fassung von 7 ist 7:

= (Earitma (x>y)a (u’v)aﬁ) mit 1 u —
Tr<—u-+vy;
vV — U;

U U * T

Man sieht leicht, dafs das Programm keinen Dead Code enthélt. Die Anwendung von Tpe o Top auf
7" ergibt:

i ‘ ol ‘ CP; ‘ Top(n'") ‘ LV, ‘ Dead Code?
1| uex; 0 U — T; {u, z,y} Nein
2|z —u+t+y; | {(uyz, 1)} |z —x+y; | {u,x} Nein
3| v 0 v — g {u,v,z} Nein
4 lu—vxz; | {(v,u, 1)} | ue—uxum; {u,v} Nein

Da nach der Kopierpropagation die Dead Code Elimination keine Anderung bewirkt, folgt, daff
Top = Tpe nicht gilt. ]
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Auch nach einer Konstantenfaltung ist eine Dead Code Elimination sinnvoll.
Lemma 3.2.3: Top ist schwach Tpc-verbessernd.

Beweis: Beweis durch die Angabe von zwei Beispielprogrammen, analog zum Beweis von Lemma

0. 2.2

= (({f}7{a})757 (y)vﬁ) mit §: z — a;
y — [f2);

AuRerdem sei 2 := (p, A). 7 ist Tpc-optimal und ist eine Konstantenfaltung moglich: Die zweite
Anweisung wird durch y <« ¢(f)(¢(a)) ersetzt. Dann eliminiert die Dead Code Elimination die
erste Anweisung, da x nirgendwo mehr benttigt wird.

Man konnte vermuten, dafs dies in dhnlicher Form immer moglich ist, da es ja immer mindestens
eine Konstantenzuweisung der Form z «+ a oder eine Anweisung mit einer Berechnung auf kon-
stanten Argumenten (z < f(aq,...,a,)) geben muf, um Ersetzungen vornehmen zu kénnen. Die
Konstantenfaltung ersetzt dann alle Vorkommen von z, bis x einen neuen Wert erhélt. Dies wiir-
de bewirken, daf die Variable x nicht in der entsprechenden LV-Menge enthalten ist und damit
die Konstantenzuweisung bzw. die Operationsanweisung mit konstanten Argumenten Dead Code
werden.

Es gibt aber eine Ausnahme: x ist eine Ausgabevariable. Dann ist keine Entfernung moglich, da
der Wert von x noch benétigt wird. Also bleibt fiir das Programm 7' := (({f}, {a}),e, (z,y), ),
in dem x zusétzlich zu y eine Ausgabevariable ist, eine Dead Code Elimination auch nach einer
Konstantenfaltung wirkungslos. O

Im Gegensatz zu den anderen beiden Verfahren ist nach einer Common Subexpression Elimination
nicht mit zusédtzlichem Dead Code zu rechnen.

Lemma 3.2.4: Tog ist nicht Tpo-verbessernd.

Beweis: Wir gehen 0.B.d.A. von der vereinfachten Situation aus, daf nur ein Ausdruck giiltige Wie-
derholungen besitzt. Sei 7 := (3, Uiy, Uput, §) mit = a1;...; @, gegeben und sei oy, eine Anweisung
mit wh(k) = {j1, .., jm} # 0 mit j; < jiy1, L € {1,...,m — 1}. Dann hat der gednderte Teil von
7' = Tos = (X, Uin, Uout, 8') mit § := af;...;ap folgende Struktur:

}Sektion A

\

€k
ty

T
Tk

T

Zj < tk %Sektion B

}Sektion C

Annahme: Es existiert in ein [ € {1, ..., ¢}, so dah o] Dead Code ist. Fallunterscheidung:
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1. o liegt in Programmsektion C:
Da in Sektion C keine Anderungen von Tog vorgenommen worden sind, und die Dead Code
Elimination eine Riickwértsanalyse ist, sind die LV-Analyseinformationen identisch zu den
LV’—InformationerE, d.h. o] kann kein Dead Code sein.

2. aj liegt in Programmsektion B:
Feststellung (x): Es kann hier keine Zuweisung der Form z < e mit z € V;, vorkommen, da
die Ersetzungen sonst so nicht durchgefiithrt worden wéren (k wére ab dieser Anweisung nicht
mehr in den AFE-Analysemengen enthalten).

Deshalb werden nur Variablen aus den LV’-Mengen entfernt, die auch aus den entsprechenden
LV-Mengen entfernt wurden. Auferdem befindet sich statt den Variablen aus V;, t; in den
LV'-Mengen. Dies kann aber wegen (%) nicht zu einer Bildung von Dead Code fiihren.

Also ist o kein Dead Code.

3. aj liegt in Programmsektion A:
Aufgrund der Anweisung t; « ey, ist Ve, € LV/_, und t; ¢ LV/_,. Daher ergibt sich keine
Anderung zu den vorherigen Analysemengen. Daraus folgt, daf ] kein Dead Code sein kann.

Die Annahme wurde damit wiederlegt und die Behauptung des Lemmas gilt. O

3.2.2 Verbesserungsschritte fiir die Common Subexpression Elimination

Bei der Common Subexpression Elimination kann die vorherige Anwendung der Kopierpropagation
u.U. die Ersetzung zusétzlicher Ausdriicke ermdglichen. Dies ist intuitiv dadurch erklarbar, daf
zunédchst ungleiche Ausdriicke durch die Substitution von Variablen angeglichen werden konnen.

Lemma 3.2.5: Die Propagation von Kopien Top ist schwach Tog-verbessernd.

Beweis: Wie im Beweis vonn Lemma B.2Z2] sind zwei Beweisschritte notwendig.
1. Man betrachte das einfache Programm
™= (Earitma (x>y)a (U,U)aﬂ) mit §: v« x;
U= T+Y;
v— vty

Es ist leicht ersichtlich, daf in 7 keine gemeinsamen Teilausdriicke enthalten sind, die durch
Tcs eliminiert werden konnten. Nach der Anwendung von Top erhélt man jedoch:

= TCP(W) = (Earitma (x>y)a (u’v),ﬁl) mit ﬁ/ PV =T
U T+ Y;
V— T+ Y,
Jetzt flihrt eine Common Subexpression Elimination zu einer Verdnderung und es ergibt sich:
= TCS(T‘J) = (Earitma (x>y)a (u’v),ﬂ”) mit ﬁ/l U=
to — x +y;
u < to;

v to;

Folglich ist Top schwach Tog-verbessernd.

2LV; seien die Analyseinformationen der Live Variable Analysis fiir 7 und LV} entsprechend fiir 7’
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2. Dak Top = Tog nicht gilt, ist trivial, denn Top fiihrt auch Ersetzungen in solchen Program-
men durch, die gar keine Operationsausdriicke enthalten, und somit fithrt Tcg in diesem Fall
zu keiner Veranderung. O

Die Konstantenfaltung kann in Spezialfillen die Ersetzung von Ausdriicken mit konstanten Ope-
randen durch Tog ermoglichen, wahrend die Dead Code Elimination offensichtlich keinerlei Verbes-
serung bringt, da sie nur Anweisungen entfernt.
Korollar 3.2.6: Es gilt:

1. Top ist schwach Tog-verbessernd und

2. Tpco ist nicht Tog-verbessernd.

Beweisskizze:
1. Die Aussage folgt mit dem Beispielprogramm
™= (Earitma (x)a (u,v),ﬁ') mit 3y « 4;
U — x +4;
V— T+ Y,
unter Verwendung der auf Z iiblichen Interpretation. Man kann recht einfach Programme
angeben, fiir die dies nicht gilt (Torp & Tes)-

2. Klar, da die Dead Code Elimination durch die Entfernung von Anweisungen die Verfligbarkeit
von Ausdriicken nicht erhéhen kann.

3.2.3 Verbesserungsschritte fiir die Propagation von Kopien

In Abschnitt wurde gezeigt, daf die Kopierpropagation die Common Subexpression Elimina-
tion begiinstigt. Diese Aussage gilt ebenfalls in umgekehrter Richtung.

Lemma 3.2.7: Tog ist schwach Top-verbessernd.

Beweis: Sei 7 = (X, Uip, Uout, 5) € LC ein Top-optimales Programm mit 8 := «g;...; ap, welches
nicht Teg-optimal ist. Dann existieren k,i; € {1,...,n}, j € {1,...m}, k < i; < i;4 fir j €
{1,...,m — 1}, so dak wh(k) = {i1,...,im}

ap = x +— e wird nun durch t; «— e; z < t ersetzt und Qj; = Tj; — € durch Ti; — . Werden x
oder die z;; nun spéter im Programm vor ihrer Neudefinition benutzt (Auftreten auf rechter Seite),
dann wird diese Benutzung geméft Top durch ¢y ersetzt.

In dem Fall, daf keine Benutzung der Variablen x oder x;; vor ihrer Neudefinition auftritt (es
handelt sich bei aj bzw. a;; um Dead Code), verdndert Top das Programm nicht (sofern keine
weiteren k mit wh(k) # () existieren. O

Wie wir spater sehen werden, ist es bei manchen Programmen moglich, wiederholt die Common
Subexpression Elimination und die Kopierpropagation im Wechsel anzuwenden und bei jeder An-
wendung eine Verbesserung zu erreichen.

Korollar 3.2.8: Weder Tor noch Tpo sind Top-verbessernd.

Die Giiltigkeit des Korollars ist klar. Denn bei Top werden Variablen bzw. komplette Operations-
ausdriicke durch Konstanten ersetzt. Dies reduziert das Kopier-Optimierungspotential. Gleiches gilt
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flir die Entfernung von Anweisungen bei der Dead Code Elimination.

3.2.4 Verbesserungsschritte fiir die Konstantenfaltung

Als einzige der klassischen Optimierungsverfahren profitiert die Konstantenfaltung nicht von der
vorherigen Durchfiihrung eines der anderen Verfahren. Dies liegt u.a. daran, daf die Konstantenfal-
tung die erweiterte Anweisungssemantik nutzt, um Anweisungen soweit wie moglich auszuwerten,
wahrend die anderen Verfahren ,nur syntaxbasiert arbeiten.

Lemma 3.2.9: FEs gilt:

1. Tpc + Ter,
2. TCS 7L> TCF und

Beweis: Sei 7 := (X, Ui, Uput, #) mit [ := aq;...; ay, ein Top-optimales Programm.

1. Wenn in 7 aufgrund der Dead Code Elimination Anweisungen entfernt werden, erhoht sich
dadurch offensichtlich nicht die Zahl der als konstant bekannten Variablen, im Gegenteil, sie
verringert sich. Daher ist Top(Tpe(nm)) = Tpe().

2. Sei aj, = = « e eine Anweisung in © mit wh(i) = {i1,...,im} # 0. e muk von der Form
e = f(u1,...,u,) sein, wobei fiir mindestens ein j € {1,...,7} gelten muf, daf u; € V und
RDj,(u;) = L (denn sonst wére 7 nicht Top-optimal). Dann gilt auch RDyq(x) = L.

aj wird durch tp «— e; x « tg; ersetzt. Es gilt dann RDj1(tx) = L und folglich auch
RDy1(z) = L. Die Ersetzungen der Anweisungen a;; = x;; < e durch ;; < {j, fithren daher
ebenfalls zu undefinierten Ti;.

Es ergeben sich folglich keine zusétzlichen Optimierungsmoglichkeiten bei darauffolgender
Anwendung der Konstantenfaltung.

3. In 7 gelte fiir eine Anweisung oy = = «— e:
Jy € V,,3z € Vi s.d. (y,2,d) € CP; mit maximalem d
d.h. Top(m) # m. Dann muf gelten:
e RDy(y) = L, da sonst 7 nicht Top-optimal wére.

e RDy(z) = L, sonst wire (y, z,d) ¢ CPy, da in der Kopieranweisung «; = 2’ < z (Anfang
der zu y fithrenden Kopierkette) die Variable z durch eine Konstante ersetzt worden wire.

Daraus folgt allerdings, daft nach der Ersetzung von y durch z keine weitere Verbesserung mit
Tcor zu erreichen ist. O

3.2.5 Wahl der Reihenfolge fiir die Gesamttransformation

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die zwischen den klassischen Programmtransforma-
tionen giiltigen Verbesserungsrelationen analysiert und deren Giiltigkeit bewiesen. In Abbildung Bl
sind sie nochmals zusammenfassend dargestellt. Es fillt auf, daf nie die starke Verbesserungsrelati-
on gilt, was dazu fiihrt, daft bei manchen Programmen gewisse Optimierungsschritte in einer Kette
von Transformationen wirkungslos bleiben werden.

So erkennt man zum Beispiel, daff die Konstantenfaltung von keiner anderen Optimierung beein-
flultt wird, d.h. sie eignet sich sehr gut als erster Optimierungsschritt. Die Dead Code Elimination
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| Toe Tes Ter  Top
Tpc - - -
Tes - - —

Ter | — — -
Tep | — — -

Abbildung 3.1: Verbesserungsrelationen zwischen den klassischen Verfahren

wiederum fiihrt zu keiner Verbesserung der Optimierungsqualitét der anderen Verfahren, man sollte
sie also als letztes anwenden.

Fiir die Common-Subexpression Elimination und die Kopierpropagation ist die Situation etwas
komplizierter, da sie sich wechselseitig beeinflussen. Eine wiederholte Anwendung beider Verfahren
ist deshalb unumgéanglich. Wir werden nun der Frage nachgehen, wieviele Iterationsschritte vonnoten
sind.

Satz 3.2.10: Es existiert eine Folge von LC-Programmen (ﬂ'n)n@N\{O}, so dafl erst nach n-maliger
Anwendung von T := Tep o Tog keine Anderung mehr erfolgt.

Beweis: Wihle 7, := (X, (), (y, 2), B,) mit & = (F,0) und F = {f?)} wobei 3, induktiv gegeben

sel:

B =y — f(z,x);
z — f(z,2);
ﬁn+1 = ﬁn;
Y« f(y,);
z — f(z,2);

7 zeigen:

T (r,) = T"(n,), aber Ai < n: T (m,) = T'(n,)

Es gilt 8, = aq;...; agpta. Die erste Anwendung von Tog auf m, ergibt:

t1 — f(z,2);
Yty
z «— 11;
y — f(y,x);

2z f(z,2);

Es sind keine weiteren Ersetzungen moglich, da die Ausdriicke ab Anweisung 4 nie verfiighar werden
(die kill-Funktion entfernt den entsprechenden Index sofort nach dem Einfiigen durch gen wieder).
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Nun substituiert die Kopierpropagation jeweils das erste f-Argument in den Anweisungen 4 und 5:

tl — f(xw%')v
Y 113

z «— 11;

Auch hier ist keine weitere Optimierung moglich, da die Tupel (y,z,1) und (z,z,1) aus den C'P-
Informationen wegen der Neudefinition von ¢ und z ab Anweisung 6 ungiiltig sind.

Die Anweisungen 4 bis 2n + 2 besitzen nun (bis auf Variablenumbenennungen) wieder die gleiche
Struktur wie zu Anfang. Es werden also nach jeder Anwendung der Transformation T genau zwei
aufeinander folgende Ausdriicke ersetzt. Da das Programm 2n Operationsausdriicke enthélt, sind
insgesamt genau n Anwendungen nétig bis keine Anderung mehr erfolgt. O

Erwéhnenswert ist, daft es auf die Reihenfolge von Tog und Top nicht ankommt. Im obigen Be-
weis wurde zuerst Tog angewendet, da im Programm zuerst eine Kopierpropagation moglich war.
Man kann aber genausogut eine Programmfolge angeben, bei dem eine Common Subexpression
Elimination als erster Schritt notwendig ist.

Beispiel 3.2.11: Wihle dazu statt 1 im obigen Programm

PLi=y —

Z — x;

Man sieht sofort, daf man hier mit Top beginnen muf.

Daher ist ggf. eine zusétzliche Anwendung der Komposition der beiden Transformationen einzupla-
nen, denn die erste Transformation kénnte wirkungslos bleiben. Es wére interessant zu wissen, ob
es eine obere Schranke fiir die Anzahl der Iterationen von Tog o Top gibt.

Satz 3.2.12 (Obere Schranke fiir Anwendungszahl von TcgoTep): Sein := (X, Uin, Uput, 3) €
LC mit B := aq;...;ap und a; := x; < e; gegeben. Setze

m = |{i € {1,....n}e; = f(uy,...,u,) fir ein f € F" und uj € VUC}.

Dann gilt fir T :=Tog o Top:
Tm+1(7T) _ T(Terl(ﬂ_))

Beweis: m reprasentiert die Anzahl der Operationsausdriicke im Programm 7. Nach jeder Anwen-
dung der Common Subexpression Elimination, bei der nicht Tog(m) = 7 gilt, d.h. noch Verénde-
rungen stattfinden, enthélt das Programm mindestens einen komplexen Ausdruck weniger.

Da Tcp idempotent ist, folgt, dak in dem Fall, daf T g keine Anderung mehr bewirkt, auch zwei
aufeinanderfolgende Anwendungen von Top kein zusédtzliches ,Optimierpotential beziiglich Tog
erzeugen konnen (dies gilt natiirlich analog fiir den symmetrischen Fall, dafs sich zuerst ein T p-
optimales Programm ergibt).
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Tor(n) Tes(Ter(m)) | Ter(Tos(Tor(n)) | Toc(Top(Tes(Tor(m))))
U — 3; U — 3; U — 3;
Ve—x—Y; |ta—x—Y; | ta —x—1Y; to — x —;
v — ta v to;
w «— 4; w «— 4; w «— 4;
Tz —y; | T to; x — to;
U T =Y, | U T —Y; u—t2 —y; u—ty —y;
T—uxd; | x—uxd; T u k4
U— 2%u; | u— 2%xu; U — 2% u; U — 2% u;
v — 3 v — 3; v — 3; v — 3

Abbildung 3.2: Anwendung von Toopr auf m aus Abbildung [T

Es wird also nach maximal m+ 1 Iterationen ein Fixpunkt von T erreicht, weil die erste Anwendung
von Teg u.U. wirkungslos bleibt. O

Die oben angegebene untere Schranke léft sich u.U. noch weiter verfeinern. Da Tcg bei jeder
,erfolgreichen Anwendung mindestens zwei komplexe Ausdriicke optimiert, und die den temporéaren
Variablen zugewiesenen Ausdriicke keine weiteren giiltigen Wiederholungen haben diirften, ist zu
vermuten, dafs L%J + 1 Applikationen von T ausreichen.

In der Praxis ist es sicherlich sinnvoll, nicht ,blind“ die im schlechtesten Fall nétige Anzahl an
Applikationen zu verwenden, sondern ein bedarfsgesteuertes Verfahren einzusetzen.

Definition 3.2.13 (Tcpcs als Fixpunktiteration): Fir 7 € £C und T := Top o Tog sei die
Transformation Tepcos : LC — LC definiert durch:

o falls T(m) =7
Topes(m) = { Tepes(T(w))  sonst
Tes und Top werden also solange im Wechsel angewendet, bis ein Fixpunkt erreicht ist. Dieser
existiert geméaf Satz

Aus den bisherigen Beobachtungen und der Tabelle in Abbildung B kénnen wir nun eine Rei-
henfolge fiir die Teiltransformationen ableiten, um einen moglichst guten Optimierungseffekt zu
erzielen:

1. Konstantenfaltung (nicht von anderen Transformationen verbesserbar)

2. Wiederholte Anwendung von Common Subexpression Elimination und Kopierpropagation im

Wechsel
3. Dead Code Elimination (wird durch T¢p und Tor begilinstigt)

Eine andere Reihenfolge wére ungiinstig, z.B. wiirde ein Vorziehen der Dead Code-Elimination an
den Anfang dazu fiihren, daft durch die anderen Transformationen entstehender Dead Code nicht
entfernt werden kann. Es wére aber denkbar, die Dead Code Elimination zusétzlich direkt nach
der Konstantenfaltung (also vor Topcg) anwenden, da durch die Entfernung von Anweisungen in
manchen Fallen der Fixpunkt von Tgopog etwas schneller erreicht wird. Dies wiirde allerdings auch
die Komplexitit (vor allem beweistechnisch) erhéhen, daher soll davon abgesehen werden.

Definition 3.2.14 (Gesamttransformation): Tcopr := Tpc o Tepeos © Tor sei die aus den
klassischen Verfahren zusammengesetzte Gesamttransformation.
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Beispiel 3.2.15: In Abbildung ist ein Rechenbeispiel fir die Tooppr-Transformation fiir un-
ser Beispielprogramm aus Abbildung [Tl dargestellt, wobei als Ausgangspunkt das bereits Top-
optimierte Programm aus Beispiel dient. Aus Ubersichtlichkeitsgriinden wurde hierbei auf
eine detaillierte Auflistung der einzelnen Analyseinformationen verzichtet.

Bereits nach einer Anwendung von Top o Teog wird hier der Fixpunkt erreicht (erkennbar daran,
dak in Top(Tes(Top(m))) keine zwei gleichen Operationsausdriicke mehr existieren).

Es ist nun noch zu priifen, ob Toopr die Anforderungen von Definition erfullt.
Satz 3.2.16: Toopr ist eine Programmitransformation.

Beweis: Es sind drei Eigenschaften zu zeigen, die aber alle aus bereits bewiesenen Aussagen folgen:

1. Tcopr ist korrekt.
Da Tcopr aus korrekten Verfahren aufgebaut wurde (die Korrektheit der klassischen Verfah-
ren wurde in Abschnitt 2] gezeigt), ist die Gesamttransformation ebenfalls korrekt.

2. Toopr ist idempotent.
Tcor ist nach Lemma B.2.9 von keinem der klassischen Verfahren verbesserbar. Daher ist

Ter(Teopr(m)) = Tecopr(m) (*)

Die nun folgende Anwendung von Tepeos kann wegen (x), der Idempotenz von Tepes (nach
Definition) und aufgrund der beiden Korollare und BZ8 nach denen weder Tpe — Tcs
noch Tpe — Tep gilt, ebenfalls nichts mehr &ndern (wenn (%) nicht gelten wiirde, wéire nach
Korollar eine Verdnderung moglich gewesen, da Top — Tog). Wir erhalten also:

Tepos(Tor(Toopr(m))) = Teopr(m)  (+*)

Die nachfolgende Dead Code Elimination fithrt wegen (x%) und der Idempotenz von Tpc
ebenfalls zu keiner Anderung. Also ist Tcopr idempotent.

3. Tcopr arbeitet deterministisch.
Die Aussage folgt aus dem Determinismus der Teilverfahren und daraus, daf nach Satz
eine obere Schranke fiir die Anzahl der Anwendungen von Tog o Top existiert (sonst wére die
Terminierung gefahrdet). O

3.3 Simulation des DAG-Verfahrens durch Einzeltransformationen

In diesem Abschnitt werden wir versuchen, aus Einzeltransformationen ein Verfahren zu konstru-
ieren, das der DAG-Optimierung beziiglich Codeeflizienz gleichkommt. Dies ist insbesondere auch
deswegen interessant, da sich die klassischen Transformationen relativ einfach fiir iterative Program-
me erweitern lassen [2], wihrend die DAG-Optimierung hier konstruktionsbedingt passen mufs. Die
Gesamttransformation Toopr kidme als ein Kandidat fiir eine solche zusammengesetzte Transfor-
mation in Frage.

Die direkte Gleichheit Toopr = Tpac kann offensichtlich nicht gelten, da sich schon aufgrund
von Variablenbenennungen Unterschiede ergeben (man moge dazu etwa das Toopr-optimierte Pro-
gramm aus Abbildung mit dem DAG-optimierten Programm aus Abbildung vergleichen).

Algorithmus benennt die Variablen (bis auf die Ein-/Ausgabevariablen) sukzessive um, wih-
rend Toopr die im Programm vorhandenen Variablen weiterverwendet. Dies im DAG-Verfahren zu
andern wére, falls iberhaupt moglich, mit erheblichem Aufwand verbunden. Daher muf ein anderer
Ansatz gewidhlt werden.
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Definition 3.3.1 (Aquivalenz von Programmtransformationen): Seien 77,7 : LC — LC
zwei Programmtransformationen. 77 heiflt genau dann dquivalent zu Ty (17 ~ T5), wenn fiir alle
m € LC gilt:

T5(Tx(m)) = T (m) AT (To(m)) = Ta(m)

Zwei Programmtransformationen sind folglich &quivalent, wenn sie zueinander optimal sind, also
die Anwendung von 75 auf ein Tj-optimales Programm keine Anderungen mehr bewirkt und um-
gekehrt.

3.3.1 Mangel der Gesamttransformation

Man erkennt, dafs auch diese Eigenschaft fiir unsere Kandidaten Tpag und Tocopr nicht gelten
kann, da bei einer ,Verschaltung® der Form Tpac(Tcopr(m)) die DAG-Optimierung immer noch
Verénderungen an Toopr(m) vornehmen wird; das Variablenbenennungsproblem besteht nédmlich
nach wie vor.

Andererseits lieferte die zusammengesetzte Gesamttransformation in Beispiel bis auf die
Variablenbenennung das gleiche Resultat wie das DAG-Verfahren. Es liegt also die Vermutung nahe,
dafs durch eine Variablenneubenennung nach der Anwendung von Toopr ein zu Tpaq dquivalentes
Verfahren konstruiert werden kann.

3.3.1.1 Variablensubstitution als Programmtransformation

Wir wollen also zur Beseitigung des oben beschriebenen Problems eine Programmtransformation
angeben, die ein Programm so transformiert, dafs sich eine zum DAG-Verfahren passende Varia-
blenbenennunung und damit Code in SSA-Form ergibt.

Definition 3.3.2 (SSA-Transformation): Sei 7 := (3, Uiy, Toput, 3) € LC mit G := aq;...; ap, und
a; := x; < e;. Definiere fir i € {0,...,n} Substitutionsfunktionen p; : V" — V:

po = id

und fiir i € {1,...n} : pi = pi—1|zi/z;] falls x; € Vo und a; # o5 fiir j > 4
L B pi—1|zi/v;] sonst

Hierbei seien die v; paarweise verschiedene Variablen, die nicht in 7 auftreten.
Die Transformation Tgg4 : LC — LC berechnet sich wie folgt:

TSSA(W) = (E,Uinygoutaﬁl) mit B/ = Pl(xl) — /30(61);
pr(Tr) — pr—1(ex);

Pn(Tn) < Pn—1(€n);
hierbei ist p; die monotone Fortsetzung von p; (wie in Definition fiir 0 definiert).
Von Tsga werden alle linksseitigen Variablen, aufter Ausgabevariablen in ihrer letzten Zuweisung,

in neue Variablen umbenannt. Dadurch erhélt man offensichtlich ein Programm in SSA-Form. Fiir
die v; gibt ¢ immer den Index der Anweisung ihres ersten Auftretens an.
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Beispiel 3.3.3: Wir wollen die Definition anhand eines Beispiels demonstrieren, dazu verwenden
wir Toopr () aus Beispiel Fiir die p; werden nur diejenigen Argumente angegeben, die nicht auf
sich selbst abgebildet werden. Es ergibt sich folgende Berechnung (zur Erinnerung: v, = (u,v)):

Tcorr(m) | ps | Tssa(Tcopr(m))

to —x—y; | {ta—>v1} pi(tz) < po(z —y)i=v1 — x —y;
Uty —y; | {t2 = vi,u = va} | p2(u) «— pilta — y);=v2  v1 — y;
u—2xu; | {ta— v1} p3(u) — pa(2 % u); = u — 2 * vo;

v 3; {t2 = v} pa(v) = p3(3);=v < 3;

Das Resultat ist identisch zu Tpac(m) (Abbildung EZ3)). Mit der Idempotenz der DAG-Optimierung
(Satz ZZTH) folgt daher Tpag(Tssa(Tcopr(m))) = Tssa(Tcopr(m)) fir dieses Beispielprogramm.

Fiir die SSA-Transformation werden wir ausnahmsweise einmal nicht alle Eigenschaften von Pro-
grammtransformationen einzeln tiberpriifen, denn Korrektheit, Idempotenz und Determinismus sind
offensichtlich. Da das Verfahren entwickelt wurde, um ,DAG-kompatible“ Variablennamen zu erhal-
ten, ist Tpag optimal beziiglich Tgga.

Auch fiir iterative Programme mit Vezweigungen und Spriingen 14#t sich eine SSA-Form berechnen
I3, [14], welche fiir viele globale Optimierungen in iterativen Programmen hilfreich ist.

3.3.1.2 Nicht entfernbare Kopieranweisungen

Wir kénnten nun versuchen, die Aquivalenz von TssaoTcopr und Tpag zu zeigen. Dieser Beweis-
versuch wire jedoch zum Scheitern verurteilt.

Satz 3.3.4: Es gilt Tssa o Tcopr % Tpag, d.h. es gibt ein m € LC, so dafl

Tpac(Tssa(Tcopr(m))) # Tssa(Tcopr(m)).

Beweis: Betrachten wir das Programm 71 (mit den Ausgabevariablen y und z) aus dem Beweis von
Satz und wenden Tsg4 o Tcopr auf mp und schlieflich Th g auf das erhaltene Ergebnis an.
Es ergeben sich folgende Resultate:

m | Tssa(Tcopr(m)) | Toac(Tssa(Teopr(m))))
U1 f(x>x);
y<—f(.%',.%')7 Y <— V13 y&f(max)a
z— f(x,x); | 2 — vy; Z —y;
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Die Common Subexpression Elimination sorgt fiir die Einfithrung einer neuen temporéren Variable,
die dann in Kopieranweisungen den Ausgabevariablen zugewiesen wird. Die Kopierpropagation kann
diese Kopieranweisungen nicht riickgdngig machen, da sozusagen riickwértig substituiert werden
miifite.

Dieser Fall kann tibrigens nur auftreten, wenn die Kopierzuweisungen an Ausgabevariablen erfolgen,
die spéater keinen neuen Wert erhalten. Denn sonst ist eine Propagation moéglich und die entspre-
chenden Kopieranweisungen werden Dead Code.

Bei der Anwendung des DAG-Verfahrens auf Tsga(Tcopr(m1)) erhdlt man hingegen nur einen
Operationsknoten ki, auf den val(y,3) und val(z,3) verweisen. Bei der Codegenerierung mittels
Algorithmus 220 wird folglich in Schritt §(k1) := y gesetzt, da last(y) = 2 < last(z) = 3. Dadurch
wird eine Kopieranweisung bei der Codegenerierung eingespart.
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3.3.1.3 Riickwirtige Kopierpropagation

Um trotz der im vorangegangenen Abschnitt aufgetauchten Probleme ein Tpag-Aquivalentes Ver-
fahren zu erhalten, bieten sich folgende Losungsansétze an:

1. Anderung der DAG-Codegenerieung (Algorithmus EZZ3)), so dak keine Umbenennungen von
Knotennamen in Ausgabevariablen mehr stattfinden und fiir jede Ausgabevariable eine Ko-
pieranweisung eingefiigt wird.

2. Modifikation der Common Subexpression Elimination zur Verhinderung der Einfiigung von
unnotigen Kopieranweisungen.

3. Entwurf eines neuen Verfahrens, das in Kombination mit den bisherigen eine Tp g4g-dquivalente
Transformation ermdglicht. Es sollte die im Beweis von Satz B34 auftretenden ,,Anomalien®
eliminieren.

Der erste Ansatz ist sicherlich der am wenigsten sinnvolle, denn ein Optimierungsverfahren abzu-
schwéchen und dadurch ein schlechteres Resultat als das mogliche in Kauf zu nehmen, ist wenig
wiinschenswert. Die Modifikation der Common Subexpression Elimination wiirde sich recht kompli-
ziert gestalten, da in manchen Fallen das Einfiigen von zwei Kopieranweisungen unvermeidbar ist,
um die Korrektheit zu gewédhrleisten. Es wire dann u.U. ein zusétzlicher Analyseschritt nétig und
die bisherigen Untersuchungen zur Common Subexpression Elimination (Korrektheit, Idempotenz,
Verhalten im Hinblick auf die anderen Verfahren) miiften erneut durchgefiihrt werden.

Im folgenden wollen wir also den dritten Ansatz verfolgen und eine Programmtransformation ent-
werfen, die die zusétzlichen Kopierzuweisungen an Ausgabevariablen nachtraglich entfernt. Das
Verfahren arbeitet mit einer Riickwértsanalyse.

Definition 3.3.5: Sei m = (3, Uiy, Uout, #) €in LC-Programm mit ¥ = (F,C), 8 = a1;...;a, und
a; = x; < e;. Definiere fiir eine Anweisung «; und I := B((Vy x Vi x {1,...,n}) UV;) die Transfer-
funktion ¢, : I — I durch:

lo,; = gengy, o kill,, mit kill,gen : I — I

killo,(M) :== M\{(y, 2,j) € M|x; =y oder z € V,,, j € {l,...,n}}
geng, (M) == M U{(y,zi,i)|le; =y € V\(M U Vo) und z; € Vi \M } U {;}

Die Transferfunktionen ¢, , ..., t4, bestimmen nun ausgehend von der Startinformation () die Mengen
der Analyseinformationen:

RC; = Qg1 (Rci+1) flir 1 € {TL —-1,.. 1}

In der Analysemenge RC; einer Anweisung «; ist also genau dann das Tupel (y,z,j) enthalten,
falls in einer Anweisung ¢, j > i eine Zuweisung der Form z «— y mit 2 € Vo und y ¢ Vi
erfolgt ist, y nach «; auf keiner linken Seite auftaucht, und x ebenfalls auker in o; nach «; nicht
neudefiniert wird sowie zwischen «; und «; nicht verwendet wird. Der dritte Eintrag j wird im
folgenden Algorithmus zur Garantie des Determinismus benotigt.

Das zusitzliche ,,Aufsammeln“ der linksseitigen Variablen dient zur einfachen Uberpriifung, ob eine
Variable spéter (nach a;) neudefiniert wird.

Algorithmus 3.3.6 (Riickwértige Kopierpropagation): Sei 7 wie in Definition und ei-
ne Variablensubstitution § : V; — Vi gegeben. Definiere Tre : LC — LC durch Tro(w) =
(3, Tin, Uout, 3'), wobei 8" wie folgt berechnet wird:
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1. Setze 6 :=id und ' := e.
2. Fir i = 1,...,n (Fallunterscheidung nach dem Typ von e;):

a) e = f(uy,...,u,) fiir ein f € F):
Falls ein y € Vpy existiert, so dak (z;,y,7) € RC; (wenn mehrere solcher y existieren,
withle das Tupel mit dem kleinsten ) und setze

B=py—d(e)
§ = 0[zi/y]

b) Sonst: Weitere Fallunterscheidung

(i) e; =y € V und d(y) = §(z;): Keine Anderung von 3.
(ii) Somst: Setze 3 := 3" - 6(ay).
Man erkennt, dafs keine transitiven Beziehungen beriicksichtigt werden. Das ist zur Beseitigung der

in Abschnitt festgestellten Anomalie aber auch gar nicht notwendig. Zur Verdeutlichung
wollen wir den Algorithmus anhand eines Beispiels demonstrieren:

Beispiel 3.3.7: Als Ausgangsprogramm verwenden wir die Toopr-optimierte Fassung des Pro-
gramms 7y aus dem Beweis des Satzes B2ZI0, d.h. 7 := Teopr(m) = ({fP1,0), (z), (v, 2),8)
mit

B =t — f(x,x);
t4 — f(tla'r)ﬂ
Y tg;

z — ty;

Es ergibt sich dann folgende Rechnung (sei 7’ := Tre(n) := ({fP},0), (z), (v, 2), 8')):

il B | RC; K | B

1|t flz,2); | {tay, 2} id t1 — f(z,2);
2 t4<—f(t1,.%'); {(t4,y,3),(t4,z,4),y,z} id[t4/y] y<—f(t1,.%');
3 Y — tg; {(t4a Z, 4)a Z} Zd[tﬁl/y]

4 | 2z ty; 0 id[ty/y] | z — v;

Wenn man nun auf 7’ die Transformation T'sg4 anwendet und danach das DAG-Verfahren auf das
Resultat, erhélt man wieder ﬂﬂ. Fiir dieses Beispiel gilt wurde also der erwiinschte Effekt durch die
Einfiihrung der riickwéartigen Kopierpropagation erzielt.

Die riickwértige Kopierpropagation fiihrt nur Substitutionen fiir Variablen durch, die keine Ausga-
bevariablen sind. Dies ist fiir die Vollstandigkeit des Programms (Wohldefiniertheit der Variablen)
unabdingbar, denn sonst kénnte durch den Wegfall einer Zuweisung an eine Ausgabevariable diese
undefiniert sein.

Das Verfahren reicht jedoch aus, um das oben beschriebene Phénomen der zuséitzlichen Kopier-
zuweisungen an Ausgabevariablen zu beseitigen, da die Common Subexpression Elimination neue

3Zur Einhaltung des Determinismus notwendig.
4 Auf eine Demonstration wird hier verzichtet. Der Leser moge dies selbst nachpriifen.
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Variablen einfiihrt, die nur einmal einen Wert erhalten und selbstversténdlich keine Ausgabevaria-
blen sein kénnen.

Wie bei allen klassischen Verfahren aufer der Konstantenfaltung gilt auch fiir Tre die starke Aqui-
valenz von Quell- und Zielprogramm.

Satz 3.3.8 (Korrektheit): Fir alle m € LC gilt m ~ Tre ().

Beweis: Sei w := (X, Ui, Uout, f) mit X := (F,C), B := ay;...; ap sowie ; = z; « e; und Tro(7) 1=
7' = (2, Tin, Vout, ). Wir zeigen fiir alle y € Vi, daf t:(y) = t(y) gilt. Nach Satz folgt
dann die Behauptung.

Wir betrachten 0.B.d.A. den vereinfachten Fall, daf Trc nur eine Variable substituiert. Dies reicht
aus, da die Ersetzungen unabhéngig voneinander sind, d.h. man kénnte den Algorithmus so modi-
fizieren, daf er bei jeder Anwendung nur eine Substitution vornimmt (damit wére natiirlich keine
Idempotenz gegeben).

Es liegt also folgende Situation vor:
1. Es existiert ein i € {1,...,n}, so dak e; = f(uy,...,u,) fiir ein f € F().
2. (xj,zj,j) € RC; fiir ein j > ¢ und B(xi,v, k) € RC; mit k < j.
3. @ & Vout, Tj € Vout.

4. aj =xj «— x;.

5

Lz ¢ UZ:j+1{mk}UUi;iﬂ{xk}UUi:iH{Vek}, da sonst 2. aufgrund von Definition B3 DI nicht

gelten wiirde.
6. Aus 2. folgt ebenfalls: z; ¢ U;_; 1 {zx}
Fiir 3 ergibt sich dann gemaf Algorithmus B30

X1 < €1,
T2 < €2;

Ti—1 < €i—1;
Tj < €45

Tip1 — 6(eiq1);  (mit & = id[z;/x;])

zj1— 0(ej_1);

zjy1 — 6(ej11);

Tp — d(en);

Wegen 6. reicht es fiir k > i, k # j, § nur auf e, und nicht die gesamte Anweisung oy, anzuwenden.



70 3 Vergleich der Optimierungsverfahren

Nach Definition gilt damit fiir die Termdarstellung von m beziiglich y € V,;:

tr(y) = ylon/en].[xj01/ellxs/es][zj1/ej ). [wipr /e ][zi/e[wio1 /eia]. . [x1 /]

= ylen/en]. w1 /ejllz/@illwi /e ] Jwin Jein ][/ @) x5/ el [wi1 [ei]..[r1 /ei]

= ylan/enlwi/zg). [wj1/ejl@i/ @)z /xi][ws/25) (w1 fej] e/ 25).
[Tir1/eirlli/zs][z;/eillwioi/ei1]..[31/e1]

= ylon/en][zi/z)].. . [wj1 /5] [®i/ 5] [xj-1/€j-1][wi/zj]...
[Tir1/eita][zi/z5][xj/eillwio1/ei1]..[x1/e1]

= ylzn/d(en)) - [xj11/8(ej1)][xj-1/8(ej—1)]-[wit1 /8 (eiv)[zj/eil[wio1/eia]...[w1/e1]

= t2(y)

Tre arbeitet also korrekt. O

Damit die riickwartige Kopierpropagation die Eigenschaften einer Programmtransformation geméfs
Definition erfiillt, mufs zusétzlich die Idempotenz gelten. Der Determinismus der Transfor-
mation ist hingegen offensichtlich.

Korollar 3.3.9: Fir alle m € LC gilt Tre(Tro (7)) = Tre (), d.h. Tre ist idempotent.

Beweisskizze: Die Aussage ist klar, denn bei der ersten Anwendung von Trco werden, iiberall, wo es
geméfs der Definition von Tre moglich ist, Ausdriicke der Form ¢ « f(uq,...,u,) mit ¢ & Vi ()
durch y «— f(uy,...,u,) ersetzt mit y € Vpy. Bel einer zweiten Applikation von Tre sind dann
aufgrund der Beschrinkung (x) keine weiteren Ersetzungen moglich. O

Wir wollen uns abschliefend der Frage widmen, ob die DAG-Optimierung Tro-optimal ist. Diese
Eigenschaft hatten wir fiir alle klassischen Transformationen in Abschnitt Bl gezeigt.

Satz 3.3.10: Es gilt Tre(Tpac(m)) = Tpac(w) fir alle m € LC.

Beweis: Sei Tpag(m) = (2, Ui, Uput, ) mit 3 := (F,C) und f := a1;...;a,,. Man nehme an, es
gelte Tre(Tpac(m)) # Tpag(m). Dann gibt es eine Anweisung a; = y «— x in Tpag(w), so dak
y € Vout sowie eine Anweisung a; = = «— f(uq,...,u,) fiir ein f € F) und i < j. AuRerdem muR
(z,y,7) € RC; gelten. Eine wichtige Voraussetzung fir (z,y,j) € RC; ist, dak x ¢ Vi, gelten muf.

Bei der Codegenerierung fiir einen DAG (Algorithmus EZ20) werden Kopieranweisungen fiir Aus-
gabevariablen eingefiigt, die noch keinen Wert haben (Schritte 3 oder 8). Sonst treten keinerlei
Kopieranweisungen auf. Die Kopieranweisung «; kann nur dann eingefiigt werden, wenn bereits
eine andere Ausgabevariable als linke Seite in «; bei der Codegenerierung fiir den entsprechenden
Operationsknoten eingefiigt wurde (Modifikation der Substitutionsfunktion §) oder gar keine Ope-
rationsknoten existieren (dann existiert auch «; nicht in obiger Form). Fiir «; gilt demnach x € Vi
und es ergibt sich ein Widerspruch. O

Das neue Verfahren wurde speziell entworfen, um die Probleme von Toopr zu beseitigen, also
zusétzliche Kopierzuweisungen an Ausgabevariablen zu entfernen. Daher sollte es genau nach Toopr
angewendet werden, denn es erzeugt keinen Dead Code. Die neue Reihenfolge wire ist also jetazt:

TssaoTre oTocopr =: Tcopt

Die reine Umbenennungstransformation Tgg4 wird zuletzt ausgefiihrt, denn sie soll die ,Variablen-
kompatibilitat® zu Tp 4g gewadhrleisten.
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3.3.1.4 Schwachstelle: Propagation von Kopien

Man mag annehmen, daf mit der modifizierten Transformation Toopy endlich die Aquivalenz zu
Tpag gilt. Dies ist jedoch immer noch nicht der Fall:

Satz 3.3.11: Es existiert ein m € LC, so dafl Tpac(Tcopr (7)) # Teopr/(w), also gilt nicht
Teoprr ~ Tpac-

Beweis: Konstruktion eines LC-Programms 7 als Gegenbeispiel:

= (({f,9},0), (%), (y,2), B) mit 3 :=t « x;
r — f(x);
y—1

z — g(z);

Die Anwendung von Tcoprr auf m und die nachfolgende Applikation von Tp g ergeben:

Teorr () | Tpac(Teopr (7))

V1 < T
vy — f(&); | v1 < f(2);
Y — vy, Yy

z —g(va); | z— g(n);

Damit gilt die Aquivalenz nicht. O

Wollen wir den Ablauf der Berechnung von Toopr auf m einmal etwas genauer betrachten, um die
Schwachstelle zu identifizieren:

1. Es sind keine Konstanten im Programm vorhanden, also kann T nichts verdndern.
2. Es gibt keine Ausdriicke mit gleichem Operationssymbol, also bleibt auch Tog wirkungslos.

3. Tep kann keine Optimierungen durchfiihren, da das zunéchst generierte Tupel (¢, z,1) wegen
der Anweisung = <« f(x) wieder aus C' P, geloscht wird, also in C'Ps nicht mehr vorhanden
ist. Es ist jedoch offensichtlich, dafs y eine Kopie des ,ersten x zugewiesen bekommt. Nach
einer Umbenennung des linksseitigen z in der zweiten Anweisung (entsprechende Anderungen
der Folgeanweisungen vorausgesetzt) konnte eine Optimierung durchgefiihrt werden.

Da Tcpes keine Anderung bewirkt, bricht die Iteration (nach einem weiteren Schritt) ab.
4. Da kein Dead Code in 7w vorkommt, belédfst auch Tpe 7 unverdndert.
5. Tre bleibt wirkungslos, da die erste Anweisung keinen Operationsausdruck enthalt.
6. T'ssa nimmt schlieklich eine Umbenennung vor.

Die Kopierpropagation ist also nicht ,stark® genug. Interessant ist aufserdem, daf eine zweite Anwen-
dung von Teopr auf Toopr(m) eine Optimierung bewirken wiirde. Daraus folgt natiirlich auch,
dafs Tooprr nicht idempotent ist und Tgga — Top gilt.

Dieses Problem tritt offenbar nicht auf, wenn das Eingabeprogramm in SSA-Form vorliegt, d.h.
fiir jede Zuweisung eine neue, bisher unbenutzte, Variable verwendet wird, denn dann kénnen die
Kopierketten nicht durch Uberschreiben eines Wertes unterbrochen werden. Um diese Eigenschaft
herzustellen reicht die Anwendung von Tsg4.
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3.3.2 Erweiterte Gesamttransformation

Die Transformation Toop7r ist also so zu modifizieren, daf bei jeder Anwendung der Kopierpropa-
gation ein Programm vorliegt, das die Single-Assignment-Figenschaft erfiillt. Man kénnte vor jede
Anwendung der Kopierpropagation einen Tgg4-Schritt schalten, denn dann ist dies auf jeden Fall
sichergestellt.

Es reicht jedoch aus, ganz am Anfang ein einziges Mal die SSA-Transformation auf das Eingabe-
programm anzuwenden. Die Griinde hierfiir sind:

e Da Tor keine neuen Anweisungen einfiigt und nur Ersetzungen von rechtsseitigen Variablen
und Ausdriicken durch Konstanten vornimmt, bleibt die SSA-Eigenschaft auch nach der Kon-
stantenfaltung erhalten.

e Die Common Subexpression Elimination fiigt zwar neue Anweisungen ein, diese verwenden
jedoch neue, noch nicht im Programm vorhandene Zuweisungsvariablen. Daher erhélt auch
Tog die SSA-Eigenschaft.

e Top nimmt wie die Konstantenfaltung nur Ersetzungen auf rechten Seiten von Zuweisungen
vor. D.h. auch nach der Anwendung von T¢p liegt nach wie vor Code in SSA-Form vor (dies
ist wichtig, da Tcg und Top ja mehrmals im Wechsel ausgefiihrt werden kénnen und bei jeder
Anwendung von Tep die Eigenschaft noch erfiillt sein mu#).

Damit sind nun die Voraussetzungen geschaffen, um eine neue Transformation zu definieren, die

hoffentlich dquivalent zum DAG-Verfahren ist.

Definition 3.3.12 (Erweiterte Gesamttransformation): Fir 7 € LC sei die erweiterte Ge-
samttransformation Txopr : LC — LC definiert durch:

Txopr :=Teopr © Tssa = Tssa o Tre o Tpe o (Tep o Tes)* oTcr o Tssa
—_——

Tcpos

Hierbei soll die x-Notation andeuten, daf solange iteriert wird, bis ein Fixpunkt (nach endlich vielen
Schritten, siehe Satz BZZT2)) erreicht wird.

Bevor wir priifen, ob T'xopr eine Programmtransformation nach Definition EX0LTH ist, muf noch die
Giiltigkeit einiger Verbesserungsrelationen, an denen die riickwértige Kopierpropagation beteiligt
sein konnte, geklart werden:

Lemma 3.3.13: Es gelten die folgenden Beziehungen:
1. Tre # Tpc
2. Tre — Tcs
3. Tre — Tcop
4. Tre(Top(m)) = Top(m) fir alle m € LC, die in SSA-Form vorliegen.
5. Tre(Topes(m)) = Tepes(m) fir alle m € LC in SSA-Form.
o

- Tre # Ter
Beweis:
1. Sei m = (X, Tin, Uout, ) € LC mit § = ay;...;a, ein Tpo-optimales Programm und in
7 existiere eine Operationsanweisung oy = x «— f(uq,...,u,) sowie eine Kopieranweisung

=y xzmit] >kund y € Vou, © ¢ Vour und es gelte (x,5,1) € RCy (H(z,v,m) € RC},
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mit m < ). Dann wird oy durch o) ==y < f(u1,...,u,) ersetzt und o aus dem Programm
entfernt.

Annahme: Durch die Entfernung von «o; entsteht Dead Code.

Es gibt also eine Anweisung «; = z < e mit z ¢ LV, wobei LV; die Live Variable-
Analysemengen in 7’ := Tre(7) und LV jene in 7 seien. Fiir £ <4 <[ gilt nun = ¢ LV; und
y € LV/, wiahrend in 7 t € LV; und y ¢ LV; galt. Fiir ¢ < k bzw. ¢ > [ ergibt sich aufgrund
obiger Modifikation keine Anderung.

Da aber nach Definition B3H bei (x,y,l) € RC}, gilt, daf x in «;, i > k nicht als Zuweisungs-
variable benutzt wird, kann durch die Anderung kein zusitzlicher Dead Code auftreten.

2. Gegeben sei das folgendes Tog-optimale Programm 7:

= (({£,9},0), (), (y1,y2,93), B) mit §:= z «— f(x);
Y1 —
Yo« g(z);
ys < g(v1);

Nach der Anwendung von Tgrc erhélt man

7' = Tro(n) = (({f.9},0), (@), (Y1, y2,y3), 8') mit §' =y — f(x);
Y2 <_g(y1)7
y3 — g(y1);

Eine Anwendung von Tog auf 7’ fiihrt nun zu einer entsprechenden Optimierung.

3. Eine Verbesserung der Kopierpropagation ist bei dem untenstehenden Ty p-optimalen Pro-
gramm 7 moglich:

= (({f7g}7®)7 (.%'), (y7 Z)aﬁ) mit 3=t « x;
z — f(z);

Yy—

z— g(t);

Anweisung 2 sorgt durch Uberschreiben von z dafiir, daf das entsprechende Tupel (¢,z,1)
wieder geldscht wird. Die Angabe der einzelnen Berechnungsschritte mochten wir uns hier
sparen.

4. Ein Entfernen von Eintrigen aus den CP-Informationen durch gezieltes Uberschreiben von
Variablen ist unmoglich, wenn 7 in SSA-Form ist. Dann sind die entsprechenden Tupel ab dem
ersten Auftreten immer verfiigbar und es kénnen alle Vorkommen einer Kopiervariable auf der
rechten Seite ersetzt werden. Dann kann sich aber durch Tro kein neues Ersetzungspotential
ergeben, da Kopieranweisungen entfernt anstatt hinzugefiigt werden.

5. Aus 4. und der iterativen Anwendung von Top o Teog folgt, daft die Moglichkeit durch Ko-
pieranweisungen die ,wahren Argumente eines Funktionsausdrucks zu ,verschleiern®, verhin-
dert wird. Fiir das Programm aus Fall 2 wiirde beispielsweise schon die einmalige Anwendung
von Top eine Optimierungsmdglichkeit fiir Tog ergeben. Wenn nun 7 zusétzlich in SSA-Form
vorliegt, konnen die entsprechenden T p-Substitutionen wie im Fall 3 nicht verhindert werden.

6. Sei 7 := (3, Uin, Uout, B) € LC mit B := aq;...;ay ein Top-optimales Programm und 7/, oy
und o seien wie unter 1. gegeben, so daf (x,y,1) € RCy und A(v,w, m) € RCy mit m < I.
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Dann gilt RDy(z) = RD;(y) = L, denn sonst wére f(u1, ..., u,) zu einer Konstante auswert-
bar gewesen. Da auch nach der Transformation in 7’ RD;(y) = RDj(y) = L gilt, und alle
Vorkommen von x durch y ersetzt werden, dndert sich nichts an der Konstanteninformation in
den weiteren Anweisungen. Eine zusétzliche Anwendung von T p wiirde also nichts bewirken.

Damit wurden alle sechs Aussagen gezeigt. O

Jetzt kdnnen wir iiberpriifen, ob Txopr die Programmtransformations-Eigenschaften erfiillt.

Satz 3.3.14: Die erweiterte Gesamttransformation ist eine Programmiransformation, denn es gilt:

1. Txopr ist korrekt; fir eine Interpretation A gilt Txopr(7) ~g 7 fir alle m € LC mit zu A
passender Signatur.

2. Txopr st idempotent, d.h. TXOPT(TXOPT(W)) = TXOPT(W) fiir alle m € LC.

3. T'xopr arbeitet deterministisch; das Ergebnis ist allein durch die Fingabe bestimmd.

Beweis:

1. Die Aussage ist klar, denn alle an Txopr beteiligten Verfahren sind korrekt. Die entsprechen-
den Beweise finden sich fiir die klassischen Verfahren im Abschnitt 21l und fiir Tre gilt die
Korrektheit nach Satz B38 Tgs4 wurde in Abschnitt B3 T als ,offensichtlich korrekt” ein-
gestuft. Wegen der Konstantenfaltung gilt nur die schwache Aquivalenz, obwohl alle anderen
beteiligten Verfahren die starke Aquivalenz erhalten.

2. Seim € LC und 7’ := Txopr(w). Da Tss offensichtlich idempotent ist, gilt Tsga(7') = 7. Die
Konstantenfaltung ist nach Lemma von keinem der klassischen Verfahren verbesserbar
und es gilt nach Lemma genausowenig Tro — Tor. Aufgrund der Idempotenz von Top
folgt nun Top(n') =«

Tepces ist seiner Definition nach idempotent (Fixpunktiteration), aber es gilt Tssa — Topcs
wie wir anhand des Beispielprogramms aus dem Beweis von Satz B3T1] gesehen haben. Da
jedoch Tsg4 sowieso vorab ausgefiihrt wird, und die SSA-FEigenschaft der Eingabe dadurch
garantiert ist (denn Top, Tog und Teop erhalten die SSA-Eigenschaft; siehe Abschnittsbeginn),
ist keine weitere Anderung zu erwarten. Mit Tpc 4 Top und Tpo /4 Tos sowie der Aussage
5 aus Lemma folgt dann Topeg(n') = 7.

Da Tre # Tpce gilt (Punkt 1 in Lemma B3 T3)), kann Tpe ebenfalls keine Anderungen mehr
an 7’ vornehmen, es gilt also Tpc(n') = n’. Wegen der Idempotenz von Tre (Korollar B39
erhalten wir Tro(7') = 7', Fiir den abschliefenden Tisg4-Schritt gilt ebenfalls Tsga (') = 7/,
da die anderen Verfahren keine Anderungen bewirkt haben, und die Variablenbenennung daher
noch durch den letzten Tgg4-Schritt des ersten T'xopr-,,Durchlaufs vorgegeben ist.

3. Der Determinismus folgt aus dem Determinismus der Einzeltransformationen. O

3.3.3 Aquivalenz von DAG-Verfahren und erweiterter Gesamttransformation

Nun ist zu priifen, ob die Anderungen an Toopr ausreichen, um die erweiterte Gesamttransformati-
on Txopr dquivalent zum DAG-Verfahren zu machen. Vorab sind einige Hilfsaussagen zu zeigen.

Lemma 3.3.15: Sei 7 ein Dead-Code-optimales LC-Programm und D, = (G,val,last) mit G =
(K, L,lab, suc) sein DAG. Dann sind alle k € K ausgaberelevant.

Beweis: Es gelte m =: (X, Ui, Uput, §) mit = aq;...; o und o; = z; < e;. Aukerdem gilt z; € LV
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wegen der Voraussetzung, dall 7 optimal bzgl. Tpe ist. Fir € V; und i € {1,...,n} reicht es aus,
Zu zeigen:

x € LV; = val(z,1) ist ausgaberelevant

Riickwértige Induktion tiber i € {1,...,n}:
o i =n:
x € LV, = Voup = val(xz,n) ausgaberelevant geméf Definition EZZ4] (Fall 1).
e — 11— 1:
x € LV;_y = LV;\{z;} UV, da x; € LV; geméf Voraussetzung. Fallunterscheidung:

1. x € Vg, und ¢; = f(u1,...,u,;). Dann existiert ein j € {1,...r} und suc(val(z;,7),j) =
val(x,i—1). Aufgrund der Induktionsannahme und Definition EZZ4] (Fall 2) folgt: val(x,i—
1) ist ausgaberelevant.

2. x € V,, und e; = x. Dies ist nach Definition fiir LC-Programme unzuléssig.

3. z € LV;\{x;}. Mit der Induktionsannahme folgt die Ausgaberelevanz von val(z,i). We-
gen z; # x ist dann geméh DAG-Konstruktion (Alg. ZZ2) auch val(x,i — 1) ausgabere-
levant. O

Als werden wir beweisen, daft die Konstanteninformationen der Konstantenfaltung mindestens so
genau wie diejenigen von Tpag sind. Dazu zeigen wir die Umkehrung der im Beweis von Satz B T3]
gezeigten Aussage.

Lemma 3.3.16: Sei 7 := (X, Uip, Uout, B) € LC mit §:= aq;...; . Dann gilt fir alle i € {1,...,n}
und alle y € Vi:
val(y,i—1) € A= RD,(y) € A
Beweis: Induktion tiber i € {1,...,n} :
e i=1:RDi(y)=0,(y) =L
e i — i+ 1: Fallunterscheidung nach dem Ausdruck e; und der Variable y:

1. Falls e; = f(uy,...,u,) und y = z; gilt:

val(y,i) = (f)(uy, ..., u,) € A
val(uj,i—1) fallsuj eV

Col
wobei u; 1= { uj falls u; € A

Dann folgt:

Vie{l,..,r}: u; €A
2 Vje{l,....,r}: RD;(u;) € A falls uj € V, oder uj € A
= RDz‘—f—l(y) = RDZ[mZ/Ejl[[e,]]RDZ](y) = 91[[6,]]RD, cA

2. Falls e; =2z € V und y = z; gilt:

val(y,i) = val(z,i—1) € A
8 RD;(z) € A
= RDz‘—f—l(y) = RDZ[xZ/Ejl[[eZ]]RDZ](y) = 91[[62 ]]RDZ = RDZ(Z) cA
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3. Falls e; = a € A und y = z; gilt:

val(y,1) = a
= RD; [xl/g_l[[el [RD;)(y)
= RD;1(y)

4. Sonst y # x;:

val(y,i) = val(y,i —1) € A
L RDi(y) e A
= RDi1(y) = RD;[z;/Ae; [RDi)(y) = RD;(y) € A

Also gilt die Behauptung. O

Es gilt auterdem zu untersuchen, ob Topcog bei einem Eingabeprogramm in SSA-Form optimal in
dem Sinne arbeitet, daft bei der DAG-Konstruktion eines Topog o Top-optimalen LC-Programms
fiir jeden Operationsausdruck ein neuer Knoten anzulegen ist. Wére dies nicht der Fall, dann wiirde
Txopr ~ Tpac nicht gelten.

Die Konstantenfaltung muf dabei vorab ausgefiihrt werden, da auch bei der DAG-Konstruktion
eine partielle Auswertung von Ausdriicken unter Kenntnis der mit Konstanten belegten Variablen
durchgefiihrt wird (d.h. die Aussage wire sonst nicht erfiillt).

Lemma 3.3.17: Sei w := (X, Uiy, Uout, ) €in LC-Programm in SSA-Form mit ¥ := (F,C), § :=
a1 .oy, o = x; — e, Topes(Tor(m)) = m und sei Dy = (G, val,last) mit G := (K, L, lab, suc)
der DAG von 7 sowie 2 := (A, ) eine Interpretation von X. Dann ezistiert fir jedes e; ¢ V U A
eink; € K.

Beweis: Man nehme an, fiir ein [ € {1,...,n} mit ¢, = f(u1,...,u,), f € F) existiere kein k; € K.
Dann existiert geméf der DAG-Konstruktion (Alg. ZZ2) ein I’ < [, so daf ky € K mit

val(uj,l) falls u; € V
uj falls u; € A

suclh,j) = { (+)

Nach Lemma BZ3T6 kann nicht val(u;,1) € A fir alle j € {1,...,r} mit u; € V gelten, da 7 optimal

bzgl. der Konstantenfaltung ist. Die Anweisung oy habe die Form xy «— f(u}, ..., u..).

Fallunterscheidung (induktiv):

L. Fiir alle j € {1,...,r} gilt u}; =u; € AUV.
Dann folgt: I" € AE; und [ € wh(l’). Damit wiirde aber nicht Tos(m) = 7 gelten und folglich
auch nicht Topcs(Tor(m)) = m. Widerspruch.

2. Es existiert ein j € {1,...,7}, so dak u; # u}, und u;, v} € V wegen Lemma EZT6 Dann gibt
es verschiedene Moglichkeiten:

a) Es existiert ein k& < [ mit oy, = u; «— 2z, z € V und val(z,k — 1) = val(u;,1) oder fiir
ein &' < ' mit ap = u} « 2’ gilt val(2', k' — 1) = val(u},l'). Beides ist umdglich, da
dann die Entfernung von Kopien wegen der SSA-Form des Programms u; bzw. u; jeweils

durch z bzw. 2’ ersetzt hitte.

b) Esgibt ein & < [ und ein &' <I', mit ay = u; < g(s1, ..., sp) sowie agr = uj; — g(s1, ..., 5},)

A
und es gilt wieder (x) mit u; = s;, v = s, f =g, =k, I'=k und r =p.
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Da n < oo mufs sich irgendwann eine Terminierung der Induktion ergeben, die aber nur in Fall
1 oder 2(a) eintreten kann. Folglich ergibt sich ein Widerspruch und die Behauptung gilt. O

In einem T'x o pr-optimalen Programm koénnen ferner keine beliebigen Typen von Kopieranweisungen
auftreten, wie folgendes Lemma zeigt:

Lemma 3.3.18: Sei 7w := (X, Ujn, Uout, §) € LC ein Txopr-optimales Programm mit 3 := auq; ...
mit o == x; < e;. Dann gilt fir alle i € {1,...,n}:

Q=T <Yy = xe%ut/\ye‘/’inuvout

Beweis:

1. z muf eine Ausgabevariable sein, da sonst aufgrund der SSA-Eigenschaft von 7, die aufgrund
des Einsatzes von Tgsa sichergestellt ist, simtliche Vorkommen von x in «a;, j > ¢ durch
y substituiert worden wéren und «; damit zu Dead Code wiirde. Widerspruch zur T'xopr-
Optimalitét.

2. Sei y & Vip U V. Dann muf es eine Operationsanweisung ay = y «— f(uq,...,u,) fiir ¢/ < i
geben. Eine Konstantenzuweisung zur Wertbelegung kommt wegen Top nicht in Frage und
eine Kopieranweisung ist nach Fall 1 unmdoglich.

Wegen der SSA-Eigenschaft von m wird weder x noch y aufler in o; und a; jemals ein Wert
zugewiesen. Aufserdem kommt y oberhalb von «; nicht im Programm vor. Daher wiirde dann
Treo eine Ersetzung von y durch x vornehmen und die Anweisung «; entfernen. Dies ist ein
Widerspruch zur Optimalitat bzgl. Txopr. O

Nun sind alle Voraussetzungen erfiillt und wir kénnen mit dem Beweis der eigentlich interessanten
Aussage beginnen.

Satz 3.3.19 (Optimalitit von T'xopr bzgl. Tpag): Fir alle m € LC gilt:

TXOPT(TF) = TDAG’(TXOPT(TF))

Beweis: Fir mg € LC und X := (F,C) sei 7 := (X, Ui, Uout, 8) := Txopr(mo) mit 8 := ai;...;ap.
Mit 2 := (A, ) sei eine Interpretation von ¥ gegeben. Auferdem sei D, := (G,val,last) mit
G := (K, L,lab, suc) der DAG von 7 und Tpag(n) =: 7' =: (X, Uin, Uput, 3') mit §' := of;...;al,.

7 liegt wegen der abschliekenden Anwendung von Tsg4 in SSA-Form vor. Daher gilt fiir alle i €
{1,...,n} und alle v € V;: Falls val(v,i) € K (Funktionswert ist definiert) ist val(v,i) = val(v,n).
Wegen Lemma kann es auferdem in K nur ausgaberelevante Knoten geben, Algorithmus
ist also direkt anwendbar.

Wir zeigen, dak oy = o fiir ¢ € {1,...,n} gelten muk. Sei a; = x < e, Fallunterscheidung:

1. e = a € A: Dieser Fall ist nur fiir x € V,,; moglich, da sonst alle weiteren Vorkommenﬁ von x
durch a ersetzt worden wéren, und «; somit Dead Code wére.

Nach der DAG-Konstruktion (Alg. EZ2) gilt dann a € K, val(z,i) = val(x,n) = a und
last(x) = i, da spéter keine Neudefinition von x wegen der SSA-Eigenschaft moglich ist.
Folglich wird geméfs Algorithmus bei der Auswahl des néchsten Knotens k;, [ > i vor
der Codegenerierung fiir k; zunédchst geméfs Schritt 3 eine Zuweisung an y durchgefiihrt, d.h.
o =z «— a = ;. Oder aber es existiert kein Operationsknoten wie oben, dann ergibt sich
das gleiche Resultat mit Schritt 8.

5Wegen der SSA-Eigenschaft von 7 wird z nie neudefiniert.
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2. e=y € V: Nach Lemma gilt € Vs und es sind zwei Félle zu unterscheiden:

(a) y € Vip: Es gilt val(x,7) = y und last(x) = i. Dann ist analog zum ersten Fall geméf
Schritt 3 oder 8 des Algorithmus zur DAG-Codegenerierung o) = = « y.

(b) y € Vg Dann gibt es eine Anweisung oy = y «— f(u1,...,u,) mit | < ¢ in 7w (da
Konstantenzuweisungen an y und weitere Kopieranweisungen offensichtlich ausscheiden)
und nach Lemma B3T7 wurde ein Knoten k;, der a; reprisentiert, angelegt. Folglich
gilt val(x,i) = val(y,i — 1) = ki, last(y) = | und last(x) = i. In 7’ existiert also schon
eine Operationsanweisung fiir k; mit y als Zuweisungsvariable (diese ist ;). Folglich wird
gemék Schritt 3 oder 8 analog zu Fall 1 o, := x « y gesetzt.

3. e= f(uq,...,u,) fiir ein f € F): Nach Lemma B3I existiert dann ein Knoten k; € K mit

lab(k;) = f

! it o = { val(uj,i—1) fallsu; €V

suc(ki, j) = Y u;j sonst

val(x,i) = k;

Weitere Fallunterscheidung nach dem Typ von y:

(al) x € Vou: Es ist last(x) = i wegen der SSA-Eigenschaft von 7. Folglich ist  der Eintrag
mit dem kleinsten last-Wert aller V;]fjt in Schritt 4 (denn die restlichen z € V;lfjt konnen
ihren Wert nicht vor x erhalten). Also wird ¢ := §[k; /x| gesetzt.

Der in Schritt 6 generierte Code sieht wie folgt aus:

a; = 6(k;) — f(6(suc(ki, 1)), ..., 8(suc(k;, 1))
=x — f(0(suc(k;, 1)), ..., 0(suc(k;,r)))

(bl) = ¢ Voyu: Also ist o = v; (wegen der abschlieflenden Anwendung von Tss4). Es muft nun
V;]fjt = () gelten, denn fiir eine Ausgabevariable z # x mit val(z,n) = k; gilt:
e Eine Wertzuweisung an z mit einer Kopierkette ist nicht moglich, da wegen v; ¢
Vin U Vo Lemma verletzt ware.

e Eine Zuweisung eines zu «; dquivalenten Operationsausdrucks an z ist nicht moglich,
da m optimal bzgl. Topcg ist.

Wegen 0(k;) ¢ Vour wird dann in Schritt 5 § := d[k; /v;] gesetzt. Also ergibt sich:

a; = 6(k;) — f(6(suc(ki, 1)), ..., 8(suc(k;,1)))
=v; «— f(0(suc(ki, 1)), ..., 6(suc(ki,r)))

Nun ist noch die Giiltigkeit von d(suc(k;,j)) = u; fiir j € {1,...,7} zu zeigen. Fallunterschei-
dung:

(a2) uj € A: Die Behauptung gilt sofort geméf DAG-Konstruktion.

(b2) u; € V: Es existiert ein I < 4, so dah oy = u; < ¢; in 7. Dabei kann, da 7 in SSA-Form
ist, u; nur in der Anweisung «; einen Wert zugewiesen bekommen. Also gilt val(u;,i) =
val(uj,1).

Falls ¢; ein Operationsausdruck ist und nach Lemma B3T1 ein Knoten k; € K. Unter-
scheidung nach dem Typ von u,;:
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(i) uj ¢ Vour: Es gilt
d(suc(ki,j)) = 0(val(uj,i)) = d6(val(u;,1)) = 6(k;) = v = uj,

da #ihnlich wie im Fall 3(b1) V! = () sein mug.

(ii) uj € Vour: 0(suc(ki,j)) = 6(k;) = u; (da der last-Eintrag von u; automatisch der
niedrigste aller Variablen aus VOIZ’t ist).

Wenn ¢; € V,,,; muf nach Lemma e; € Vin U Vo gelten. Erneute Fallunterschei-

dung:

(i) e € Vjp: Dann gilt, da m optimal bzgl. Top ist, und vor Anwendung von Tep
die SSA-Eigenschaft galt, u; = x. Da ebenfalls val(u;,i — 1) = val(u;,l) = z,
suc(k;, j) = val(uj,i — 1) = und Yo € Vi, + 6(v) = v ist §(suc(k;, j)) = uj = .

(i) e; € Voyue: Dann gibt es ein I’ < I mit ay = ¢; «— g(s1,...,5p), da wegen Tep eine
weitere Kopieranweisung e; «— z mit z € V;;, UV, nicht in Frage kommt (denn dann
wire e, durch z ersetzt worden).

Also gilt val(uj,i — 1) = val(uj,l) = val(e;,l — 1) = val(e;, ') und suc(ki,j) = kp.
Dann ist u; = e, 6(ky) = ¢; (gemdk DAG-Codegenerierung, Schritt 4) und daher
d(suc(ki, j)) =uj = eyp.

Insgesamt ist T'xopr also optimal beziiglich Tpag. O

Fiir die Aquivalenz der erweiterten Gesamttransformation und der DAG-Optimierung mu# noch die
Riickrichtung betrachtet werden:

Hauptsatz 3.3.20 (Simulation des DAG-Verfahrens): Die beiden Programmtransformationen
Txopr und Tpag sind dquivalent (es gilt Txopr ~ Tpac)-

Beweis: Nach Definition B:3T] ist noch zu zeigen:

Ve LC: TXOPT(TDAG(W)) = TDAG(TF) (*)

Die andere Richtung gilt nach Satz

In Abschnitt BIlwurde gezeigt, dak Tp g optimal beziiglich der klassischen Optimierungsverfahren
ist. Die Optimalitat beziiglich Tro gilt geméf Satz Tpac ist ebenfalls Tgg4-optimal, da die
Variablenbenennung exakt der der DAG-Codegenerierung entspricht.

Die Anwendung eines klassischen Verfahrens, von Tgrc oder Tsga auf ein Tpag-optimales Pro-
gramm bewirkt folglich keine Anderungen. Eine Verkettung dieser Verfahren kann dann auch keine
Anderung bewirken. Also gilt (). O

3.4 Fazit

Mit der erweiterten Gesamttransformation haben wir ein aus Einzeltransformationen zusammen-
gesetztes Verfahren entwickelt, dessen Optimierungsqualitit derjenigen der DAG-Optimierung ent-
spricht. Dabei ist der Implementierungsaufwand beim Einsatz aller Einzeltransformationen u.U.
grofer als der fiir die DAG-Optimierung, die sich jedoch nicht fiir den Zwischencode iterativer
Programme eignet.

Da die klassischen Verfahren aber ohnehin in aktuellen Compilern eingesetzt werden [I1], und auch
iterative Versionen der SSA-Transformation existieren [I3| [I4], ist nur eine zusétzliche Implemen-
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tierung der riickwértigen Kopierpropagation notwendig (sofern die dadurch erreichten minimalen
Anderungen den Aufwand rechtfertigen). So betrachtet, wire der Einsatz von Txopr sinnvoller.

Durch die wiederholte Anwendung von Topeg miissen allerdings in ungiinstigen Féllen (die aber
praktisch kaum vorkommen diirften) evtl. Abstriche beim Laufzeitverhalten des Optimierungsalgo-
rithmus gemacht werden.



4 Implementierung der Verfahren

Bisher haben wir uns nur mit den theoretischen Aspekten der vorgestellten Verfahren zur Opti-
mierung von LC-Programmen beschéftigt. In diesem Kapitel wird eine experimentelle Implemen-
tierung in der Programmiersprache C vorgestellt, die alle an der erweiterten Gesamttransformati-
on beteiligten Verfahren und die DAG-Optimierung realisiert. Als Signatur wird ¥ = (F,C) mit
F = {+® - 4@ /@ _MW) und ¢ = Z oder C = R zugrundegelegt. Die Darstellung von
Operationsausdriicken erfolgt in der Infixnotation.

Als Interpretation dient die iibliche Bedeutung der Operationssymbole auf Z bzw. auf R. Die Werte-
bereiche werden im Rechner natiirlich endlich durch die der Integer- bzw. Flielskommazahlen repra-
sentiert. Da die Implementierung hauptséchlich zu Testzwecken erstellt wurde, wurde die Effizienz
etwas vernachlassigt.

Der Quellcode kann unter dem Namen LC-Optimierer.tar.gpg von da.srieger.com herunterge-
laden werden. Die Datei liegt verschliisselt vor, auf der referenzierten Seite befindet sich eine kurze
Anleitung zur Entschliisselung. Dazu bendtigen sie ein Passwort:

4dvThpxq

Durch das Uberpriifen von einem der folgenden Hashwerte (der verschliisselten Datei) stellen Sie
sicher, dafs die Datei seit der Abgabe dieser Arbeit nicht veréandert wurde:

SHA1: 0C24 ACOO E9OD A563 7F45 FA7B 3611 ACF3 1ECC 1A68
MD5: D5 87 34 91 73 B3 84 31 79 69 D2 92 9A Al 28 19

Im Archiv befindet sich zudem eine Datei mit dem Namen Anleitung.txt, die die Bedeutung der
einzelnen Dateien beschreibt (u.a. Zuordnung der Optimierungsverfahren zu Dateien, Hinweise zum
Kompilieren und zu Aufrufparametern).

vin: x y;
vout: u v;
u <- 3;

vV <-X-1Y;
w<-u+1l;
X <- X -Y;
u<-x-1y;
z <-u *x w;
u <- 2 u;
v<-w-1;

Abbildung 4.1: Programm aus Abb. [T als Eingabe fiir den Optimierer
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SIGN [-+]
ALPHA [A-Za-z]
DIGIT [0-9]

{SIGN}? ({DIGIT}+"."DIGIT*|DIGIT*"."{DIGIT}+) ([eE]{SIGN}?{DIGIT}+)?
{ yyfval=atof (yytext); return T_FLOAT; }

{ALPHA} ({ALPHA} | {DIGIT})*
{ return T_VAR; }

Abbildung 4.2: Reguldre Ausdriicke zur Erkennung von Flieltkommazahlen und Variablenbezeich-
nern

4.1 Verarbeitung der Eingabe

Bevor die eigentlichen Optimierungen angewendet werden konnen, muf das Eingabeprogramm (als
Textdatei, siche Beispiel in Abbildung BZT]) eingelesen werden, die dann lexikalisch und syntaktisch
analysiert und in eine programminterne Darstellung umgewandelt werden. Dazu bedienen wir uns
der bewéhrten Methoden aus dem Compilerbau [I].

Es ist eine lexikalische und eine syntaktische Analyse der Eingabe durchzufiihren. Die semanti-
sche Analyse ist in unserem Fall mit der Syntaxanalyse ,yverflochten und dient dem Aufbau einer
programminternen Darstellung des Eingabeprogramms.

4.1.1 Lexikalische Analyse mit Flex

Die lexikalische Analyse wird von dem Unix-Programm FLEX (,fast lexical analyser generator®) tiber-
nommen. FLEX erhélt eine Spezifikationsdatei als Eingabe, in der reguldre Ausdriicke einzelne Sym-
bolklassen definieren. Eine Symbolklasse reprisentiert eine Sprache iiber dem ASCII-Alphabet.

Aus der Sperzifikation, die auch benutzerdefinierten C-Code enthalten kann, generiert FLEX einen
Scannmﬂ (oder auch Lezer) in Form einer C-Quellcodedatei, der das Eingabe-LC-Programm in eine
Folge von Teilstrings, sogenannte Lexeme zerlegt, die den einzelnen Symbolklassen zugeordnet sind
(also Elemente der entsprechenden Sprachen sind).

Lexeme in LC-Programmen sind z.B. der Zuweisungsoperator <-, die Zahl 13 oder die Variable x.
Die entsprechenden Symbolklassen lauten in diesem Fall ASSIGN, INT oder VAR. Als Sprachen
betrachtet, enthdlt ASSIGN nur ein Wort, ndmlich den Zuweisungsoperator, wihrend INT alle
Integer-Zahlen und VAR alle Variablennamen enthélt.

Beispielhaft wollen wir hier die reguléren Ausdriicke fiir die Erkennung von Fliefskommazahlen und
Variablenbezeichnern in der FLEX—SpeziﬁkationH néher betrachten. Der entsprechende Ausschnitt
ist in Abbildung dargestellt.

Zunédchst werden die Ausdriicke SIGN fiir das Vorzeichen (+ oder —), ALPHA fiir einen Grof- oder
Kleinbuchstaben und DIGIT fiir Ziffern definiert. Unter Verwendung dieser wird nun der Aufbau

!Programm zur lexikalischen Analyse; fiihrt ,Pattern-Matching auf der Eingabe aus.
2Die gesamte Sperzifikation findet sich in der Datei 1c.1.
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einer FlieRkommazahl definiert:
e Optionales Vorzeichenﬁ: {SIGN}?

e Zahlenfolge mit Dezimalpunkt, wobei entweder vor oder hinter dem Punkt Zahlen stehen
mussen:
{DIGIT}+"."{DIGIT}*|{DIGIT}*"."{DIGIT}+

e Optionaler Exponent, der mit e oder E eingeleitet wird, ein optionales Vorzeichen enthalten
kann und mit einer nichtleeren Zahlenfolge endet: [eE]{SIGN}?{DIGIT}+

Der Punkt ist innerhalb der reguldren Ausdriicke in Hochkommata zu setzen, da er sonst jedes
Zeichen matcht (spezielle Bedeutung bei FLEX). Ein Variablenbezeichner beginnt mit einem Buch-
staben; der Rest besteht aus Buchstaben oder Ziffern.

In den geschweiften Klammern sind C-Befehle angegeben, die ausgefiihrt werden, wenn der Ausdruck
durch die Eingabe gematcht wird. Im Fall der FlieRkommazahl wird der Variablen yylval der
Bindrwert der Zahl zugewiesen und das Token T_FLOAT zuriickgeliefert (der vorher gespeicherte
Bindrwert der Zahl heiftt Attribut des Tokens). Ein Token ist der Indentifikator der entsprechenden
Symbolklasse.

Es gilt das First-Longest-Match-Prinzip: Wahle den am weitesten oben stehenden reguldren Aus-
druck, der die ldngste noch von einem Ausdruck erkannte Zeichenfolge matcht.

Ein Scanner kann mithilfe eines sogenannten Backtrack-Automaten konstruiert werden [I]. Dieser
ist eine Erweiterung des Vereinigungsautomaten der reguldren Ausdriicke. Eine detaillierte Beschrei-
bung von FLEX findet man in seiner Dokumentation [9.

4.1.2 Syntaktische Analyse

Nach der lexikalischen Analyse muf nun die syntaktische Struktur des Eingabeprogramms erkannt
werden, dies ibernimmt der Parser. Eine kontextfreie Grammatik dient dabei der Spezifikation der
syntaktischen Struktur. Das zugrundeliegende Terminalalphabet ist die Menge der Symbolklassen,
deren Token der Scanner liefert.

Das Problem bei kontextfreien Grammatiken ist, dafs die von deterministischen Kellerautomaten
erkennbaren kontextfreien Sprachen eine echte Teilmenge der nichtdeterministisch erkennbaren kon-
textfreien Sprachen darstellen [T8].

Bei der Syntaxanalyse gibt es im wesentlichen zwei unterschiedliche Ansétze, um dieses Problem zu
umgehen:

e Beim Top-Down-Ansatz versucht man aus dem Startsymbol der Grammatik durch Regelan-
wendung das gewiinschte Terminalwort abzuleiten. Zur deterministischen Entscheidung bei
Regelalternativen wird ein Lookahead auf der Eingabe eingesetzt.

Grammatiken, die sich fiir diese Form der Analyse eignen, sind die sogenannten LL(1)-Gram-
matiken, eine beschriankte Teilklasse kontextfreier Grammatiken, bei denen ein Lookahead
von einem Symbol zur deterministischen Analyse ausreicht. Dazu muf fiir jede Regel eine
Lookahead-Menge berechnet werden [Il, B], die angibt, welche Zeichen bei Anwendung der
Regel als néchstes auf der Eingabe stehen diirfen.

e Als Alternative bietet sich die Bottom-Up-Analyse an, bei der ausgehend vom zu analysieren-
den Terminalwort Regeln ,riickwértig® angewendet werden, bis man das Startsymbol erhélt.

3Vorzeichen kénnte man auch als Operatoren erkennen, was aber bei der Grammatik fiir die Syntaxanalyse (Ab-
schnitt ET2) zu Schwierigkeiten fithren wiirde (LL(1)-Eigenschaft).
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Dieser Ansatz ist mit Lookahead méchtiger als die Analyse mittels LL(1)-Grammatiken und
wird z.B. vom Unix-Parsergenerator BISON eingesetzt [10].

Da es sich in unserem Fall um relativ einfache syntaktische Strukturen handelt, kommen wir mit
LL(1)-Grammatiken aus. Eine Grammatik ist genau dann eine LL(1)-Grammatik, wenn bei Regel-
alternativen der Schnitt der Lookahead-Mengen der einzelnen Regeln leer ist. Wie wir gleich sehen
werden, erhélt man oft nach der ersten ,intuitiven“ Konstruktion noch keine LL(1)-Grammatik und
muf Modifikationen vornehmen.

Erster Ansatz einer Grammatik G fiir LC-Programme (Terminalsymbole in Groftbuchstaben):

program — VIN vlist SEM VOUT wlist SEM cmdlist (1)
vlist — VAR vlist | € (2,3)
emdlist  —  cemd emdlist | € (4,5)
emd — VAR ASSIGN exzp SEM (6)
exp —  wvc OP ve | OP VAR | ve (7,8,9)
ve . VAR | INT | FLOAT (10,11,12)

Die Bezeichnungen der einzelnen Symbole sowie deren Verwendung diirften relativ leicht auf die
jeweilige Bedeutung schliefen lassen. Die Berechnung der Lookahead-Mengen fiir die Regeln mit
Alternativen ergibt:

Regel-Nr. | Lookahead
{VAR}

{SEM}

{VAR}

{e}
{VAR,INT,FLOAT}
{oP}
{VAR,INT,FLOAT}
10 | {VAR}

11 | {INT}

12 | {FLOAT}

© 00~ UL W N

Man erkennt sofort, daf die Regelalternativen 7 und 9 die gleiche Lookahead-Menge besitzen. Daher
ist in diesem Fall keine deterministische Entscheidung moglich. Z.B. ist bei der Ableitung von exp
und einem INT-Symbol auf der Eingabe nicht klar, ob exp nach ve OP ve oder nach ve abzuleiten
ist. Man konnte diese Problematik durch Ausprobieren und Backtracking in den Griff bekommen,
was aber nicht sehr effizient ist. Einen solchen Ansatz verfolgt z.B. PROLOG mit den sogenannten
Definite Clause Grammars (mehr dazu in [16]).

G ist folglich keine LL(1)-Grammatik. Durch eine (&quivalenzerhaltende) Modifikation der Gram-
matik kann man jedoch versuchen, dieses Problem zu beseitigen. Durch Einfiihrung eines neuen
Nichtterminals exp2 kann in den Regeln 7 und 9 die Entscheidung zur Regelwahl ,hinter” ve verla-
gert werden. Dies ist in folgender Grammatik G’ geschehen (Anderungen zu G sind durch Fettdruck
hervorgehoben):

program — VIN vlist SEM VOUT wvlist SEM cmdlist (1)
vlist — VAR vlist | € (2,3)
emdlist  —  emd emdlist | e (4,5)
cemd — VAR ASSIGN exp SEM (6)
exrp — wvc exp2 | OP VAR (7,8)
exp2 — OPuwc|e (9,10)
ve — VAR | INT | FLOAT (10,11, 12)
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void _ vlist (...){
switch (sym){
case T VAR:

match (T _VAR);
_vlist (...);
break;
case T SEM:
break;
default:
err _invalid symbol (" vlist");

Abbildung 4.3: C-Funktion fiir das Nichtterminalsymbol wvlist

Obiges Vorgehen nennt man Linksfaktorisierung (Details dazu in [T, 3]). G’ ist eine LL(1)-Grammatik,
denn die Lookahead-Mengen der modifizierten Regeln sind konfliktfrei:

Regel-Nr. ‘ Lookahead
7 | {VAR,INT,FLOAT}

8 | {OP}
9 | {OP}
10 | {SEM}

Der implementierte Parser arbeitet nach dem Prinzip des rekursiven Abstiegs: Fiir jedes Nichtter-
minal wird eine Funktion (bzw. Prozedur) angelegt, die dann beim Auftreten eines Nichtterminals
auf einer rechten Regelseite die diesem zugeordnete Funktion aufruft. Fiir Terminalsymbole wird
die match-Funktion aufgerufen, die priift, ob das néchste Eingabesymbol mit dem erwarteten Ter-
minalsymbol iibereinstimmt. Falls ja, wird vom Scanner das néchste Symbol angefordert (ansonsten
Ausgabe eines Fehlers). Fiir jedes Nichtterminalsymbol mit mehr als einer Regel endscheiden die
Lookaheadsymbole tiber die Auswahl der Alternative.

In Abbildung ist der Code der dem Nichtterminalsymbol vlist zugeordneten C-Funktion dar-
gestelltﬁ. Das switch-Konstrukt dient der Unterscheidung der moglichen Lookaheadsymbole. Falls
der Lookahead VAR ist (also sym den Wert T_VAR hat), wird die Regel zwei angewendet. Nach
dem ,Matchen“ von T_VAR erfolgt der rekursive Aufruf von _vlist, da wvlist auch auf der rechten
Regelseite auftritt.

Wenn der Lookahead das Semikolon ist, wird das Nichttermialsymbol vlist stattdessen geméfs der
dritten Regel zu € abgeleitet (nichts weiter zu tun). Bei anderem Lookahead wird ein Fehler ausge-
geben.

4.1.3 Interne Darstellung

Zusétzlich zur Erkennung der syntaktischen Struktur wird beim Parsen des Eingabeprogramms
eine interne Darstellung erzeugt. Die dieser zugrundeliegende Datenstruktur ist in Abbildung B2
graphisch und in Abbildung als C-Code dargestellt.
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program t

commands
0
=
.2
- =)
. commands [i] =
parameters 29
op 85
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Abbildung 4.4: Interne Darstellung von LC-Programmen: Graphische Darstellung

typedef struct{
charxx varnames;
var _tx vartypes;
command _t* commands;
int nvariables;
int ncommands;

} program t;

typedef struct{
op_t op;
int variable;
voidx parameters;
par_ tx partypes;
} command t;

Abbildung 4.5: Interne Darstellung von LC-Programmen: C-Code
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program_t gliedert sich in zwei Hauptkomponenten:
e Tabelle von Variablennamen und Typen (Arrays varnames und vartypes):
— varnames enthélt die Variablenbezeichner des Ausgangsprogramms als Zeichenfolgen.

— vartypes gibt zu jedem Variablenbezeichner einen Typ an, also etwa ob es sich um
eine Ein-/Ausgabe- oder Programmvariable handelt und ob die Variable vorher definiert
wurde (Gewéhrleistung der Vollstandigkeit des Programms).

e Dynamisches Feld commands, das die einzelnen Anweisungen enthélt. Jede Anweisung (Typ
command_t) enthélt wiederum vier Eintrége:

— op gibt die zugrundeliegende Operation an, d.h. ob +3), —(2),*(2),/(2), —) verwendet
wird, oder eine Kopieranweisung oder Konstantenzuweisung vorliegt.

— variable gibt den Index der Variablen der linken Seite in der Variablentabelle an.

— parameters ist ein void-Zeiger auf einen Speicherbereich der Grofe 2*sizeof (double).
Zusammen mit den Parametertypen in partypes konnen die Werte der Parameter aus-
gelesen werden. Es kann sich dabei um drei verschiedene Typen handeln:

% Variablenindex (int), falls Parameter eine Variable ist,
* Integerkonstante (int), falls Parameter ein Wert aus Z ist oder
« Fliefpunktkonstante (double), falls Parameter ein Wert aus R ist.

— Im zweielementigen Feld partypes werden die Typen der Parameter (wie oben ange-
geben) abgespeichert. Diese miissen vor einer Dekodierung von parameters ausgelesen
werden, u.a. auch wegen des unterschiedlichen Speicherbedarfs fiir int- und double-
Variablen.

Die gewihlte Kodierung mag kompliziert erscheinen, ermoglicht jedoch eine weitgehende Ty-
punabhéngigkeit ohne fiir jeden Typ eigene Variablen bereitzustellen. Die Typen miifsten dann
ohnehin abgespeichert werden.

e Die Variablen nvariables und ncommands geben die Grofe der jeweiligen Felder an und
wurden in der Grafik nicht explizit dargestellt, entsprechen aber m + 1 und n + 1. Die Typen
op_t, var_t und par_t sind einfache Aufzidhlungstypen (enum).

Die Datenstrukturen werden beim Parsen gefiillt, z.B. bietet es sich an, in der Funktion _vlist die
Variablentabelle zu fiillen. Die dazu notwendigen Befehle wurden in Abbildung aus Ubersicht-
lichkeitsgriinden weggelassen.

Die den Nichtterminalen zugeordneten Funktionen besitzen zuséatzlich Parameter, denn es miissen
Werte im Ableitungsbaum transferiert werden. So mufs etwa in _vc der Wert und Typ eines Para-
meters ermittelt werden, der dann weiter ,nach oben“ gereicht wird, um in _cmd fiir die aktuelle
Anweisung eingetragen zu werden. Dieser Prozefl entspricht in gewisser Weise der semantischen
Analyse, die sich auch mit Attributgrammatiken (siehe [T}, B]) realisieren laft.

4.2 Implementierung der Optimierungsverfahren

Die in den Kapiteln B und Bl vorgestellten Optimierungsverfahren wurden weitgehend entsprechend
ihrer Definitionen umgesetzt. Vor der Beschreibung der jeweiligen Implementierung werden die
verwendeten Datenstrukturen etwas erlautert.

4Der Code wurde auf das wesentliche gekiirzt. Auslassungen sind durch “..“ angedeutet.
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4.2.1 Datenstrukturen fiir die einfachen Verfahren

Bei den einfachen Transformationen stellen die Analyseinformationen Mengen dar. Zur Mengen-
darstellung werden Bitvektoren verwendet, die zur Darstellung einer beliebigen Teilmenge T einer
Obermenge M verwendet werden kénnen. Dazu mufs allerdings eine (implizite) vollstandige Ord-
nung der Elemente in M bestehen. In der Praxis ist diese jedoch eigentlich immer gegeben, weil die
Elemente von M gewohnlich in einem geordneten Array abgespeichert werden.

Beispiel 4.2.1: Sei M := {u,v,w,z,y,z} eine Menge (von Variablen). Dann représentiert der
Bitvektor b := (0,1,0,1,1,0) € B die Teilmenge M, := {v,z,y}; es sind also genau diejenigen
Elemente in M, enthalten, deren Eintrag in b auf 1 gesetzt wurde (die implizit vorausgesetzte
Ordnung ist die lexikographische).

In der vorliegenden Implementierung wurden einige Hilfsfunktionen zur Verarbeitung von Bitvek-
toren definiert, die u.a. die Speicherallokation, Anderung von einzelnen Bits, Abfrage von Werten
von Bits und das Kopieren von Bitvektoren ermoglichen.

Die Wahl der Obermenge M erfolgt je nach Verfahren in Abhéngigkeit von 7 := (X, ¥ip, Uout, 5) mit
B :=oq;...;0p:
e Dead Code Elimination: M := V; (Ordnung geméft Deklarationsreihenfolge)

e Common Subexpression Elimination: M := {1,...,n} (Ordnung gemif <)

e Kopierpropagation: M := V; x V., wobei die zugehorige Ordnung < wie folgt definiert ist:
(a,b) < (¢, d) gilt genau dann, wenn entweder a < ¢ oder a = ¢ und b < d. Der dritte Eintrag
der Tupel, die transitive Tiefe, wird aus Effizienzgriinden in einem gesonderten Feld erfafst.

e Riickwartige Kopierpropagation: wie Kopierpropagation, auch hier gesonderte Behandlung des
Zeilenindex (3. Tupeleintrag).

Fiir die Konstantenfaltung wird eine weitere Datenstruktur verwendet, die eine Variablenbelegungs-
funktion modelliert. Diese besteht aus einem Speicherbereich (auf den ein void-Zeiger zeigt), der die
Werte der Variablen enthélt, wobei fiir jede Variable Speicher der Grofse sizeof (double) reserviert
wird. Ahnlich wie schon bei den Parametertypen werden dann die Typen in einem gesonderten Feld
festgehalten. Hier sind zusétzlich zu Integer- und Fliefpunktzahlen als Werttypen auch undefinierte
Variablen erlaubt.

4.2.2 Implementierung der einfachen Programmtransformationen

Mithilfe der im vorangegangenen und im Abschnitt beschriebenen Datenstrukturen war ei-
ne an die jeweilige Definition angelehnte Implementierung bei Dead Code Elimination und Com-
mon Subexpression Elimination relativ einfach zu realisieren. Bei der Konstantenfaltung und der
Kopierpropagation war hingegen schon etwas mehr ,Handarbeit” erforderlich. Im folgenden gelte
m = (3, Uin, Uput, #) mit B := aq;...;a, und o; := z; <« ¢;. In Klammern werden jeweils die
entsprechenden Zeilennummern in der zugehorigen Quellcodedatei angegeben.

4.2.2.1 Umsetzung der Dead Code Elimination
Fiir jede Anweisung «; wird ein Bitvektor, der die LV;-Menge reprasentiert, angelegt. Dann wer-

den riickwértig, beginnend mit dem Bitvektor, in dem nur die Eintrdge der Ausgabevariablen auf
1 gesetzt sind, die Analyseinformationen berechnet (21-29). Dabei werden die Werte des vorher
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berechneten Bitvektors in den zu berechnenden iibertragen (23) und dann die entsprechenden Ver-
anderungen geméaft Definition ZZTJ] vorgenommen (24-28)

In das Ausgabeprogramms werden nur diejenigen Anweisungen eingefiigt, fiir die im Bitvektor fiir
die linksseitige Variable eine 1 enthalten ist (34-35).

4.2.2.2 Umsetzung der Common Subexpression Elimination

Verwendung von zwei Bitvektoren pro Anweisung «;: AE[i] représentiert die Analyseinformation
AFE; und wh[i] das Ergebnis von wh(i). Die Berechnung der AE[i] erfolgt dreischrittig:

1. Kopieren des Werts von AE[i-1] in AE[i] (78).

2. Berechnen von geng, ,(AFE;_1) (81-89): Falls es sich bei e;_; um einen Operationsausdruck
handelt und ein Ausdruck e; = e;, j € {1,...,i — 2} existiert, so dak das j-te Bit in AE[i-1]
gesetzt ist, wird das (i — 1)-te Bit in AE[i] auf 1 gesetzt, ansonsten findet keine Anderung
statt.

3. Anwendung von kill,, , auf das durch Schritt 2 modifizierte AE[1] (92-97): Priife, ob fiir ein
je{l,...,i—1} mit i € AF}, der Ausdruck e; die Variable = enthélt (Auslesen der Parameter
mit Typpriifung). Ist dies der Fall wird das j-te Bit in AE[i] auf 0 gesetzt.

Als néchstes wird fiir alle ¢ € {1,...,n} wh[i] berechnet (100-103). Dazu wird fiir jede Anweisung
«a; gepriift, ob ein j € {i +1,...,n} existiert, so dak das i-te Bit in AE[j] gesetzt ist und e; = e; gilt
(Priifung der Gleichheit mittels Hilfsfunktion expressions_equal). Falls ja, wird in wh[i] das j-te
Bit auf 1 gesetzt.

Fiir die Programmtransformation ist fiir jede Anweisung «; zu unterscheiden (Test mittels Hilfs-
funktion bv_allzero):

1. wh(i) # 0: Erzeugung einer neuen Variable mit dem Namen ti und Anlegen der entsprechen-
den Befehle geméft Definition (109-113).

2. wh(i) = 0: Priife, ob ein j € {1,...,i — 1} existiert, so da das i-te Bit in wh[j] gesetzt ist.
Dann wird die entsprechende Kopieranweisung x; <« t; eingefiigt. Trifft dies nicht zu, wird o
unverandert tibernommen (116-124).

4.2.2.3 Umsetzung der Konstantenfaltung

Die Konstantenfaltung nutzt die Datenstruktur fiir Variablenbelegungen und verwendet die Hilfs-
funktion cmd_evaluate, der als Argument eine Variablenbelegung iibergeben wird. cmd_evaluate
(139-219) fiihrt eine partielle Auswertung einer Anweisung durch, wobei eine Unterscheidung nach
Typen, Definiertheit und Operationen notwendig ist.

Fiir jede Anweisung «; wird eine Variablenbelegung RD[1] (entspricht der RD;-Information) mithilfe
von cmd_evaluate berechnet (237-240). Dann werden bei der Programmtransformation folgende
Félle unterschieden:

1. Die Variablenbelegung RD[i+1] fiir a;; 11 enthélt an der Position von x; einen definierten Wert
a (e; liek sich zu a auswerten): In das Ergebnisprogramm wird eine Konstantenzuweisung
x; < a eingefligt (246-248).

2. Sonst: Uberpriifung der Parameter auf ihre Typen; fiir Variablen x € V,, wird bei definier-
tem Eintrag a in der Variablenbelegung RD[i] dieser ibernommen und x durch a ersetzt.
Ansonsten bleiben die alten Parameterwerte und -typen erhalten (251-271).
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4.2.2.4 Umsetzung der Propagation von Kopien

Wie bereits erwdhnt werden die C' P-Analysemengen durch Bitvektoren CP dargestellt, die Teilmen-
gen von M := V; x V; modellieren und der dritte Eintrag wird mittels eines zusétzlichen Arrays
D gleicher Lange dargestellt. Es gibt also fiir jedes Paar (x,y), x,y € V; einen Eintrag in den
Bitvektoren, wobei reflexive Eintriage (x,z), x € V; nie auf 1 gesetzt werden.

Benutzung von drei Hilfsfunktionen:

e CP_reachable (279-288) priift, ob eine Variable y von einer Startvariablen z aus in einer
gegebenen (nicht transitiv abgeschlossenen) CP—Mengeﬁ transitiv erreichbar ist. Dazu wird
zunéchst ein Eintrag der Form (z,v,d) fiir ein v € V, gesucht und dann rekursiv mit der
Startvariablen v weitergesucht. Es handelt sich also gewissermafen um eine Tiefensuche. Als
Ergebnis wird die transitive Tiefe zuriickgeliefert.

In Abbildung ist dazu ein Beispiel fir einen (fiktiven) Aufrufbaum angegeben, wobei in
den Knoten jeweils Start- und Zielvariable vermerkt wurden. Die vorangehende Nummer gibt
die Generierungsreihenfolge an. An denen mit BT markierten Knoten ist ein Backtracking
erforderlich. Der dritte Eintrag in den Tupeln wurde aus Ubersichtlichkeitsgriinden weggelas-
sen.

e CP_trans (292-305) berechnet fiir eine gegebenen C P-Information die transitive Hiille. Dazu
wird fiir alle nichtgesetzten Bits, die ein Paar (z,y) représentieren, die Erreichbarkeit von y
von x aus mithilfe von CP_reachable gepriift. Ist ¥ von x erreichbar, wird das entsprechende
Bit auf 1 gesetzt, die transitive Tiefe aktualisiert und wieder beim erstem Bit angefangen, da
ja jetzt u.U. durch zusétzliche Eintrage wiederum neue Variablen erreichbar sind. Es handelt
sich also um eine Fixpunktberechnung.

e CP_subst (309-327) substituiert geméf der iibergebenen C P-Information die Variablen der
rechten Seite eines Ausdrucks. Dabei wird geméfs Definition flir eine Variable jeweils
der Eintrag mit der maximalen Tiefe gesucht, um die Idempotenz zu garantieren.

Bei der Berechnung der C' P-Informationen wird &hnlich wie bei den anderen Verfahren vorgegangen.
Fiir jede Anweisung «; werden zunéchst alle Bits in CP[i+1] auf 0 gesetzt, die ein Tupel reprisen-
tieren, das x; enthilt (357-358). Dann wird im Falle einer Kopieranweisung z; < y das zu (z;,y)
das zugehorige Bit auf 1 gesetzt und die transitive Tiefe mit 1 initialisiert (362-364). Abschliefsend
wird die transitive Hiille mithilfe von CP_trans berechnet (366).

Die Programmtransformation (370-376) ist relativ einfachstrukturiert und baut grofstenteils auf der
Funktion CP_subst auf, die die notwendigen Substitutionen vornimmt.

4.2.2.5 Umsetzung der riickwiartigen Kopierpropagation

Zum Einsatz kommen auch hier Bitvektoren, wobei das Verfahren auf der gleichen Mengendarstel-
lung wie die Kopierpropagation aufbaut. Da jedoch zusétzlich zu den Paaren von Variablen auch
einzelne Variablen eingefiigt werden, wird eine Bitvektor-Linge von |V;|?> + |V,| Bits verwendet.
Die ersten |V, |? Bits dienen zur Darstellung einer Menge von Paaren (wie bei Top), withrend die
restlichen |V| festlegen, ob eine bestimmte (einzelne) Variable in der Menge enthalten ist. Ein
zusétzliches Feld J dient zur Verwaltung der Zeilenindizes (3. Eintrag in den Tupeln).

Nach der Speicherallozierung wird delta, welches die Substitution § des Algorithmus B30 reprisen-
tiert mit der Identitédt initialisiert (401). Fiir jede Anweisung ¢ = n —1,..., 1 (Riickwértige Analyse)

Die Implementierung arbeitet mit Bitvektor- anstatt Mengendarstellung. Hier wurde die Mengendarstellung wegen
der héheren Anschaulichkeit gewihlt.
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1 (u,y)
2 (iay)
TN
3 (w,y) 7 (z,y)
N\
4 (ty) 6 (z,9) BT 8 (i,y)
5 (z,i) BT

CP = {(u,v), (v,w), (z,y), (w, ), (v, ), (w, 2), (£, 2) }

Abbildung 4.6: Aufrufbaum von CP_reachable(CP,u,y,...)

werden nun folgende Schritte durchgefiihrt:
1. Ubertragen der Werte des Bitvektors RC[i+1] in RC[i] (fiir J[i+1] analog) (405-406).

2. Berechnen von Fkill,,,(RCj;1): Setzen aller Bits in RC[i] auf Null, die Paare der Form
(xiy1,v), v € V oder (v,x;y1), v € V reprasentieren (412-413). Auferdem werden fiir al-
le Variablen z der rechten Seite die Bits der Eintréage (v,z), v € V in RC[i] auf Null gesetzt
(414-418).

3. Anwendung von gen,,, , auf das durch Schritt 2 verédnderte RC[i]: Es werden die notwendigen
Bedingungen zum Einfiigen eines Tupels geméfs Definition gepriift und bei positivem
Ergebnis das Tupel (€41, x;41,7 + 1) mit ;41 € V in RC; durch Setzen des entsprechenden
Bits in RC[1] und Aktualisierung des entsprechenden J[i]-Eintrags eingefiigt (421-429).

4. Das der Variable z;;; zugeordnete Bit in RC[i] wird ebenfalls gesetzt (430).

Die Programmtransformation (434-461) lauft analog zum Algorithmus ab. Beim Antreffen
einer Operationsanweisung, wird das fiir die Variable der linken Seite passende Tupel mit minimalem
Zeilenindex in der Analysemenge ermittelt (440-445) und dann fiir eine spétere Modifikation von
delta der zu aktualisierende Index zwischengespeichert (446).

Schlieflich wird die noch unverdnderte Substitution auf die rechte Seite der aktuellen Anweisung
angewandt, dann erfolgt bei Bedarf das Update von delta und die Anweisung (nach Anwendung
des neuen delta auf die linke Seite) ins Ausgabeprogramm eingefiigt (448-460).

4.2.2.6 Umsetzung der SSA-Transformation
Tssa lafst sich relativ einfach implementieren. Anstatt wie in Definition fiir jede Anweisung

eine eigene Substitution zu verwenden, wird ein Feld rho verwendet, das mit jeder Iteration so
aktualisiert wird, dat man eine Représentation der nichsthéheren p-Funktion erhélt.
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Abbildung 4.7: Datenstruktur zur Repréasentation eines DAG (Grafik)

rho bildet die Variablenindizes des Ausgangsprogramms auf die Variablenindizes des Zielprogramms
ab, so dafs eine relativ einfache Anwendung moglich ist.

Nach dem Einfiigen der Ein- und Ausgabevariablen in das Ergebnisprogramm (482-486) werden
zunéchst in einem last-Array die Indizes der letzten Zuweisungen an Ausgabevariablen festgehalten
(487-488). Durch einen Vergleich des last-Eintrags einer Ausgabevariable, die in einer Anweisung
eine Zuweisung erhélt, mit dem Index der Anweisung kann schliefllich entschieden werden, ob die
Ausgabevariable erhalten bleibt (501) oder ob eine neue Variable anzulegen ist (504-505).

Die Substitution der Variablen auf der rechten Seite einer Anweisung (492-498) erfolgt dabei vor
der Aktualisierung von rho (507), so daf sichergestellt ist, daf die rechte Seite noch mit der alten
Substitution ,bearbeitet” wird.

4.2.3 Datenstrukturen fiir die DAG-Optimierung

Fiir die Darstellung eines DAG sind etwas kompliziertere Datenstrukturen notwendig, als die in
den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten. Die Knoten miissen miteinander verkettet werden
(suc-Funktion) und die Zuordnung von Variablen zu Knoten muf gespeichert werden (val-Funktion

).
In den Abbildungen EE7 und ist die zur DAG-Darstellung verwendete Datenstruktur DAG_t als
Grafik und als C-Code dargestellt. Hier nun eine kurze Beschreibung der einzelnen Komponenten:

e nodes ist ein (dynamisches) Feld, dessen Eintriage die Knoten des DAG repréisentieren. Durch
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typedef struct{
DAGnodetype t type;
op_t oplabel;
int variable;
voidx*x value

typedef struct{
DAGnode t* nodes;
int nnodes;

- intx val;

int suc[2]; intx last:

int number ’
) }+ DAG t;

int visited;

} DAGnode t;
Abbildung 4.8: Datenstruktur zur Représentation eines DAG (C-Code)

das Array ergibt sich ein Vorteil gegeniiber einer Datenstruktur, die auf der Verzeigerung der
einzelnen Knoten basiert:

Es ist ein einfacher Durchlauf durch alle Knoten des DAG mdglich, um z.B. bestimmte Knoten
zu finden (Auswahl des néchsten Knoten bei der Codegenerierung aus dem DAG).

Die einzelnen Komponenten eines Eintrags in nodes sind folgende:

— type gibt den Typ eines DAG-Knotens an; es werden Variablen-, Operations- und Kon-
stantenknoten (Integer-/Fliefpunktzahl) unterschieden.

— Durch oplabel wird die Operationsbeschriftung eines Knotens analog zur lab-Funktion
festgelegt.

— value zeigt auf einen Speicherbereich der Gréfe sizeof (double), der bei Konstanten-
bzw. Variablenknoten den Konstantenwert bzw. einen Index der Variablentabelle enthélt.
Die Dekodierung ist nur zusammen mit type moglich (da void-Zeiger).

— suc enthélt die Indizes der Nachfolger des aktuellen Knotens.

— number speichert die Knotennummer, die spéater bei der Codegenerierung geméf Algo-
rithmus die Benennung von Nicht-Ausgabevariablen bestimmt.

— Die Statusvariable visited dient bei der Codegenerierung aus dem DAG dazu, zu iiber-
priifen, ob ein Knoten schon abgearbeitet wurde (Représentation von Ky).

e val reprasentiert die val-Funktion. Da es dabei immer nur auf die letzten, aktuellsten Werte
ankommt, muf nicht fiir jede Anwendung ein Array bereitgestellt werden. Die Eintrige in val
sind Knotenindizes.

e last ist die Representation der last-Funktion, die Ausgabevariablen die Anweisungsnummer
ihrer letzten Zuweisung zuordnetd.

e nnodes dient nur zum Speichern der Lénge des nodes-Feldes (Speicherverwaltung) und ent-
spricht der Anzahl der Knoten im DAG.

4.2.4 Umsetzung der DAG-Optimierung

Bei der Implementierung der DAG-Optimierung finden zahlreiche Hilfsfunktionen Verwendung, u.a.
sind dies:

6 Aus Griinden der Einfachheit ist in last fiir jede Variable ein Eintrag enthalten (Entfallen der Indexumrechnung).
Dies wére natiirlich effizienter 16sbar.
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e DAG_insert_node (23-39) fiigt einen neuen Knoten in den DAG ein. Dabei wird Speicher fiir
den neuen Knoten alloziert und die Parameter entsprechend gesetzt. Zuriickgeliefert wird der
Index des neuen Knotens in nodes.

e DAG_find_or_insert_node (43-56) priift vor dem Einfiigen eines Knotens unter Verwendung
von DAG_insert_node, ob schon ein gleichartiger geméft Algorithmus 2222 Fall 3(b1) vorhan-
den ist (in diesem Fall wird nur der Index des gefundenen Knotens zuriickgeliefert).

e DAG_node_output_relevant (60-68) tiberpriift die Ausgaberelevanz eines Knotens. Dazu wer-
den in einer Schleife alle Knoten durchlaufen und fiir jeden Knoten k gepriift, ob eine Ausga-
bevariable mit Index ¢ existiert, so dafs val[i] auf k verweist. Ist dies nicht der Fall miissen,
falls & Vorgénger besitzt, diese auf Ausgaberelevanz getestet werden (rekursiver Aufruf).

e DAG_choose_node (72-83) ist die Umsetzung von Schritt 2 von Algorithmus Es wird
der erste ausgaberelevante Knoten (in Erzeugungsreihenfolge) gewédhlt (und sein Index zu-
riickgeliefert), dessen visited-Attibut nicht gesetzt ist, wihrend die seiner Nachfolger gesetzt
sind.

e DAG_choose_output_var (87-97) entspricht dem 4. Schritt von Algorithmus und liefert
geméfs val-Tabelle den Index einer einem Knoten zugeordneten Ausgabevariable mit dem
kleinsten last-Wert zuriick (sofern vorhanden).

e DAG_insert_copy_instructions (101-132) ist die Implementierung von Schritt 3 und 8. Beim
Aufruf kann eine obere Schranke fiir den zu berticksichtigen last-Wert der Ausgabevariablen
angegeben werden. Dann wird einer Schleife Code fiir die entsprechenden Ausgabevariablen
(in der Reihenfolge der last-Werte) generiert und die Anzahl der eingefiigten Anweisungen
zuriickgeliefert.

4.2.4.1 DAG-Konstruktion

Nach der Speicherallozierung und Initialisierung werden zuerst die Eingabevariablen als Knoten mit-
tels DAG_insert_node eingefiigt. Die Eintrdge in der val-Tabelle werden dementsprechend gesetzt
(167-171).

Es werden nacheinander alle Anweisungen des Eingabeprogramms abgearbeitet. Fiir eine Anweisung
a; = x «— e wird der last-Eintrag von x auf i gesetzt, falls i € V,,; (176). Dann wird zwischen
folgenden Fillen unterschieden:

1. e=y € V: Es wird nur die val-Tabelle aktualisiert (179).

2. e = c € C: Ggf. Einfiigen eines neuen Konstantenknotens mit DAG_find_or_insert_node und
Aktualisierung der val-Tabelle (181-182). In Algorithmus wurden die Konstanten schon
zu Anfang in den DAG eingefiigt, die hier leicht abgednderte Behandlung gefdhrdet jedoch
offensichtlich nicht die Korrektheit.

3. e = f(uy,...,ur): Zuerst wird nach Eintragung der Parameter, die unter Benutzung der val-
Tabelle zu ermitteln sind, in eine Variablenbelegungstabelle (185-192) mit cmd_evaluate eine
partielle Auswertung von e durchgefiihrt (193). Es sind dann zwei weitere Félle zu unterschei-
den:

a) In der Ergebnisvariablenbelegung ist ein definierter Wert fiir x eingetragen. Dann wird
bei Bedarf eine Konstante eingefiigt und die val-Tabelle aktualisiert (195-196).

b) z ist in der Ergebnisvariablenbelegung undefiniert. Es wird, falls noch kein ,Aquivalen-
ter Knoten vorhanden ist, ein neuer Knoten mit DAG_find_or_insert_node eingefiigt,
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dessen Nachfolger sich bei Variablen iiber die val-Tabelle und bei Konstanten direkt
ergeben (201-205). Eine Konstante muf u.U. eingefiigt werden, falls sie noch nicht im

DAG ist (203-205).

4.2.4.2 DAG-Codegenerierung

Die Erzeugung des Ergebnisprogramms lauft weitgehend analog zu Algorithmus in folgenden
Schritten ab:

1.

Einfiigen der Ein- und Ausgabevariablen in das Ergebnisprogramm und Setzen der Variablen-
substitution delta (entspricht dem J im Algorithmus) auf die Identitét (213-215).

. Wahlen des zu bearbeitenden Knotens node mit DAG_choose_node und inkrementieren des

Anweisungszahlers instr_counter, der dem 4 aus Algorithmus entspricht (216-127).

Ggf. werden Zuweisungen an Ausgabevariablen mit DAG_insert_copy_instructions ein-
gefiigt, wobei die Knotennummer als obere Schranke fiir den last-Wert verwendet wird.
instr_counter wird um die Zahl der eingefiigten Anweisungen erhht (218).

. Priifen mit DAG_choose_output_var, ob node eine Ausgabevariable zugeordnet ist (119). Bei

mehreren wird diejenige mit dem niedrigsten last-Wert von der Funktion zuriickgeliefert
(219).

e Falls ja, wird die Substitution delta aktualisiert und in einem Bitvektor die entsprechen-
de Ausgabevariable als benutzt markiert (221-222).

e Falls nein, wird eine neue Variable vi erzeugt und ins Ergebnisprogramm eingefiigt, wo-
bei ¢ der Wert in instr_counter ist. Aufserdem wird delta so gedndert, daf fiir den
Knotenindex von node die Nummer der neuen Variablen geliefert wird (225-226).

Generierung von Code fiir node: Die Parameter werden einzeln dekodiert, mit delta die in
ihnen vorkommenden Variablen substituiert und die Parameter in temporére Variablen kopiert
(228-239). Dann wird eine neue Anweisung unter Anwendung von delta auf die Variable der
linken Seite eingefiigt (240).

Fiir alle noch nicht berticksichtigten Ausgabevariablen (Ermittlung mittels des oben erwéhnten
Bitvektors) werden Wertzuweisungen wie in Algorithmus ZZ7] Schritt 8 nach last-Werten
sortiert eingefiigt (243). Der Aufruf von DAG_insert_copy_instructions erfolgt diesmal ohne
Beschrankung.






Zusammenfassung

Diese Arbeit behandelt die automatische Analyse und nachfolgende Optimierung von linearem Co-
de, einer auf eine lineare Abfolge von Wertzuweisungen beschrinkte Klasse von Zwischencode in
Compilern. Linearer Code findet sich in iterativen Programmen in Schleifenriimpfen, daher ist seine
Effizienz besonders wichtig.

Bei den vorgestellten Optimierungsverfahren gibt es zwei unterschiedliche Ansétze:

Die klassischen Einzeltransformationen wie Dead Code Elimination, Common Subexpression Elimi-
nation, Konstantenfaltung und Propagation von Kopien behandeln jeweils einen zu optimierenden
Teilaspekt, um das Programm schlieflich dahingehend zu transformieren.

Das graphbasierte DAG-Verfahren erzeugt eine komplette Programmreprésentation in Form eines
Graphen und erzeugt dann aus diesem Code, ohne auf das Ausgangsprogramm zuriickgreifen zu
miissen. Das Resultat ist dabei, wie formal gezeigt wird, optimal im Hinblick auf die klassischen
Transformationen.

Das zentrale Thema dieser Arbeit ist es, zu klaren, inwieweit man durch Kombination der klassischen
Verfahren eine Transformation konstruieren kann, die &hnlich guten Code wie das DAG-Verfahren
liefert. Nach der Untersuchung der Abhéngigkeiten der klassischen Verfahren untereinander, wird
schlieflich eine Gesamttransformation entworfen, die die Einzeltransformationen giinstig kombi-
niert.

Es stellt sich jedoch spéter heraus, dafs diese Gesamttransformation immer noch nicht so méch-
tig wie das DAG-Verfahren ist. Daher sind einige Verbesserungen in Form weiterer optimierender
Transformationen notwendig, um schlieflich ein aus zahlreichen Einzelschritten zusammengesetztes
Optimierungsverfahren zu erhalten, das die gewiinschte Eigenschaft besitzt: Es ist optimal gegen-
iiber der DAG-Transformation, was durch einen formalen Beweis bestétigt wird.

Zusétzlich zu den theoretischen Uberlegungen wurde ebenfalls eine experimentelle Implementierung
der Optimierungsverfahren erstellt, mit der deren Funktionalitét getestet werden kann. Abschliefsend
wird genauer auf die dort eingesetzten Methoden, Strategien und Datenstrukturen eingegangen.
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