Daniel Willems

Abstraktion zeitstetiger Markov-Ketten

DIPLOMARBEIT

MOVES: Software Modeling and Verification
Lehrstuhl II fiir Informatik der
Rheinisch-Westfalischen Technischen Hochschule Aachen

April 2006

Betreuung durch
Prof. Dr. Ir. Joost-Pieter Katoen






Hiermit versichere ich, dass ich die Arbeit selbststdndig
verfasst und keine anderen als die angegebenen Quellen und
Hilfsmittel benutzt sowie Zitate kenntlich gemacht habe.

Aachen, den 14. September 2006






INHALTSVERZEICHNIS 1
Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung 2
2 Grundlagen 5
2.1 CTL Model Checking . . . . .. .. .. ... .. .. ... ...... 5
2.2 Markov-Ketten . . . . . . . .. ... 13
2.3 CSL (Continuous Stochastic Logic) . . . . . . .. . ... ... .... 19
2.4 Transient Analyse und Uniformisierung fir CTMCs . . . . . .. .. 22
2.5 Abstraktion mit Bisimulationsdquivalenzklassen . . . . . . . . . . .. 26
2.6 Markov-Entscheidungsprozesse . . . . .. . ... .. ... ..., 27
2.7 Dreiwertige Logiken . . . . . . . .. ... oL 28
3 Abstraktion fiir zeitstetige Markov-Ketten 31
3.1 Abstrakte zeitstetige Markov-Ketten . . . . . . ... ... ... ... 31
3.2 Scheduler und cut-Funktion . . . .. ... ... ... ... ... ... 37
3.3 Probabilistische Simulation . . . .. ... ... ... ... ...... 52
3.4 Mogliche Abstraktionen . . . . . .. .. ... ... .. .. ... . o7
3.4.1 Abstraktion A . . . ... o7
3.4.2 Abstraktion B . . .. ... 63
3.4.3 Abstraktion C . . . ... ... 67
3.5 Uniformisierte abstrakte zeitstetige Markov-Ketten . . . . . . . . .. 71
3.6 Zusammenhang zwischen CTMC- und DTMC-Abstraktion . . . . . 78
3.7 Wahrscheinlichkeitsrdume . . . . . .. . ... .. o 0L 81
4 Model Checking fiir abstrakte Markov-Ketten 87
4.1 3-CSL (3-valued Continuous Stochastic Logic) . . . . . . . ... ... 87
4.2  Quantitative, zeitabhéngige Erreichbarkeit . . . . . . . . . ... ... 88
4.3 3-CSL Model Checking . . . . . . . . . .. ... .. ... ..., 97
5 Zusammenfassung und Ausblick 111



2 1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Die Komplexitédt von Systemen vom Bereich der Softwareentwicklung iiber Hard-
warearchitekturen bis zur Modellierung von natiirlichen Systemen in Biologie und
Chemie tibersteigt heutzutage in der Regel das menschliche Versténdnis. Auch wenn
noch die groflen Zusammenhénge iiberschaubar erscheinen, so gerdt der Nachweis
von bestimmten Eigenschaften eines Systems schnell zur Sisyphus-Arbeit oder ist
sogar praktisch unmoglich.

Eine der #ltesten Techniken, die Eigenschaften eines Systems zu priifen, diirfte wohl
das Testen sein. Heutzutage wird sie noch in vielen Bereichen verwendet, bei-
spielsweise im Automobilbau (Crash-Tests) oder in der Softwareentwicklung (Test-
Klassen). Die Simulation ist eine ans Testen angelehnte Methode, bei der ein ma-
thematisches Modell aufgestellt und das Verhalten von Instanzen des gegebenen
Problems in diesem Modell untersucht wird. Beiden Techniken ist gemein, dass kein
vollstandiger Nachweis der gewiinschten Eigenschaften erfolgen kann. Vielmehr wird
versucht schwierige Fille zu finden, was oft noch per Hand geschieht, und fiir diese
Fille durch Testen oder Simulation die gesuchte Eigenschaft nachzuweisen. Durch
die Beschrinkung insbesondere der Ressourcen Zeit und Geld kénnen natiirlich nur
relativ wenige Situationen iiberpriift werden.

Zwei weitere Techniken, die im Gegensatz zu den bisher genannten einen formalen
Nachweis ermoglichen und auch bereits den Weg in die kommerzielle Anwendung
gefunden haben, sind die deduktive Verifikation und das sogenannte Model Checking.
In beiden Fillen muss dhnlich wie bei der Simulation zunéichst ein mathematisches
Modell aufgestellt werden. Einfach ausgedriickt wird bei der Deduktion durch logi-
sche Schlussfolgerung iiberpriift, ob alle Instanzen, die in einer gegebenen Spezifika-
tion enthalten sind, auch in der Beschreibung des Modells enthalten sind. Wenn es
keine Instanz gibt, die ausschliellich in der Spezifikation enthalten ist, so ist damit
gezeigt dass das Modell der Spezifikation geniigt. Eine anschauliche Einfithrung aus
dem Bereich kiinstliche Intelligenz findet man unter [RN95].

In dieser Arbeit werden wir uns jedoch mit der Technik des Model Checking aus-
einandersetzten. Im Grunde genommen werden beim Model Checking sdmtliche
Zustinde des Modells in geschickter Weise durchsucht. Falls kein Zustand gefunden
werden kann, in dem die gesuchte Eigenschaft verletzt wird, so kann gefolgert wer-
den, dass die Eigenschaft im Modell giiltig ist. Da die Dauer der Suche stark von der
Grofle des Modells abhéngig ist, gehort zum Model Checking auch praktisch immer
eine Verkleinerung des Zustandsraums und ihrer Représentation.

Model Checking gibt es in vielen Auspriigungen, etwa fiir timed automata® oder Pro-
mela Modelle?. Wir werden uns hier mit dem Model Checking Problem fiir zeitste-
tige Markov-Ketten beschiftigen, einer speziellen Art von stochastischen Prozessen,

'Fiir eine Einfithrung in Model Checking fiir timed automata mit dem Tool Uppaal sei auf
[BDLO04] verwiesen.

%In Promela (Process Meta Language) koénnen verteilte Systeme modelliert werden, die mit dem
traditionsreichen Model Checker SPIN verifiziert werden koénnen. Ein umfangreiches Handbuch zu
SPIN findet sich unter [Hol04].
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die hauptséchlich fiir die Untersuchung von Leistungsverhalten und Zuverlissigkeit
von Systemen verwendet werden. Fin Beispiel, welches wir noch genauer betrachten
werden, ist ein mehrfach redundant ausgelegtes System. Systeme werden iiblicher-
weise dann redundant ausgelegt, wenn die Ausfallsicherheit von grofiter Bedeutung
ist. Der Airbus A380 ist ein Paradebeispiel dafiir. Der dort verwendete fly-by-
wire Ansatz und das extreme Sicherheitsbediirfnis in der Flugzeugindustrie machte
es erforderlich, praktisch alle wichtigen Subsysteme redundant auszulegen. Wei-
tere Beispiele fiir den Einsatz von zeitstetigen Markov-Ketten findet man bei den
Kommunikationsprotokollen in der Informatik (Bluetooth sei als Negativ-Beispiel ge-
nannt), mit Populationsentwicklungen in der Biologie oder mit Molekiilreaktionen
in der Chemie.

Weiterhin kéonnen Markov-Ketten auch als Low-Level Konstrukt fiir verschiedene
hohere Beschreibungssprachen verwendet werden. Hier seien exemplarisch stochasti-
schen Petri-Netze (siche [Mol81]) und Queueing Netze (siche [BGAMT98]) erwihnt.
Die Zustandsrdume der entsprechenden Markov-Ketten kénnen hier schon bei recht
einfachen High-Level Modellen unangenehme Grofien erreichen. Eine geschickte Ver-
kleinerung des Zustandsraums ist also hier auch besonders wichtig.

Fiir Model Checking von zeitstetigen Markov-Ketten existieren bereits mehrere Im-
plementierungen. Das Tool PRISM (Probabilistic Symbol Model Checker, [HMNPO6])
wurde an der University of Birmingham entwickelt und kann neben zeitstetigen auch
zeitdiskrete Markov-Ketten sowie Markov-FEntscheidungsprozesse behandeln. Die
Praxistauglichkeit von PRISM wurde in zahlreichen Fallstudien gezeigt. Der Erlan-
gen Twentee Markov Chain Checker (E = MC?, [HKMKS]), eine niederlindisch-
deutsche Zusammenarbeit, ist ein weiteres Tool zum Model Checking von zeitsteti-
gen Markov-Ketten. Mit dem Editor DaNAMiCS? kénnen stochastische Petri-Netze
erzeugt und in das F - MC? Format fiir zeitstetige Markov-Ketten umgewandelt
werden.

Auf die Implementierung eines Model Checkers wird hier verzichtet, stattdessen wird
die Frage nach moglichen Abstraktionstechniken im Vordergrund stehen. Eine be-
reits etablierte Technik? arbeitet mit Bisimulationsiquivalenzrelationen, dhnlich wie
sie auch fiir die Minimierung von deterministischen endlichen Automaten verwendet
werden konnen. Diese Technik hat jedoch den Nachteil, dass schon Zustdnde mit
kleinsten Abweichungen im Verhalten zu unterscheiden sind. An diesem Punkt wer-
den wir ansetzten und eine auf Simulation statt auf Bisimulation basierende Abstrak-
tion definieren®. Stirkere Abstraktion miissen wir dabei durch entsprechend unge-
nauere Ergebnisse erkaufen. Um erkennbar zu machen ob die Abstraktion zu stark
ist werden wir daher eine Logik verwenden, in der Aussagen nicht nur wahr oder
falsch sein kénnen, sondern auch unbestimmt. Fine unbestimmte Aussage beziiglich
einer Spezifikation ist dann so zu deuten, dass die gewéhlte Abstraktion des Modells
fiir die gegebene Spezifikation nicht angemessen ist.

3Siche [CDKN9S].
“Siehe Kapitel 5 in [BHHKO03].
5In [FLWO06] wurde ein solcher Ansatz bereits fiir zeitdiskrete Markov-Ketten beschrieben.
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Um Spezifikationen beziiglich der dreiwertigen Logik formulieren zu kénnen, miissen
wir CSL, eine Spezifikationslogik fiir zeitstetige Markov-Ketten, nur leicht modifi-
zieren. Fiir abstrakte zeitstetige Markov-Ketten, mit denen wir die Abstraktionen
beschreiben werden, werden wir dann ein Model Checking Verfahren fiir ein wichti-
ges Fragment der dreiwertige Variante von CSL vorstellen. Wir werden feststellen,
dass sich die Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit von Spezifikationen auf das urspriingliche
Modell iibertragen lassen.

Der Aufbau diese Arbeit ist wie folgt: In Kapitel 2 werden zunéchst die wichtigsten
Grundlagen aus den Bereichen Model Checking, Abstraktion zeitstetiger Markov-
Ketten und dreiwertige Logik vermittelt. In Kapitel 3 werden abstrakte zeitste-
tige Markov-Ketten eingefiihrt und mogliche Abstraktionen besprochen. Auflerdem
enthélt es einige Ergebnisse beziiglich uniformer abstrakter zeitstetiger Markov-
Ketten und zum Vergleich mit der zeitdiskreten Variante dieser Abstraktionstech-
nik. Nach der Definition des Wahrscheinlichkeitsraums wird dann in Kapitel 4
die Spezifikationslogik 3-CSL fiir die dreiwertige Logik und Model Checking von
3-CSL Formeln fiir abstrakte zeitstetige Markov-Ketten untersucht. Dabei werden
das quantitative Erreichbarkeitsproblem und die Frage nach der Prdservation von
3-CSL-Formeln im Mittelpunkt stehen. AbschlieBend werden in Kapitel 5 die wich-
tigsten Ergebnisse zusammengefasst, sowie ausstehende Fragen und weiterfithrende
Forschungsmoglichkeiten aufgezeigt.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden Grundlagen vermittelt, die im weiteren Verlauf der Ar-
beit noch von Bedeutung sein werden. Dies wird nicht in einer streng formalen Form
geschehen, stattdessen werden insbesondere diejenigen Ideen, die spéter noch in &hn-
licher Form auftauchen, auf verstindliche Weise prasentiert. Wir beginnen mit einer
grundsétzlichen Vorstellung des Model Checking Konzeptes fiir Transitionssysteme
und die Computation Tree Logic (CTL).

Anschlielend werden Markov-Ketten zur Modellierung von Systemen mit Wahr-
scheinlichkeiten definiert werden, sowie der mathematische Formalismus, der uns er-
laubt, iiber Wahrscheinlichkeiten von Pfaden in Markov-Ketten sprechen zu kénnen.
Als Sperzifikationssprache fiir zeitstetige Markov-Ketten wird dann die Continuous
Stochastic Logic (CSL) als Erweiterung von CTL eingefiihrt werden. Ansatzweise
wird auch das Thema Model Checking fiir zeitstetige Markov-Ketten angeschnitten,
wir beschrinken uns dabei jedoch weitgehend auf die so genannte Transient Analyse
fiir uniformisierte zeitstetige Markov-Ketten.

Einen etablierter Ansatz zur Abstraktion von zeitstetigen Markov-Ketten verwen-
det die Bisimulationsdquivalenz. Da bisimulationsdquivalente Zusténde dieselben
Eigenschaften beziiglich CSL-Formeln aufweisen, kann man durch Zusammenfassen
dieser Zusténde eine kleinere (abstraktere) zeitstetige Markov-Kette erzeugen. Die-
sen Ansatz werden wir in diesem Kapitel vorstellen und spéter in Kapitel 3 noch
weiter ausbauen, um stirkere Abstraktionen zu erhalten.
Markov-Entscheidungsprozesse erweitern das Konzept der Markov-Ketten um Nicht-
determinismus. Die spéter verwendeten abstrakten Markov-Ketten sind mit diesen
recht eng verwandt, weswegen wir kurz erldutern wollen worum es sich dabei handelt
und warum im weiteren Verlauf nicht Entscheidungsprozesse verwendet werden.
Mit einer kurzen Einfiithrung in dreiwertige Logik, die wir zur Représentation von
unbestimmten Eigenschaften bendtigen werden, schlieffen wir dieses Kapitel ab.

2.1 CTL Model Checking

Model Checking ist ein Verfahren zur Verifikation von Systemen. Das zu verifizie-
rende System muss dabei in einem geeigneten mathematischen Modell vorliegen. Ein
Formalismus mit dem Systeme mathematisch beschrieben werden kénnen sind Tran-
sitionssysteme, bestehend aus Zustédnden, Zustandsiibergéingen (oder Transitionen)
und Eigenschaften, die den einzelnen Zustdnden zugeordnet werden kénnen. Die ein-
zelnen Zusténde eines Transitionssystems représentieren dabei Zustdnde oder Kon-
figurationen des zu modellierenden Systems. An dieser Stelle wird praktisch immer
schon eine Abstraktion durchgefithrt. Ist man bei der Modellierung einer Kompo-
nente beispielsweise nur an der Funktionstiichtigkeit interessiert, nicht aber an inter-
nen Vorgéngen, so kann diese Komponente mit zwei Zustdnden funktiontiichtig und
defekt modelliert werden. Die Transitionen beschreiben die moglichen Verdnderun-
gen des Systems. Bei einer Ampelschaltung wére etwa eine Transition vom Zustand
grin in den Zustand gelb anzugeben, von griin nach rot dagegen nicht.
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Der zweite Schritt beim Model Checking besteht darin, die Anforderungen an das
System zu formulieren. Nehmen wir als Beispiel das Modell einer Fu3géingerampel.
Eine sinnvolle Anforderung an das System wére etwa, dass zu keiner Zeit Fu3gdnger
und Straflenverkehr gleichzeitig Griin haben diirfen. Um dies mathematisch sau-
ber zu formulieren, kénnen wir uns der Computation Tree Logic bedienen, einer
temporalen Erweiterung der Priadikatenlogik.

In einem dritten Schritt, der Verifikation, werden die gegebenen Spezifikationen auf
Giiltigkeit beziiglich des Systems iiberpriift. Dies ist vollautomatisch mit Rechner-
unterstiitzung moglich. Wir werden dies nicht im Detail besprechen und stattdessen
nur die Grundideen erldutern. Eine ausfiihrlichere Beschreibung des Verfahrens ist
unter anderem in [HRO0] zu finden.

Die folgenden Definitionen sind so gewahlt, dass sie spater moglichst einfach erwei-

tert werden konnen.

Definition 1 (Transitionssysteme). Sei AP die Menge aller atomaren Eigenschaften
(engl. atomic propositions), dann bezeichnet man als Transitionssystem 7 iiber AP
ein Tupel 7 = (S, Sp, T, L), bestehend aus:

e Zustandsmenge S,
e Startzustandsmenge Sy, einer Teilmenge von S,

e Transitionsmatrix T : § x S +—— {0,1} mit T(s;,s;) = 1 falls eine Transition
von Zustand s; € S nach Zustand s; € S fithrt und T(s;, s;) = 0 sonst,

e Beschriftungsfunktion L : S x AP —— B, die fiir jeden Zustand die dort
giiltigen atomaren Eigenschaften a € AP festlegtf.

Definition 2 (Pfade in Transitionssystemen). Sei 7 = (S, Sy, T, L) eine Transiti-
onssystem. Ein unendlicher Pfad o ist eine Folge von Zustinden sg — s — ...
mit T(s;, s;4+1) > 0 fiir alle ¢ € N. Ein endlicher Pfad o ist eine Folge von Zustinden
S0 — 81 — ... — Sy, mit T(s;,8;,41) =1 fiir alle ¢ € {0,...,n — 1}.

Die Menge alle Pfade beziiglich eines Transitionssystems 7 bezeichnen wir mit Pfad”
und die Menge aller Pfade mit Anfangszustand s mit PfadsT.

Die Funktion | - | : Pfad? — (N U o) liefert die Lénge eines Pfades. Fiir endliche
Pfade 0 = sg — s1 — ... — s, ist die Lénge gegeben mit |o| = n, fiir unendliche
Pfade mit co. Mit o[i] bezeichnen wir den i-ten Zustand eines Pfades o mit Lénge
lo| > i.

SMit B = {T, L} bezeichnen wir die Menge der Wahrheitswerte wahr (T) und falsch (L).
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Beispiel 1 (TMR als Transitionssystem). Im Folgenden betrachten wir ein Beispiel
eines dreifach redundant ausgelegten Systems (engl. Triple Modular Redundant Sy-
stem, TMR). In diesem System gibt es drei unabhingig voneinander arbeitende
Einheiten, die alle dieselben Berechnungen durchfiithren. FKEine vierte Einheit, der
sogenannte Voter, legt das Ergebnis eines der funktionierenden Einheiten auf die
Ausgabe. Ublicherweise ist der Voter weniger anfillig fiir Stérungen, sodass die
Komponenten in der Regel viele Male ausfallen konnen, bevor das System komplett
ausgetauscht werden muss. Wir wollen annehmen, dass das Reperaturteam nur je-
weils eine Einheit gleichzeitig reparieren kann. Sollten mehrere Einheiten defekt
sein, so wird die Einheit mit dem kleinsten Index zuerst repariert. Ist der Voter
defekt, so wird das gesamte System inklusive aller Komponenten ausgetauscht.

Die Zusténde ujugugl mit uy, us,us € {0, 1} reprisentieren die Situationen, in der
alle Einheiten ¢ mit u; = 1 und der Voter intakt sind. Zustand 0000 représentiert
die Situation, in der der Voter ausgefallen ist und damit das gesamte System aus-
getauscht werden muss. Die Zustédnde mit ¢ funktionsfidhigen Einheiten sind hier
jeweils mit up; beschriftet und der Zustand 0000 mit down.

Wir abstrahieren zunéchst noch von den Ausfallwahrscheinlichkeiten und Zeitspan-
nen und erhalten nach obiger Beschreibung folgendes Transitionssystem:

ups up2 up1 upo

down

Abbildung 1: TMR als Transitionssystem

Kommen wir nun zur Spezifikation. Als mathematischen Formalismus zur Beschrei-
bung von Spezifikationen beziiglich Transitionsystemen werden wir die CTL verwen-
den. Zusétzlich zu den aus der Priadikatenlogik bekannten Operatoren wie Negation,
Konjunktion, etc. konnen Aussagen iiber Pfade formuliert werden, also iiber die zeit-
liche Abfolge von Zustandsiibergéingen. Dazu werden die Operatoren & (j,es gilt in
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irgendeinem Zustand des Pfades die Eigenschaft 1), (i (,,es gilt in jedem Zustand
des Pfades die Eigenschaft ¢“), X % (,,im néchsten Zustand gilt die Eigenschaft
) und Y1 U 1Py (,es gilt Yy solange, bis in einem Zustand 1o gilt“) eingefiihrt.
AuBerdem werden die Pfadquantoren EV¥ (“auf einem mdoglichen Pfad gilt die Pfa-
deigenschaft U“) und AV (,fiir alle Pfade gilt die Pfadeigenschaft ¥*“) bendtigt.

Um die Beschreibung der Beispiele abzukiirzen, wollen wir davon ausgehen, dass
fiir jeden Zustand s; € S eine Eigenschaft at;, € AP existiert, die ausschlieBlich
in diesem Zustand giiltig ist. Im Beispiel 1 kénnten wir also die Forderung, dass
zu keinem Zeitpunkt der Voter defekt und funktionstiichtig zugleich ist, ausdriicken
mit der Formel ACI-(atoooo A (atooor V atoorr V ... V atiin)).

Definition 3 (CTL-Formeln). Die Menge F7 sei die Menge aller CTL-Formeln
beziiglich eines Transitionssystems 7 = (5, Sy, T, L). Als atomare CTL-Formeln in
F7 werden bezeichnet:

o true € Fr
e false € Fr
e a c Frfallsae€ AP

Weiterhin wird die Menge der CTL-Formeln nach folgenden Regeln induktiv aufge-
baut:

o (—p) e Frfalls ¢ € Fr
(Y1 Aip2) € Fr falls 91,42 € Fr
o (EOY) e Fr falls ¢ € Fr
(
(

EX¢) € Fr falls ¢ € Fr
[ E(lblUl/Jg)) c FT falls 1/11,¢2 S F’]’

Operatoren wie Implikation, Konjunktion etc.werden in der iiblichen Weise als
Abkiirzungen aufgefasst (z.B. ¢ — 19 = =1 V 1h2), ebenso wie die iibrigen quanti-
fizierten Pfadformeln (siehe [Sch03]):

e AX ) = -EX ) mit o € Fr

o ECY = E(trueld ) mit ¢ € Fr

A = ~EO—p mit ¢ € Fr

Ay = —~EO— mit ¢ € Fr

A1 U Pg) = ~E(—ha U (—h1 A —iPa)) A ~E0—g mit oy, 1pe € Fr
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Beispiel 2. Passend zum Modell in Beispiel 1 kénnen wir nun Spezifikationen
in CTL formulieren. Eine Bedingung die das Modell offensichtlich erfiillt ist die,
dass immer dann wenn sich das System in einem wup;-Zustand befindet nicht die
Eigenschaft down erfiillt sein kann. Die entsprechende CTL-Formel dazu lautet
AO(ups V upe V upy V upg) — —down.

Eine weitere interessantere Eigenschaft wére, wenn es keine absorbierenden Zustédnde
im System gébe, also wenn fiir jeden Zustand ein Nachfolgezustand existieren wiirde.
Dass dies gilt, kann man in diesem Beispiel noch recht einfach sehen. Wenn der Zu-
standsraum jedoch in mehrstellige Bereiche wiichst, ist diese Eigenschaft nicht mehr
so leicht per Hand nachzuweisen. Die CTL-Formel die diese Eigenschaft beschreibt
lautet A X true.

Nun da wir die nétigen Mittel zur Beschreibung des Problems haben, kénnen wir
uns mit dessen Losung beschéftigen, also der Verifikation. Zunéchst miissen wir
dazu die formale Semantik von CTL festlegen, um iiber Giiltigkeit von Formeln auf
mathematische Weise sprechen zu koénnen. Da die boolsche Algebra sehr grundle-
gend in der Informatik ist, diirfte hier iiber die Identifizierung der Symbole hinaus
eigentlich keine weitere Ausfiihrung zu diesem Thema notig sein. Da wir jedoch
spater noch eine dreiwertige Logik benétigen, welche einen dritten Wahrheitswert
unbestimmt einfiihrt, soll hier dennoch eine kurze formale Auseinandersetzung mit
dem Thema erfolgen:

Als Symbol fiir eine wahre Aussage, d.h. eine vom Modell erfiillte Formel, verwenden
wir T, fiir eine falsche Aussage schreiben wir L. Aus der Menge B = {T,L}
kann man einen vollstdndigen Verband bilden mit I < T und dem Supremum
und Infimum wie in Tabelle 1. Das Supremum kann zur Definition der Semantik
der Konjunktion verwendet werden (siche Tabelle 2). Wiirde man die Semantik
der Disjunktion direkt definieren und nicht die Disjunktion als blofle Abkiirzung
auffassen, so wiirde man sie iiber das Infimum definieren. Héufig werden statt L
und T die Zahlen 0 und 1 als Wahrheitswerte verwendet. Dann wird als Infimum
das Minimum und als Supremum das Maximum gewihlt.

Das Komplement a¢ definieren wir durch 1¢ = T und T¢ = L. Da wir von ei-
ner closed world assumption ausgehen (d.h. [s,¢] = L = [s,—¢] = T), kann das
Komplement zur Definition der Semantik von =1 verwendet werden. Mit den Wahr-
heitswerten 0 und 1 wird das Komplement iiblicherweise als a“ = 1 — « definiert.

u|L T npL T
L)L TyLpL L
Ty T Ty T L T

Tabelle 1: join (U) und meet (M) fir B
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[s, true] = T
[s,a] = L(s,a)
[[37 ﬂﬁ]] = [[371/}]]0
[s,i1 Ape] = [s,91] M [s,92]
. B [o]i],v] falls i < |o|
lovi, ] B { 1L sonst
lo, X Y] = [o,1,9]

T falls 3i: (Jo,i,92] =T
AVO<j<i:[ojir]=T)

1 =
o1 U 2] 1 falls Vi : (Jo,i, 9] = L
Vv3I0<j<i:fogn]=1)
T fallsVO<i<|o|:[oli,v] =T
[0, O] _ { o] : [ofd], ¥]
1 sonst
T fall HE =
[s, EV] _ { alls 3 0 € Pfad; : [0, 9] =T
1 sonst

mit s € ST; a € APT; 4,1, €ST; U eP?; g€ Pfad”; i €N

fiir eine gegebenes Transitionssystem 7 = (S7,S7, T7, L7)

Tabelle 2: CTL Semantik
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Die Semantik von CTL wird in der Tabelle 2 vollstindig beschrieben. Eine kurze

intuitive Erlauterung wurde schon vor der Definition der CTL-Formeln gegeben,

daher betrachten wir im Folgenden nur noch ein paar einfache Beispiele, um den

Umgang mit der Semantik zu demonstrieren. Dazu legen wir das Modell aus Beispiel

1 zugrunde:

e In Zustand 0000 gilt die atomare Eigenschaft down:
[0000, down] = L(0000, down) =T

e In Zustand 0000 ist die Eigenschaft verletzt, dass up; oder ups gilt:

[0000, upy V up2] =

[0000, ~(—up1 A —ups)]

[0000, =upy A —ups]©
[0000, —up; ] 11 [0000, ~ups])®
[0000, up1]© 1 [0000, upa]©)°

LemLe)e
TRT)S

TC

L

(
(
(L (0000, up; )¢ 1 L(0000, ups )¢
(
(

e Nun zeigen wir in einem etwas lingeren Beispiel, wie die Semantik auf Pfaden

zu verstehen ist. Wir zeigen dazu, dass fiir alle Zustédnde des Transitionssytems
die Formel AQO(down — A X ups) erfiillt ist:

[[37A|:|(d0u)n — AX upg)]] = [[s,AD(—'down VAX upg)]] =T

gilt genau dann, wenn

V o € Pfad, : [o,0(~down V AX up3)] = T

Dies wiederum gilt, falls [o[i], ~down V A X ups] giiltig ist fiir alle 0 < i < |o].

Untersuchen wir zunéchst ~down V A X ups etwas naher:

[s, ~down V A X ups]

gilt genau dann, wenn

[s, down A = A X ups]

[s, ~(down N = A X ups)]
[s, down A —=A X ups]©
T

[s, down] M [s, 7 A X ups]
[s, down] M [s, A X ups]©
1L

Fiir den Fall dass [s,down] = L gilt, folgt wegen der Definition von I auch,
dass [s, down] M[s, AX ups]® = L gilt. Es bleibt also fiir den Fall s, down] =
T noch zu zeigen, dass [s, A X ups]® = L beziehungsweise [s, AX ups] = T

gilt.
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Da [s,down] = T lediglich fiir s = 0000 erfiillt ist, interessiert uns also im
Folgenden nur noch, ob fiir alle o € Pfadyy, gilt, dass [o, X ups]:

[o[1],ups] falls 1 < |o]
1

lo, X ups] = [0, 1, up3] = {
sonst

Die Eigenschaft [o[1], ups] ist genau dann erfiillt, wenn o[1] = 1111, da 1111
der einzige ups Zustand in unserem Beispiel ist. Auflerdem hat der Zustand
0000 als einzigen Nachfolger den Zustand 1111, sodass fiir alle Pfade mit o[0] =
0000 und |o| > 1 gelten muss, dass o[1] = 1111 ist. Da 0000 nicht absorbierend
ist, gilt natiirlich auch, dass |o| > 1.

Die Formel —down V A X ups ist also fiir alle Zustidnde des Transitionssystems
erfiillt. Damit gilt also V 0 < i < |o| : [o]i], "down V AX ups] = T, da es
keinen Zustand o[i| eines Pfades gibt, fiir den ~downV A X ups verletzt werden
konnte.

Die Formel AO(down — A X ups) ist demnach in allen Zustédnden giiltig.

Da wir nun gesehen haben, wie die Giiltigkeit von Spezifikationen beziiglich eines
Modells per Hand {iberpriift werden kann, wollen wir noch einen sehr kurzen Blick
auf die algorithmische Herangehensweise werfen.

Zunichst stellen wir fest, dass wir in den Beispielen die gegebene Formel immer
in ihre Teilformeln zerlegt haben und fiir diese nach Zusténden gesucht haben, in
denen sie erfiillt sind. Die einfacheren Bausteine, fiir die keine Betrachtung von
Pfaden noétig ist, kommen aus der Aussagenlogik. Fiir jeden Zustand kann man auf
iibliche Weise die Giiltigkeit der aussagenlogischen Formeln bestimmen, sobald der
Wahrheitswert fiir die Teilformeln bekannt ist.

Zur Uberpriifung der Pfadformeln miissen wir den Transitionsbaum betrachten. Bei
der Riickwirtsanalyse, auf die wir zuriickgreifen, miissen wir jeden Zustand pro
Tiefenebene lediglich einmal betrachten, wie es auch in Abbildung 3 dargestellt ist.

Sei das Transitionssystem aus Abbildung 2 gegeben mit dem Startzustand sg.

@) @D

Abbildung 2: Transitionssystem

Wir interessieren uns nun fiir die Erreichbarkeit von Zustand sg, die wir nach dem
allgemein bekannten Riickwirtsanalyseverfahren bestimmen wollen.

Die Analyse lduft wie folgt von unten nach oben bzw. von hinten nach vorne ab: Zu
Beginn, also ganz hinten, werden nur die Zustinde markiert, die es zu erreichen gilt
(hier nur sp). AnschlieBend markiert man sémtliche direkten Vorgéinger der mar-
kierten Zustdnde und wiederholt dies solange, bis man beziiglich der Markierungen
einen Fixpunkt erreicht hat, also bis zwei iibereinanderliegende Ebenen dieselben
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Abbildung 3: Riickwirtsanalyse

Markierungen haben. Damit deckt man zwar nicht die langeren Pfade ab, was im-
mer noch unendlich viele sein kénnen, sobald man jedoch einen Fixpunkt erreicht
hat, sind die Markierungen fiir alle weiteren Ebenen gleich. Damit kann man also
fiir Pfade beliebiger Linge angeben, ob ein markierter Zustand erreicht wird oder
nicht.

Lésst man nur endliche Zustandsmengen zu, so terminiert das Verfahren nach end-
lich vielen Schritten, da man nur endlich viele Zustéinde markieren kann und ein
Fixpunkt erreicht ist, sobald keine weitere Markierung von Zustdnden mehr moéglich
ist. In der obigen Abbildung 3 sind die Transitionen durchgezogen dargestellt, die
eine Markierung des zugehorigen Vorgéingers implizieren. Da sy im Verlauf der
Analyse markiert wurde konnen wir folgern, dass ein Pfad existiert, der von einem
Zustand sg aus den Zielzustand spg erreicht.

Die Riickwartsanalyse wird in dhnlicher Form auch bei der Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten in Markov-Ketten verwendet, die wir im weiteren Verlauf behan-
deln werden. Statt Zustédnde nur zu markieren, werden jedoch in jeder Iteration auf
Grundlage der Wahrscheinlichkeiten fiir Pfade der Lénge ¢ die Wahrscheinlichkeiten
fiir Pfade der Lénge ¢ + 1 berechnet, von einem Zustand aus noch einen Zielzustand
erreichen zu koénnen.

An dieser Stelle beenden wir die Einfiihrung in das Thema Model Checking von
Transitionssystemen. Fiir eine fundierteres und weiter gehendes Studium dieses
Themas sei auf [CGP99] und [Sch03] verwiesen.

2.2 Markov-Ketten

In Beispiel 1 haben wir noch von der Betrachtung der Ausfallwahrscheinlichkei-
ten und der durchschnittlichen Reparaturdauer abgesehen. Da Transitionssysteme
dafiir nicht geeignet sind, miissen wir einen anderen Formalismus fiir die Beschrei-
bung des Modells wihlen. Markov-Ketten als Vertreter stochastischer Prozesse bie-
ten die Moglichkeit, mit Wahrscheinlichkeiten von Zustandsiibergéngen zu arbeiten.
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Beziiglich der Zeitmessung wird zwischen zeitdiskreten und die zeitstetigen Markov-
Ketten unterschieden. Bei den zeitdiskreten Markov-Ketten betrachtet man die
Zeit als in diskreten (abz#ihlbaren) Schritten ablaufend. Dabei definiert man iibli-
cherweise die Zeit so, dass mit jedem Zustandsiibergang bzw. Ereignis genau eine
Zeiteinheit vergeht.

Markov-Ketten haben ihren Namen von der Markov-Eigenschaft geerbt, die auch
Gedé#chtnislosigkeit genannt wird. Ein gedéchtnisloser Prozess zeichnet sich dadurch
aus, dass das zukiinftige Verhalten zu jedem Zeitpunkt unabhéngig vom fritheren
Verhalten ist. Wir bezeichnen den chronologisch i-ten Zustand des Prozesses mit
der Zufallsvariablen X;. Die Gedéchtnislosigkeit ist genau dann gegeben, falls fiir
alle i € Ny gilt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir X; = s; nur vom aktuellen Zustand
X;_1 = s;_1 abhéngt:

PT{XZ' = S; ‘ Xi—l = S;—1, ...,Xl = 81} = PT{XZ' = S; ’ Xi—l = Si—l}
Definition 4 (Zeitdiskrete Markov-Ketten). Als zeitdiskrete Markov-Kette (engl.:

discrete-time Markov chain, DTMC') bezeichnet man ein Tupel M = (S,P, L),
bestehend aus:

e Zustandsmenge S,

e Wahrscheinlichkeitsmatrix P : S x S +—— [0, 1] mit )
alle Zusténde s; € S,

sjESP(Si7Sj) € {07 1} fiir

e Beschriftungsfunktion L : S x AP —— B, die fiir jeden Zustand die dort
giiltigen atomaren Eigenschaften a € AP festlegt.

Falls P(s;, s;) > 0 fur Zusténde s; und s; gilt, so sagt man auch, dass eine Transition
von Zustand s; € S nach Zustand s; € S fiihrt. Gilt Zsjes
Zustand s;, gibt es also keine Transitionen die aus s; herausfiithren, so heifit s;

P(s;,sj) = 0 fiir einen

absorbierend.

Zeitdiskrete Markov-Ketten haben die Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit, da fiir
Zustandsiibergéinge, etwa von s; nach s;, unabhéngig von der Vergangenheit immer
dieselbe Wahrscheinlichkeit gegeben ist (P(s;,s;)).

Definition 5 (Pfade in zeitdiskreten Markov-Ketten). Sei M = (S,P,L) eine
zeitdiskrete Markov-Kette. Ein unendlicher Pfad o ist eine Folge von Zustdnden
so — §1 — ... mit P(s;,8,41) > 0 fiir alle ¢ € N. Ein endlicher Pfad o ist
eine Folge von Zustdnden sy — s; — ... — s, mit s, ist absorbierend und
P(s;,si+1) > 0 fiir alle ¢ € {0, ...,n — 1}.

Die Notation fiir die Ldnge von Pfaden, fiir den i-ten Zustand eines Pfads und fiir
Pfadmengen kénnen wir von den Transitionssystemen iibernehmen.
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Eine weitergehende Einfiihrung in das Thema zeitdiskrete Markov-Ketten soll hier
nicht gegeben werden. Mehr dazu findet man beispielsweise in [Tij03]. Stattdessen
werden wir fiir zeitstetige Markov-Ketten die Spezifikationslogik formal einfiihren
und eine Moglichkeit erldutern, das quantitative Erreichbarkeitsproblem algorith-
misch zu behandeln, das fiir das Model Checking zeitstetiger Markov-Ketten aus-
genutzt werden kann. Als quantitatives Erreichbarkeitsproblem bezeichnen wir die
Frage nach der Wahrscheinlichkeit, mit der eine Zielmenge erreicht werden kann.
Im Gegensatz dazu beschiftigt sich das qualitative Erreichbarkeitsproblem mit der
Frage, ob ein Zustand (fast) immer erreicht werden kann oder nicht (siehe [BLO04]).

Bei den zeitstetigen Markov-Ketten, die in dieser Arbeit im Mittelpunkt stehen,
werden in der Regel die Zeitangaben aus R>q gewéhlt. Zustandsdnderungen kénnen
zu beliebigen Zeitpunkten erfolgen, weshalb zusétzlich zu der Wahrscheinlichkeit
fiir den Ubergang in einen bestimmten Nachfolgezustand auch noch die sogenannte
Ezitrate eine Rolle spielt, die durchschnittliche Anzahl von Transition mit der ein
Zustand pro Zeiteinheit verlassen wiirde. Umso hoher die Exitrate, umso schneller
wird der Zustand verlassen.

Statt zusétzlich zu den Wahrscheinlichkeiten noch Exitraten fiir jeden Zustand zu
notieren, schreibt man statt der Wahrscheinlichkeit die Rate, Produkt aus Exitrate
und Wahrscheinlichkeit, an eine Transition. Die Raten beschreiben also, wie oft pro
Zeiteinheit vom aktuellen Zustand in den Nachfolgezustand gegangen wiirde. Wenn
im Beispiel 1 also die Zeit in Jahren gemessen wiirde und die einzelnen Komponen-
ten im Durchschnitt alle drei Monate ausfallen, dann wére etwa die Rate fiir den
Ubergang von 1111 in einen upo-Zustand mit % = 4 anzusetzen.

Die Unabhingigkeit von den fritheren Zusténden ist hier ebenso wie bei den zeit-
diskreten Markov-Ketten gegeben. Um in zeitstetigen Markov-Ketten die Eigen-
schaft der Gedéchtnislosigkeit zu erhalten, darf aber auch die Zeit, die sich ein
Prozess bereits in einem Zustand befindet, keine Rolle spielen. Die erwartete Dauer
fiir einen Zustandsiibergang muss also immer dieselbe sein, egal ob der Prozess
gerade in diesen Zustand gewechselt ist, oder ob er sich schon seit langem dort
befindet. Wenn wir nun eine Verteilung angeben wollen, die uns die Wahrschein-
lichkeit liefert, dass innerhalb einer bestimmten Zeitdauer ¢ ein Ubergang von Zu-
stand s in einen Zustand s’ stattfindet, dann muss fiir diese Verteilung gelten, dass
Pr{Xyi =5 | Xp = s} = Pr{X, = s | Xo = s} fiir beliebige ' € R>o. Die
einzige Wahrscheinlichkeitsverteilung, die dies leistet ist die Exponentialverteilung
mit Parameter A:

f)\(t) =1—e?Mfirte RZO (1)
Der Erwartungswert einer A-Exponentialverteilung ist bekanntermafien % Da wir
fiir unser Beispiel als Erwartungswert fiir die Dauer bis zum Ausfall einer Kompo-
nente drei Monate bzw. % Jahr annehmen wollten, beschreibt also fiir eine zeitstetige
Markov-Kette nur die Exponentialverteilung mit A = 4 (der gegebenen Rate) diesen
Sachverhalt angemessen. Fiir weitere Erlduterungen sei hier auf [Tij03] verwiesen.
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Um die Notation des Transitionssystems so zu erweitern, dass damit zeitstetige
Markov-Ketten beschrieben werden kénnen, miissen wir die 0/1-Matrix durch eine
Ratenmatrix ersetzen. Es ist zu beachten, dass die Exponentialverteilung fiir A = 0
als Ergebnis immer 0 liefert. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢
mit einer Rate 0 in einen bestimmten Nachfolgezustand zu gelangen ist also ebenfalls
immer 0. Die Rate 0 entspricht also einer fehlenden Kante in einem Transitionssy-

stem.

Definition 6 (Zeitstetige Markov-Ketten). Als zeitstetige Markov-Kette (engl.:
continuous-time Markov chain, CTMC') bezeichnet man ein Tupel M = (S,R, L),
bestehend aus:

e Zustandsmenge S,

e Ratenmatrix R : S x § —— R>g mit R(s;,s;) > 0 falls eine Transition von
Zustand s; € S nach Zustand s; € S fithrt und R(s;, s;) = 0 sonst,

e Beschriftungsfunktion L : S x AP —— B, die fiir jeden Zustand die dort
giiltigen atomaren Eigenschaften a € AP festlegt.

Die Exitrate eines Zustands s ist durch E(s) = Y qR(s,s’) bestimmt. Sie gibt
an, wie oft der Zustand iiber eine beliebige Kante pro Zeiteinheit verlassen werden
wiirde. Gébe es beispielsweise fiir einen Zustand zwei ausgehende Kanten mit Raten
r1 und ro, so wiirde der Zustand pro Zeiteinheit iiber die erste Kante r; mal verlassen
werden und iiber die zweite Kante ro mal. Insgesamt wiirde der Zustand demnach
r1 4+ ro mal pro Zeiteinheit verlassen werden.

Definition 7 (Pfade in zeitstetigen Markov-Ketten). Sei M = (S, R, L) eine zeitste-
tige Markov-Kette. Ein unendlicher Pfad o ist eine Folge von Zustéinden und Zeitan-
gaben sg o, s1 N mit t; € Ry und R(s;, si+1) > 0 fiir alle ¢ € N. Ein endlicher
Pfad o ist eine Folge von Zustédnden und Zeitangaben s b, s1 A, -t Sy, mit
R(sn,s) =0 fiir alle s € S und R(s;, s;41) > 0 fiir alle ¢ € {0,...,n — 1}.

Zusétzlich zu den in zeitdiskreten Markov-Ketten verwendeten Notationen beziiglich
Pfaden definieren wir fiir zeitstetige Markov-Ketten noch fiir unendliche Pfade die
Verweildauer § im i-ten Zustand als (o,i) = ¢; und den Zustand des Pfades zur
Zeit t als 0@t = o[s;] wobei der Zustand s; derjenige mit dem kleinsten Index i ist,
fir den gilt t < ZZ=O ti. Intuitiv gesprochen ist s; also der erste Zustand, der nach
dem Zeitpunkt t verlassen wird.

Fiir einen endlichen Pfad o mit |o| = [ ist die Verweildauer von oll] nach obi-
ger Beschreibung nicht ordentlich definiert. Wir definieren daher sinnvollerweise
d(o,1) = 0o, da der Zustand nicht mehr verlassen werden kann. Fiir i € {0,...,[ —1}
sei die Definition wie bei den unendlichen Pfaden. Ebenso miissen wir fiir c@¢ den
Sonderfall behandeln, dass ¢t > 22;10 tr. Ist dies gegeben, so definieren wir cQt = s;.
Fir t < Zfrg_:lo ti, wird 0@t wieder wie im Fall von unendlichen Pfaden definiert.
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Die zeitdiskrete Markov-Kette mit denselben Zustédnden, Wahrscheinlichkeiten und
Beschriftungen wird im Zusammenhang mit der gegebenen zeitstetigen Markov-
Kette auch die eingebettete Markov-Kette genannt.

Definition 8 (Eingebettete Markov-Kette). Zu einer gegebenen zeitstetigen Mar-
kov-Kette M = (S, R, L) heifit die zeitdiskrete Markov-Kette M = (S, P, L) die in
M eingebettete Markov-Kette, falls fiir alle s, s’ € S gilt:

P(s,s') =

R(s,s’)/E(s) falls E(s) >0
0 falls E(s) =0

Lemma 1. Fiir alle Ratenvektoren R(s,-) mit s € S sind die zugehorigen Zeilen der
Matrix P der eingebetteten Markov-Kette entweder Wahrscheinlichkeitsverteilungen
oder Nullvektoren.

Beweis. Falls s absorbierend ist, also R(s,s’) = 0 fiir alle s’ € S, dann folgt daraus
E(s) =Y ycqR(s,s") = 0 und damit auch P(s,s’) = 0 fiir alle s’ € S.

Ist s nicht absorbierend, so gilt E(s) > 0. Mit P(s,s’) € [0,1] fiir alle s’ € S (wegen
E(s) > R(s,s")) und

P(s,8) = > cgP(s,¢)
= Yves(R(s,s")/E(s))
= (XsesR(s,8))/E(s)
E(s)/E(s)
= 1

folgt, dass P(s,-) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.
O

Um mit Wahrscheinlichkeiten von Pfaden, oder besser gesagt von Pfadmengen, ar-
beiten zu konnen, bendtigen wir ein Wahrscheinlichkeitsmafi. Mafle sind im ma-
thematischen Sinne Bewertungsfunktionen von Messréumen mit bestimmten Eigen-
schaften. In unserem Fall wire als Messraum ein Raum zu wéhlen, in dem sémtliche
Pfademengen und Kombinationen aus Pfadmengen repréasentiert werden, sodass wir
fiir jede Pfadmenge ein Wahrscheinlichkeitsmafl bestimmen kénnen.

Wir benétigen jedoch noch die Definitionen fiir Borel-Rdume und Wahrscheinlich-
keitsriume, auf denen dann das Wahrscheinlichkeitsmafl definiert werden kann.
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Definition 9 (Borel-Raum). Die Menge B C 29 heifit Borel-Raum iiber Q, falls
gilt:

e Qe B
e aus F € B folgt Q\E € B

e aus E; € B fiir alle Elemente einer abzéhlbaren Menge {E; | i € N}
folgt U;en Ei € B

Ein Borel-Raum kann von einer abzihlbaren Menge £ erzeugt werden, indem die
Menge beziiglich Komplement und Vereinigung abgeschlossen wird. Die einzelnen
Teilmengen eines Borel-Raums nennen wir mef$bar.

Definition 10 (Wahrscheinlichkeitsraum). Als Wahrscheinlichkeitsraum bezeich-
nen wir PS = (2,8, Pr), wobei B der aus 2 erzeugte Borel-Raum ist. Die Funk-
tion Pr : B —— [0,1] nennen wir auch das Wahrscheinlichkeitsmafl. Sie ordnet
jedem Element des Borel-Raums eine Wahrscheinlichkeit zu, wobei im Sinne der
Kolmogorov-Axiome gelten muss, dass Pr(2) = 1 und Pr(U;cy Ei) = > ey Pr(E;)
fiir eine abzdhlbare Menge {F; | i € N} von paarweise disjunkten Elementen des
Borel-Raums.

. " t t tp—1 .
Pfadmengen, deren Pfade durch gemeinsame Anfinge sy —— §; —— ... — 53, mit

t; € I; fiir i = 0,...,k — 1 charakterterisiert sind, notieren wir mit C(sg, lo, ..., k).
Diese Pfadmengen stellen die Grundereignisse des Wahrscheinlichkeitsraums dar und
werden daher auch Basiszylindermengen genannt. In dem durch die Basiszylinder-
mengen induzierten Wahrscheinlichkeitsraum konnen wir nun ein Wahrscheinlich-
keitsmafl Prj fiir eine Startverteilung” @ induktiv definieren durch:

Prz(C(sp)) = a(sp) und
Pra(C(s0, Loy ey Sk—1, Tp—1, Sk))
= Pra(C(so,Io, ..oy Sk—1)) P(sk—1,sk)- (e"E(skfl)'in“k*1 —e_E(skfl)'S“pkal)
= Pra(C(so, Lo, - sk-1)) - P(sk—1, 88) - X (s-1, 1)
fir k>1
Dabei beschreibt X (s, ) die Wahrscheinlichkeit, dass die Verweildauer eines Zu-

stands s innerhalb eines Zeitintervalls I liegt. Dies ergibt sich direkt aus der Stamm-
funktion der Exponentialverteilung:

X(S,I) _ j‘[ E(S) . e—E(s)~tdt _ e—E(s)-ian _ e—E(s)-supI

"Statt Startzustandsmengen, wie wir sie aus den Transitionssystemen kennen, kénnen im pro-
babilistischen Fall auch Startverteilungen untersucht werden. Diese geben an, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit sich anfangs das System in den jeweiligen Zusténden befindet.



2.3 CSL (CONTINUOUS STOCHASTIC LOGIC) 19

Beispiel 3 (TMR als zeitstetige Markov-Kette). Nehmen wir nun das Beispiel 1 und
fiigen eine zeitliche Komponente ein. Wir geben die Ausfallrate der Komponenten
mit A an, die der Votereinheit mit v und die Reparaturzeiten mit p fiir die Kompo-
nenten und ¢ fiir das gesamte System®, so erhalten wir die zeitstetige Markov-Kette
in Abbildung 4.

ups up2 up1 upo

down
Abbildung 4: TMR als zeitstetige Markov-Kette

Das Maf§ fiir die Wahrscheinlichkeit der Pfadmenge mit gemeinsamen Pfadanfang

0000 0.1 1111 und der Startverteilung mit a(0000) = 1 ergibt sich dann wie folgt:

Prz(C(0000, [0,10],1111))
= Praz(C(0000)) - P(0000, 1111) - X (0000, [0, 10])

=1-(R(0000, 1111)/E(0000)) - (e~£(0000)-0 _ ¢=£(0000)-10)
-1 e—6~10

2.3 CSL (Continuous Stochastic Logic)

Um Spezifikationen beziiglich Markov-Ketten formulieren zu kénnen ist die Com-
putation Tree Logic nicht mehr ausreichend. Thr fehlen Moglichkeiten, quantitative
Aussagen der Art zu treffen, dass die Erreichbarkeit eines Zustands mit mindestens
90 Prozent gegeben ist, oder dass mit signifikanter Wahrscheinlichkeit innerhalb der
néchsten t Zeiteinheiten kein absorbierender Zustand erreicht werden kann. Um sol-
che Spezifikationen formulieren zu kénnen fithren wir nun CSL ein, das eine probabi-
listische Erweiterung von CTL darstellt. Da in dieser Arbeit nicht vom Steady-State

8In der Abbildung sind der Ubersichtlichkeit halber die Werte auf einigen Kanten nicht einge-
tragen, wo eine Nachbarkante beschriftet ist.
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Operator (siche [BHHKO03]) die Rede sein wird, werden wir ihn auch schon bei der
Definition von CSL auslassen.

Zunéchst definieren wir die Syntax, die den Operator P zur Beschreibung von Wahr-
scheinlichkeiten enthélt und aulerdem die Pfadoperatoren im Vergleich zu CTL um
ein einzuhaltendes Zeitintervall I erweitert. Im Anschlufl wird dann die Semantik
der Erweiterungen erldutert.

Definition 11 (Continuous Stochastic Logic). Die Menge F s sei die Menge aller
CSL-Formeln beziiglich einer Markov-Kette M = (S, R, L), bestehend aus zustands-
bezogenen Formeln Sy und pfadbezogenen Formeln Py, . Als atomare zustandsbe-
zogene CSL-Formeln werden bezeichnet:

e true € Sy
e a €Sy fallsa € AP

Weiterhin wird die Menge der zustandsbezogenen CSL-Formeln nach folgenden Re-
geln mit 1 € {<, <, >>} induktiv aufgebaut:

o (—1)) € Sy falls 1 € Sy
o (Y1 N 1ha) € Sy falls Y1, 1P € Sy
o (Posp¥) € S falls 1 € Py

Die Menge der pfadbezogenen CSL-Formeln setzt sich wie folgt induktiv zusammen:
° (XIT/J) € Py falls ¥ € Sy

° (¢1UIZD2) c PM falls ¢1,1[)2 c SM

Die Semantik der aus CTL bekannten Operatoren bleibt gleich. Einige Operatoren
aus CTL wurden jedoch nicht in der Definition {ibernommen, da sie obsolet geworden
sind. Um dies zu erldutern bendtigen wir jedoch die Semantik des Operators P,
mit dem man Aussagen iiber Pfadwahrscheinlichkeiten treffen kann, also iiber die
Wahrscheinlichkeit, dass die Pfade ab dem gegebenen Zustand die Pfadeigenschaft
der Teilformel erfiillen. Mit diesem Operator lassen sich nun die Pfadeigenschaften
aus CTL als Abkiirzungen auffassen.

Wir gehen im Folgenden von einer fairen Semantik aus. Das bedeutet, dass gewisse
nicht faire Pfade von der Betrachtung ausgeschlossen werden. Beispielsweise in
der Markov-Kette in Abbildung 5 ist genau ein unfairer Pfad enthalten, und zwar
der unendliche Pfad sg — sg — .... Das unfaire an diesem Pfad ist, dass fiir
den Zustandsiibergang immer der self-loop gewéhlt wird, obwohl noch eine andere
Transition existiert. Dieser Pfad hat jedoch lediglich eine Wahrscheinlichkeit von 0,
wird also praktisch nie eingeschlagen. Da alle fairen Pfade in s; enden, gilt in einer
fairen Semantik beziiglich dieser Markov-Kette die Formel A<aty, .

9Zu Model Checking fiir faire Semantiken, siche [EL87].
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Abbildung 5: Zu fairer Semantik

Die Existenz eines Pfades mit Eigenschaften W ist gegeben, wenn die Wahrscheinlich-
keit echt grofier als 0 ist, dass es ein solchen gibt, also EW¥ = P~o(V¥). Die Allquan-
tifizierung kann man dadurch ausdriicken, dass man fiir die Pfadwahrscheinlichkeit
keinen kleineren Wert als 1 zulésst, also durch AV = P~ (V). Fiir Pfade, auf denen
zumindest in einem Zustand eine Zustandseigenschaft ¢ im Zeitintervall I erfiillt
ist, gilt, dass die Wahrscheinlichkeit einen solchen Zustand in I zu erreichen grofier
als 0 sein muss. Dies kann man {iber die Aquivalenz Py, (O11h) = Pogp(true ULe)
ausdriicken. Genau die Pfade, auf denen in jedem Zustand eine Zustandseigen-
schaft ¢ erfiillt sein muss, erfiillen auch die Eigenschaft, dass = in keinem Zustand
erfiillt sein darf. Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir Pfade, in denen —¢ in keinem
Zustand erfiillt ist, grofler ist als 1 — p, dann muss also die Wahrscheinlichkeit fiir
solche Pfade, in denen in jedem Zustand ¢ erfiillt sein muss kleiner sein als p.
Wir driicken dies und den Fall mit ,kleiner als 1 — p“ also durch die Aquivalenzen
Pap(O1)) = P (O =10) und Py (O19) = Par—p (O 1) aus, wobei < € {<, <},
€ {>,>}, und > => genau dann, wenn < =< und > => genau dann, wenn

>
q9=<.

Die Erweiterung der Operatoren X und i/ um Zeitintervallgrenzen ist intuitiv leicht
zu verstehen. Fiir eine Pfadformel X muss die Zustandseigenschaft ¢ innerhalb
des gegeben Intervalls I im Zustand o[1] des Pfades o erfiillt sein. Entsprechendes
gilt fiir den Until-Operator. Die CTL-Versionen von Next und Until erhilt man,
indem man als Intervall [0, co) wéhlt.

Die formale Semantik ist in Tabelle 3 definiert, wobei die mit CTL iibereinstim-
menden Operatoren nicht noch einmal aufgefithrt wurden. Deren Semantik kann
nach wie vor in Tabelle 2 nachgeschlagen werden. In Tabelle 3 wird die Menge der
Zusténde, in denen eine Zustandsformel v erfiillt ist, mit Sat(¢) = {s | [s,¥] = T}
bezeichnet.

Das Model Checking fiir CSL kann man fiir den nicht-probabilistischen Teil aus
CTL tibernehmen. Was als Fragestellung iibrig bleibt ist, wie die Erfiillbarkeit von
P-Formeln bestimmt werden kann. Eine Quelle zum Thema CSL Model Checking
in der diese Fragestellung umfassend behandelt wird ist [BHHKO03]. Fiir einen etwas
sanfteren Einstieg in das Thema ist auch [Hav02] sehr zu empfehlen. Im folgenden
Kapitel werden wir nur die Transient Analyse vorstellen, die den Kern der Veri-
fikation von P-Formeln darstellt und auch im weiteren Verlauf noch auf abstrakte
zeitstetige Markov-Ketten iibertragen werden wird.
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1 fall 1
[[O', XI¢]] — { [[07 771Z)]] alls 5(07 0) €
1 sonst
T falls 3t el:([oQt o] =T
AVt el0,t): [cQt Y] =T)
1 fallsVtel: ([oQt ] =1
v 3t e|0,t): [o@t ] = 1)

[o.pild o] =

falls Pr{o € Pfad | [o,¥] =T} xp

sonst

[s, Pespl(D)] = { |

mit ¥, 11,9 € SM; U e PMix e {<,<,>,>};p € [0,1],1 C [0,00)

fiir eine gegebene zeitstetige Markov-Kette M = (SM, RM, M)

Tabelle 3: CSL Semantik

2.4 Transient Analyse und Uniformisierung fiir CTMCs

Fine Klasse von zeitstetigen Markov-Ketten mit besonderer Bedeutung fiir die Be-
rechnung von Erreichbarkeitswahrscheinlichkeiten sind die uniformen CTMCs. Sie
zeichnen sich dadurch aus, dass die Exitraten fiir alle Zusténde gleich sind. Fiir
solche Markov-Ketten kann man das um Zeitschranken erweiterte Erreichbarkeits-
problem, also die Frage, ob eine Menge von Zustinden innerhalb einer gewisser
Zeitgrenze erreicht werden kann, algorithmisch effizient 16sen.

Definition 12 (Uniforme zeitstetige Markov-Kette). Eine zeitstetige Markov-Kette
M = (S,R, L) heifit uniform, falls ein E,n;r € R>( existiert, sodass fiir alle s € S
gilt E(s) = Eyunif-

Die Grundidee bei der Berechnung besteht darin, fiir alle Pfade einer bestimmten
Lénge die Wahrscheinlichkeit des Erreichens der gegebenen Menge von Zustéinden
nach der eingebetteten zeitdiskreten Markov-Kette zu bestimmen. In dieser kom-
men lediglich die Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Nachfolger von Zustdnden
zum Ausdruck, nicht jedoch die zeitlichen Eigenschaften. Auf diese Weise kann man
fir Pfade der Langen [ = 0,1, 2, ... die zeitunabhéngigen Erreichbarkeitswahrschein-
lichkeiten bestimmen. Um nun die Zeit zu beriicksichtigen, in der ein Zustand der
Zielmenge erreicht werden soll, bedienen wir uns der Poisson- Verteilung @(\ - t,n).
Sie ist dafiir bestens geeignet, da sie die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von
n unabhéngigen Ereignissen (hier Zustandsiibergéingen) innerhalb ¢ Zeiteinheiten
beschreibt, wobei mit A der Erwartungswert fiir das Auftreten des Ereignisses in
einer Zeiteinheit gegeben ist (hier durch die Raten reprisentiert). Multiplizieren wir
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also zu der Wahrscheinlichkeit eines Pfades der Lénge | die Wahrscheinlichkeit fiir
[ Ereignisse mit Rate E,,;s innerhalb einer Zeiteinheit, so erhalten wir die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Erreichen der Zielmenge mit Pfaden der Lénge I. Uber eine
unendliche Summe iiber alle Pfadléingen [ € N kann dann die Wahrscheinlichkeit bei
beliebiger Pfadldnge berechnet werden.

Da fiir die Poisson-Verteilung gilt, dass limy_,co Y poy (A - t,n) = 0, kann die Be-
rechnung'? bei Erreichen einer erwiinschten Genauigkeit gestoppt werden. Denn
selbst wenn die Wahrscheinlichkeit fiir Pfade der Linge k£ und grofler immer gleich
Eins ist, so ist der Gesamtbeitrag fiir diese Pfade durch > 7, ¢(X - t,n) begrenzt.
Bei einer gewiinschten Genauigkeit ¢ kann die Berechnung also abgebrochen werden,
sobald S2°° (A -t,n) =1 — S F2L (N - t,n) < e erfillt ist.

Kommen wir nun zu einem formaleren Ansatz. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung,
ausgehend von einer Startverteilung a nach t Zeiteinheiten ist nach [Tij03] gegeben
als Taylor-McLaurin Reihe:

[e.e]

w@t)=a e =a- (3(Q-1)/il) 2)

1=0

Die sogenannte Generatormatrix einer CTMC ist definiert durch Q = R — diag(E),
wobei die Funktion diag einen Vektor so auf eine quadratische Matrix abbildet, dass
die Eintréige auf der Diagonalen den Vektoreintrigen entsprechen und die iibrigen
Matrixeintriage gleich 0 sind. Die Generatormatrix kann auch so aufgefasst werden,
dass in den Diagonaleintréigen nicht mehr die Raten des self-loop'! stehen wie bei
der Ratenmatrix, sondern der negativen Summe der in andere Zusténde fiithrenden
Raten. Dadurch wird mit den Diagonalwerten in dem Mafle ein negativer Beitrag
fiir die Wahrscheinlichkeit geliefert, sich in einem bestimmten Zustand zu befinden,
in dem dieser Zustand in Richtung anderer Zusténde verlassen wird. Befindet sich
ein System beispielsweise zum Zeitpunkt ¢ sicher in einem Zustand s, mit self-loop
mit Rate 1 und ausgehenden Kanten mit gesamter Rate 3, so wird der néchste
Zustandsiibergang mit Wahrscheinlichkeit % aus dem Zustand herausfithren und die
Wahrscheinlichkeit sich weiterhin in Zustand s zu befinden wird sich entsprechend
um % auf % verringern.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass nach der Taylor-McLaurin Reihe die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung beziiglich der Zustidnden der Markov-Kette nach ¢ Zeitein-
heiten von der Generatormatrix Q direkt abhéngig ist und nicht von der Wahr-
scheinlichkeitsmatrix P oder der Ratenmatrix R.

Aufgrund der Definition der Generatormatrix konnen nun den einzelnen Zustdnden
beliebig self-loops hinzugefiigt werden, oder die Rate des self-loop erhcht werden.
Durch eine Erhohung des self-loop eines Zustandes s; um § erhélt man auch eine um
¢ erhohte Exitrate fiir s;. Die Generatormatrix verdndert sich dadurch jedoch nicht:

¥Dje Poisson-Verteilung kann nur fiir verhiltnisméBig kleine A direkt berechnet werden. In
[FG88] wird eine Méglichkeit fiir die Berechnung grofierer A beschrieben.
1 Als self-loop bezeichnet man eine Transition von einem Zustand zu sich selbst.
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Q(Si, SZ') = (R(Si, 32’) + 5) — (E(Sz) + 5) = R(SZ’, Si) — E(Sz)

Dies kénnen wir nun ausnutzen, um eine nicht-uniforme Markov-Kette zu einer
uniformen Markov-Kette mit denselben Transient Eigenschaften zu transformieren.
Da nur eine Erhchung der self-loop Raten moglich ist, miissen wir eine uniforme
Exitrate Ey,;; > max{FE(s;)} wahlen.

Fiir uniforme Markov-Ketten und nach Substitution von Q durch Ey¢ - (U — I)
mit Einheitsmatrix I, ldsst sich die Gleichung (2) schreiben als:

(02 it (Bynag - 1)7/il) - UY)

(20 ¢ (Bunif - t,7) - UY)
= Z;.io QD(Eum'f -1, Z) s T

Interpretiert man U als Wahrscheinlichkeitsmatrix einer DTMC, so entspricht diese

™

m(a,t) =

Y

Formel genau der Transient Analyse fiir uniforme Markov-Ketten nach der ersten
Beschreibung weiter oben.

Mit m; bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung nach ¢ Zeiteinheiten in der
zeitdiskreten Markov-Kette mit Wahrscheinlichkeitsmatrix U. Der Vektor 7; kann
rekursiv berechnet werden durch 7y = @ und ;4.1 = m; - U fiir ¢ € N. Diese Berech-
nung dhnelt stark dem Markierungsalgorithmus, den wir im Zusammenhang mit den
Transitionssystemen kennengelernt hatten. Statt der schrittweisen Ubertragung der
Markierungen fithren wir hier in jedem Iterationsschritt eine Multiplikation von zwei
Wahrscheinlichkeiten durch. Erstens der Wahrscheinlichkeit, von den Zusténden der
Markov-Kette aus mit ¢ Schritten einen Zielzustand zu erreichen, und zweitens der
Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Schritts diese Zusténde zu erreichen.

Beispiel 4 (Uniformisierte und eingebettete Markov-Kette). Wir bestiicken nun
die Kanten des Transitionssystems aus Abbildung 2 mit Raten, sodass wir eine
uniforme zeitstetige Markov-Kette erhalten. Die zugehorige eingebettete Markov-
Kette ergibt sich dann aus der Division der Raten durch die uniforme Exitrate
Eynif = 6 (Abbildung 6).

1 G 1
O @ ED
6 1
: :

Abbildung 6: Uniformisierte (links) und eingebettete (rechts) Markov-Kette

Durch die Abwicklung und anschlieende Zusammenfassung aller gleichen Zustidnde
pro Ebene erhalten wir die eingebettete Markov-Kette mit Wahrscheinlichkeitsma-
trix P der Abbildung 7, in der die Wahrscheinlichkeiten 7; sich durch das Produkt
der, zu den einzelnen Zustandsiibergingen gehorenden, Wahrscheinlichkeiten be-
rechnen lésst.
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Abbildung 7: Zusammengefasste Abwicklung

Die ersten Werte fiir 7m; berechnen sich dann wie folgt:

)

(==}

mo =a = (1,0,

\')—‘
(a=)
=

m =m-P=(
7T2:7T1-P:(

)

Damit ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten fiir Pfade der Lénge ¢ von sp in den

w0

3 =1y P = ( +35 535+3°35) = (13 18

9

ol o= O
Wl
N[ —
S—

—

wl—
=

Zustand sp zu gelangen als my(sg) = m(sp) = 0, ma(sp) = %, m3(sp) = % und
so weiter. Wollen wir die Wahrscheinlichkeit fiir Pfade unterschiedlicher Léngen
beriicksichtigen, so miissen wir die gewiinschte maximale Dauer ¢ fiir giiltige Pfade
angeben. Fiir ¢t = % ergeben sich beispielsweise die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

“Eunif,0) = 0,5488
- Eunig, 1) ~ 0,3293
- Eunif,2) ~ 0,0988

3) ~ 0,0198

€ € €
~—~ o~~~
g~ g~ 8= g~

: Eunifa

S

Da diese Wahrscheinlichkeiten fiir i < 3 in der Summe annéhrend 1 ergeben, spielen
hier lingere Pfade als solche mit maximal drei Transitionen keine wesentliche Rolle!?.
Man kann die Wahrscheinlichkeit von sg aus in %0 Zeiteinheiten den Zustand sg zu

erreichen also approximieren durch:
(Z?:O (10(% : Eunifa Z) : Wi) (SB)
= 0,5488 - 0+ 0,3293 - 0 4 0,0988 - % 40,0198 - %
~ 0,079

12Veranschlagt man eine Genauigkeit im Bereich von ¢ = Tloo oder genauer, so muss man ent-

sprechend léngere Pfade beriicksichtigen.
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2.5 Abstraktion mit Bisimulationsiquivalenzklassen

Bei der Generierung von Markov-Ketten aus hoheren Beschreibungsmodellen wie
kommunizierenden Prozessen tritt hédufig das Problem der Zustandsraumexplosion
auf. Um die Zustandsmengen der generierten Markov-Ketten besser in den Griff
zu bekommen, kann man verschiedene Techniken zur Verkleinerung der Darstellung
anwenden. Kine Moglichkeit besteht in der Abstraktion der Markov-Ketten durch
die Ermittlung von bisimulationsdquivalenten Zusténden. Intuitiv kann man Bi-
simulationsidquivalenz (engl. auch lumpability) verstehen als eine Relation in der
Zusténde zueinander stehen, die beziiglich ihrer Eigenschaften und der nachfolgen-
den Zusténden nicht zu unterscheiden sind.

Definition 13 (Bisimulationsiquivalenz). Sei M = (S, R, L) eine zeitstetige Mar-
kov-Kette, dann ist R C S x S ein Bisimulationséiquivalenz, falls aus sRs’ folgt,
dass L(s,a) = L(s',a) fiir alle a € AP und ), .~ R(s,t) = >, R(s',1) fiir alle
Zustinde des Zustandsquotienten C' € S/R.

Falls eine Bisimulationsiquivalenz R existiert, fiir die sRs’ gilt, so schreibt man
auch s = s’, sprich s und s’ sind bisimilar.

Zwei bisimilare Zustdnde haben also dieselben atomaren Eigenschaften und glei-
che Raten fiir Uberginge zu anderen Zustéinden. Fasst man nun alle bisimilaren
Zusténde zusammen, so erhélt man eine Abstraktion, in der nach [BHHKO3] die
Giiltigkeit von CSL Formeln erhalten bleibt:

M/R = (5/R,Rp, Lr)
mit Rz ([s]r,C) = > ,cc R(s,1) fiir alle C € S/R
und Lz ([s]r,a) = L(s,a) fiir alle Aquivalenzklassen [s]r aus R

und alle atomaren Eigenschaften a € AP.

Auf den Beweis fiir die Erhaltung der Giiltigkeit von CSL Formeln werden wir hier
verzichten, er ist jedoch nicht allzu schwierig und kann durch strukturelle Induktion
tiber den Aufbau der Formeln gefiihrt werden. Intuitiv sollte klar sein, dass jeder
Zustand der abstrahierten Markov-Kette eine oder mehrere Entsprechungen in der
urspriinglichen Markov-Kette hat, und dass jede Bewegung, egal in welcher der
beiden Markov-Ketten, in der jeweils anderen so nachgestellt werden kann, dass die
Zusténde nach der Bewegung wieder bisimilar sind.

Beispiel 5 (Abstraktion mit Bisimulationséquivalenz). Wendet man die Abstrak-
tion auf das Beispiel 3 an, so erhilt man die Markov-Kette!® in Abbildung 8.

Die Zusténde s;; représentieren die Situationen, in denen noch ¢ Komponenten
funktionstiichtig sind und in Zustand sg g ist der Voter defekt, sodass das gesamte
System erneuert werden muss.

13Dieses Beispiel ist aus [BHHKO03] entnommen. Die angegebene Markov-Kette wurde jedoch
filschlicherweise als Abstraktion des Beispiels aus dem Kapitel iiber Bisimulation in [BHHKO03]
angegeben. Sie unterscheidet sich in einigen Raten von der korrekten urspriinglichen Markov-Kette
in Beispiel 3.
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ups up2 up1 upo

down
Abbildung 8: Bisimulationsédquivalente Abstraktion des TMR

Stellen wir uns vor, es gibe leichte Variationen in der Ausfallsicherheit der einzelnen
Komponenten, zum Beispiel da sie aus verschiedenen Produktionsreihen mit unter-
schiedlicher Fertigungsqualitdt stammen. Nehmen wir an, die Ausfallrate variiert
bei den drei Komponenten um € nach oben und nach unten. Dann kénnte man etwa
die Zustéande 0011,0101 und 1001 nicht mehr zu s;,; zusammenfassen.

Wenn ¢ relativ klein ist kann es dennoch Sinn machen diese drei Zustinde als einen
zu betrachten. Wir werden daher spéter abstrakte Markov-Ketten definieren, an
deren Kanten Intervalle von Raten stehen konnen. In unserem Beispiel kénnte man
also an die Kante von s nach sg; das Intervall [\ — e, A + €] schreiben.

2.6 Markov-Entscheidungsprozesse

In weiteren Verlauf werden wir wie schon erwahnt abstrakte zeitstetige Markov-
Ketten einfithren, bei denen die Raten durch Ratenintervalle ersetzt werden. Da-
durch erreichen wir eine kompakte Darstellung von unendlich vielen Raten, die in
einem Intervall enthalten sein kénnen.

Eine andere Moglichkeit wére die Verwendung von so genannten Markov-Entschei-
dungsprozessen. Bei Entscheidungsprozessen wird in jedem Zustand eine nichtdeter-
ministische Wahl verschiedener Aktionen erlaubt, in unserem Fall etwa alle mogli-
chen Kombinationen von Raten. Fiir eine unendliche Menge von Raten miisste man
also auch eine unendliche Menge von Aktionen festlegen.

Definition 14. Ein zeitstetiger Markov-Entscheidungsprozess M = (S, A,R) be-
steht aus der Zustandsmenge S, einer endlichen Menge A von Aktionen und einer
dreidimensionalen Ratenmatrix R : § x A x S —— R>, die fiir jede Aktion aus A
eine Ratenmatrix impliziert.

Der Nichtdeterminismus wird iiblicherweise mit sogenannten Schedulern behandelt.
Ein Scheduler ist eine Funktion, die fiir jeden Zustand eines Pfades eine Aktion,
und damit den Ratenvektor fiir den Zustand bestimmt. Auf diese Weise wird durch
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einen Scheduler eine (unendliche) zeitstetige Markov-Kette impliziert. Bei den Sche-
dulern unterscheidet man iiblicherweise zwischen verschiedenen Klassen. Je nach
Klasse konnen etwa die bisherigen Entscheidungen auf einem Pfad beriicksichtigt
werden, oder die Entscheidung kann randomisiert getroffen werden. Auf eine formale
Einfiihrung soll hier verzichtet werden, mit [Put94] gibt es jedoch eine mathematisch
fundierte Abhandlung zu diesem Thema.

Der Grund, warum im weiteren Verlauf nicht Entscheidungsprozesse zur Abstrak-
tion verwendet werden ist der, dass die abstrakten Markov-Ketten eine wesentlich
starkere Abstraktion ermoglichen und damit auch den Speicherbedarf fiir computer-
gestiitze Berechnungen wesentlich stérker reduzieren kénnen.

Beispiel 6 (Schwache Abstraktion durch Markov-Entscheidungsprozesse). Gege-
ben sei die zeitstetige Markov-Kette aus Abbildung 9 links. Abstrahiert man diese,
indem man die Zustdnde sy bis s9 zu s, zusammenfasst und fiir jede Kante eine
entsprechende Aktion rg,r; und ry einfiihrt, welche die jeweilige Auswahl der Rate
impliziert, so erhilt man den Markov-Entscheidungsprozess in der mittleren Abbil-
dung. Wie man leicht sehen kann gewinnt man durch diese Art der Abstraktion
beziiglich der Zahl der bendtigten Kanteninformationen nichts. Die Abstraktion in
der rechten Abbildung dagegen fasst samtliche Kanteninformation fiir ein Paar von
Zustédnden in einem Intervall zusammen, sodass hier nur noch eine obere Schranke
r* = max{rg, r1, 72} und eine untere Schranke 7' = min{rg, r1, 72} angegeben werden
muss. Diese Art der Abstraktion wird auch im weiteren Verlauf verwendet werden.

70

70
r r rl,
O30 P O
9 I
e

Abbildung 9: Schwache Abstraktion durch Markov-Entscheidungsprozesse

2.7 Dreiwertige Logiken

Die in der klassischen Logik verwendeten Wahrheitswerte wahr und falsch sind nicht
in allen Bereichen der Logik ausreichen, etwa wenn uns nicht nur interessiert, ob eine
Figenschaft sicher erfiillt wird, sondern auch ob sie moglicherweise sicher verletzt
wird. Wenn man beispielsweise iiber eine gewisse Grundeigenschaft keine Informa-
tionen besitzt, so kann es sein, dass andere davon abhéngige Eigenschaften ebenfalls
nicht mit Sicherheit erfiillt oder verletzt werden. Genau diese Situation kann in
den abstrakten Markov-Ketten des folgenden Kapitels auftreten. Wir fithren daher
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zusitzlich zu den Wahrheitswerten der klassischen Logik T fiir gultig und L fiir
ungtltig nun einen einen dritten Wahrheitswert ? fiir unbestimmt ein.

Uber die Menge der Wahrheitswerte B3 = {L,?, T} kann wie bei der klassischen
Logik ein vollsténdiger Verband gebildet werden mit 1. < ? < T. Die Tabelle 4 fiir
join und meet in diesem Verband ist eine Erweiterung der Tabelle 1. Die Werte fiir
Kombinationen aus 1 und T sind identisch. Betrachten wir also die Eintrége etwas
ndher, bei denen ein Wert mit ? gegeben ist. Fiir den join, ergibt sich nur im Fall,
dass der andere Wert T ist ebenfalls T und ansonsten ?. Dies passt zur Semantik der
Disjunktion, da die Giiltigkeit von einem Wert geniig, damit der gesamte Ausdruck
giiltig wird. Fiir meet wird dagegen der gesamte Ausdruck ungiiltig, sobald einer
der Werte L ist, was der Semantik der Disjunktion entspricht. Definiert man das
Komplement als 1¢= T, 7¢=7und T¢= 1, so kann die Semantik der dreiwertigen
Aussagenlogik genau wie die der zweiwertigen iiber meet und Komplement definiert

werden.
uyL 2 T|nN|L 7 T
L]+ 2 T)LlL L L
? ? ? T N I ?
T T T T|T|L 7 T

Tabelle 4: join (LJ) und meet (M) fiir B3

Ubertragen wir nun die Kolmogorov-Axiome auf den dreiwertigen Fall. Das Wahr-
scheinlichkeitsmaf} sei mit Pr : QO xB? —— R fiir den von der Ereignismenge (2 x B3
induzierten Wahrscheinlichkeitsraum gegeben. Dann muss das Folgende gelten:

e Ereigniswahrscheinlichkeiten sind reelle Zahlen zwischen 0 und 1:

Pr(E,a) € [0,1] fiir a € B3 (3)
e Das sichere Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit 1:

Pr(2,T7T)=1 (4)

e Die Wahrscheinlichkeit fiir die Vereinigung von unabhéingigen Ereignissen ist
gleich der Summe iiber die Wahrscheinlichkeit der einzelnen Ereignisse:

PT(El U Es, T) = PT(El, T) + PT(EQ, T) falls PT(El N Es, _L) =1 (5)

Die iiblichen Folgerungen, die man aus den Kolmogorov-Axiomen zieht, lassen sich
nur bedingt iibertragen. Beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis
zusammen mit dem komplementéren Ereignis nicht gleich 1. Dieser Umstand ergibt
sich daraus, dass es einen unbestimmten Anteil fiir ein Ereignis geben kann. Es muss
jedoch offensichtlich Pr(E, L)+ Pr(E,?)+ Pr(E,T) = 1 gelten, woraus sich nach
folgendem Lemma ein vergleichbarer Schluss ziehen ldsst.
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Lemma 2. Wenn die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses = F € )
einen Wert (1 — p) € [0,1] erreicht oder iibersteigt, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten des Gegenereignisses A kleiner oder gleich p.

Beweis.
Pr(-E,T)>1-
= Pr(E,L)>1—p ([FE] =[E]*=T gdw. [E] = 1)
= Pr(E, T)+ Pr(E,?)<p (wg. 4)
= Pr(E, T)<p (wg. 3)
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3 Abstraktion fiir zeitstetige Markov-Ketten

In Abschnitt 2.5 haben wir eine Abstraktionstechnik kennengelernt, bei der je ein
abstrakter Zustand eine Bisimulationsdquivalenzklasse repréisentiert. Um weitere
Abstraktion, also das Zusammenfassen von Zustédnden, die nicht zwingend bisimu-
lationsdquivalent sind, zu ermdglichen, fithren wir in diesem Kapitel die Notation
der abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten ein. Wir werden dazu verschiedene Arten
von Schedulern definieren, um &hnlich wie fiir Markov-Entscheidungsprozesse den
Nichtdeterminismus behandeln zu kénnen. Um korrekt arbeitende Scheduler fiir ab-
strakte Markov-Ketten zu beschreiben, werden wir insbesondere eine cut-Funktion
einfithren miissen, die dazu benutzt wird, um Werte der abstrakten Markov-Kette zu
entfernen, die durch den Scheduler nicht zu einer giiltigen konkreten Markov-Kette
vervollstindigt werden kdnnen.

Nachdem wir eine Simulationsrelation fiir zeitstetige Markov-Ketten angegeben ha-
ben, werden wir verschiedene Moglichkeiten untersuchen, wie man aus einer Markov-
Kette durch Zusammenfassen von Zusténden zu sogenannten Makro-Zusténden eine
abstrakte Markov-Kette erzeugen kann. Die Abstraktionen sind so gewéhlt, dass
die Makro-Zustéande jeweils die zugehorigen Zustdnde der urspriinglichen Markov-
Kette simulieren, sodass wir im néichsten Kapitel auf die Abstraktionen zuriickgreifen
konnen, um Eigenschaften fiir eine konkrete Markov-Kette nachzuweisen.

Fir das Erreichbarkeitsproblem des néchsten Kapitels von Bedeutung ist aufler-
dem eine Moglichkeit zur Uniformisierung. Wir werden feststellen, dass die drei
Abstraktionen fiir uniformisierte abstrakte Markov-Ketten dieselben Ergebnisse lie-
fern. Zusétzlich wird der cut durch die feste Exitrate deutlich einfacher werden.
Dennoch werden die vorherigen Erkenntnisse nicht umsonst sein, da eine vorherige
Uniformisierung nicht fiir Nezt-Formeln zuldssig ist.

In einem kurzen Unterkapitel soll dann noch geklédrt werden, in welchem Verhé&ltnis
die hier vorgestellte Abstraktion zeitstetiger Markov-Ketten und die Abstraktion
zeitdiskreter Markov-Ketten aus [FLWO06] stehen.

Abschlieflend definieren wir den Wahrscheinlichkeitsraum zu einer abstrakten zeit-
stetigen Markov-Kette, wodurch es uns méglich sein wird, iiber Wahrscheinlichkeiten
von bestimmten Pfadmengen zu sprechen. Wir werden auch feststellen, dass es fiir
die maximalen und minimalen Wahrscheinlichkeiten solcher Pfadmengen geniigt,
eine bestimmte abzéhlbare Menge von Schedulern zu betrachten.

3.1 Abstrakte zeitstetige Markov-Ketten

Bevor wir den Begriff der abstrakten zeitstetigen Markov-Kette formal definieren,
wollen wir uns an einem kleinen Beispiel verdeutlichen worum es sich dabei handeln
soll.
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Beispiel 7 (TMR als abstrakte zeitstetige Markov-Kette). In Beispiel 5 hatten
wir schon angedeutet, wie eine abstrakte zeitstetige Markov-Kette aussehen kénnte,
und zwar durch die Erweiterung der Raten auf Intervalle. Nehmen wir nun also an,
dass die Ausfallraten aufgrund von Produktionsschwankungen statistisch nachweis-
bar voneinander abweichen. Die erste Komponenten habe dabei die Rate A + ¢ und
die beiden anderen jeweils A. Damit ergibt sich zun#chst eine zeitstetige Markov-
Kette wie in Beispiel 3 mit entsprechend angepassten Raten. Abstrahiert man diese
mit der in 2.5 vorgestellten Methode, so fiithrt dies zu folgender Markov-Kette:

up3 upo

down

Abbildung 10: Variante des TMR als CTMC

Die Zustédnde 0771 und 1771 beschreiben die Situationen, dass die Funktionstiichtig-
keit des Voters und der ersten Komponente bekannt ist, und dass genau eine der
beiden anderen Komponenten defekt ist.

Ist e so klein, dass es sich nicht oder nur kaum bemerkbar macht, so kénnte man die
Zusténde 0111 und 1771 sowie 1001 und 0771 zusammenfassen. Da diese Zusténde
jeweils wegen der unterschiedlichen ausgehenden Raten nicht bisimilar sind, miissen
wir hier ein Auge zudriicken. Wir schreiben an die ausgehenden Kanten der zu-
sammengefassten Zustinde alle moglichen Summen {iber Raten der urspriinglichen
Zustdnde in Form eines Intervalls, als wéren diese bisimilar. Die Zustdnde 1001
und 0771 kénnen wir beispielsweise zusammenfiihren, indem wir die ausgehenden
Kanten nach 0001 mit dem Intervall [A\, A +¢] beschreiben. Bei den Zusténden 0111
und 1771 miissen wir wie bei der Bisimulationséiquivalenz die Summe iiber die, in
dieselben Makro-Zusténde fithrenden, ausgehenden Kanten bilden. Damit erhalten
wir die Markov-Kette mit Intervallen in Abbildung 11.

Das Auge zudriicken werden wir noch genau definieren miissen, dennoch sollte die
Kernidee an diesem Beispiel deutlich geworden sein.

Bevor wir zu den formalen Definitionen kommen fithren wir zunéchst noch einige
Schreibweisen ein, um leichter tiber Matrizen sprechen zu kénnen.
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ups up2 up1 upo

down
Abbildung 11: Abstraktion der TMR-Variante

Fir Mengen Y, Z C X und Funktionen Q : X x X —— R>¢ sei:

Q(Y,2) = zyey,zez Q(y, 2)

Zur Vereinfachung schreiben wir statt Q({s}, Z) auch Q(s, 7). Fir Q: X x X +—
R>p und ¢ : X —— R>( definieren wir Q(s,-) als die zu s gehorige Zeile in Q und
Q(-, s') als die zu s’ gehorige Spalte:

Q(s,) = g mit ¢(s') = Q(s,s') fiir alle s’ € S
Q(,¢') = ¢ mit ¢(s) = Q(s, s') fiir alle s € S

Fiir zwei Vektoren v,v" € X1 x ... x X, und = € {<,<,=,>,>} gelte vxv’ gdw.
Vgr,....n ﬁvéh...,rn fir =1 € Xq,...,z, € X,,. Man beachte, dass durch die mehrfache
Anwendung dieser Definition auch der komponentenweise Vergleich von Matrizen
beliebiger Dimension iiber > definiert ist.

Auch wenn es fiir zeitstetige Markov-Ketten ausreichend ist, die Raten anzugeben,
definieren wir abstrakte CTMCs nicht nur iiber Ratenintervalle wie es im zeitdis-
kreten Fall moglich ist (siehe [FLWO06]), sondern zusétzlich werden Wahrscheinlich-
keitsintervalle und Exitratenintervalle benttigt. In den ersten beiden der drei im
Anschluss vorgestellten Abstraktionen wiirden entweder nur Ratenintervallen oder
nur Wahrscheinlichkeits- und Exitratenintervalle benétigt. Es wird sich jedoch her-
ausstellen, dass wir fiir die dritte und genaueste Abstraktion alle drei Arten von
Intervallen brauchen werden.

Definition 15 (Abstrakte zeitstetige Markov-Ketten). Als eine abstrakte zeitstetige
Markov-Kette (engl. abstract continuous-time Markov chain, ACTMC) bezeichnet
man ein Tupel M = (S,R!, P! E! L), bestehend aus:

e Zustandsmenge S,

e R/ = (R/,R") wobei R! : § x S —— Rxq die Matrix der unteren Rateninter-
vallgrenzen ist und R" : S x § —— R> die Matrix der oberen Ratenintervall-

grenzen,
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e P/ = (P!, P") wobei P! : § x S+ [0,1] die Matrix der unteren Wahrschein-
lichkeitsintervallgrenzen ist und P* : S x S +— [0,1] die Matrix der oberen
Wahrscheinlichkeitsintervallgrenzen,

e B! = (E',E%) wobei E' : S —— R>q der Vektor der unteren Exitrateninter-
vallgrenzen ist und E* : S —— R>q der Vektor der oberen Exitratenintervall-
grenzen,

e Beschriftungsfunktion L : S x AP —— B3, die fiir jeden Zustand festlegt, ob
eine atomare Eigenschaft a € AP dort giiltig oder ungiiltig ist, oder ob die
Giiltigkeit unbestimmdt ist.

Die Matrix der unteren Ratenintervallgrenzen muss dabei komponentenweise kleiner
oder gleich der Matrix der oberen Ratenintervallgrenzen sein, also R' < R*. Ebenso
muss gelten, dass P! < P sowie E! < Ev.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsintervalle fordern wir auerdem P'(s;, S) < 1 < P%(s;, )
fir alle s; € S, da andernfalls nicht sichergestellt ist, dass aus den Wahrscheinlich-
keitsintervallen eine Verteilung wéhlbar ist. Desweiteren soll eine abstrakte zeit-
stetige Markov-Kette mindestens eine CTMC induzieren. Wir fordern daher, dass
fiir alle Zustinde s € S eine Kombination aus Raten Rl(s,s') < ry < RY(s,s’),
Exitrate F'(s) < e < E%(s) und Wahrscheinlichkeiten Pl(s,s') < py < P%(s,s')
gewéhlt werden kann, die nicht im Widerspruch zu den Gleichungen ), g7y = e
und ry = e - py fiir alle s’ € S steht.

Wir bezeichnen mit ACTMC(S, L) die Menge aller abstrakten zeitstetigen Markov-
Ketten mit Zustandsmenge S und Beschriftungsfunktion L, und mit CTMC(S, L)
die entsprechende Menge aller zeitstetigen Markov-Ketten.

Wenn Intervalle die Form [r, ] haben, werden wir in den weiteren Beispielen der Ein-
fachheit halber gelegentlich auch nur r schreiben. Ebenso kénnen die Wahrschein-
lichkeits-, Raten- oder Exitratenintervalle nicht explizit notiert sein.

Da abstrakte zeitstetige Markov-Ketten als Generalisierung von konkreten zeitsteti-
gen Markov-Ketten aufzufassen sind, geben wir nun mit abstr an, wie ein konkrete
CTMC formal zu einer abstrakten CTMC transformiert werden kann:
abstr : CTMC(S,L) — ACTMC(S, L)

abstr(S", R/, L') = (S,R1,P! E! L)

mit S =5, L =1/,

R'(s,s') = R%(s,s') = R/(s,'),
Pl(s,s') = P¥(s,s') = P'(s,s') und
El(s) = E%(s) = E'(s) fiir alle 5,5’ € S

/

S,8

Legen wir nun einige Notationen fest, um den Umgang mit abstrakten Markov-
Ketten zu vereinfachen. Wir schreiben fiir die Menge der moglichen Ratenmatrizen
einer abstrakten zeitstetigen Markov-Kette M = (S,R!, P! E! L):
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R={R:SxS+—Rs | RI<R<RY}

Entsprechend schreiben wir fiir die Menge der moglichen Wahrscheinlichkeitsmatri-
zen von M:

P <P
P(s,S) € {0,1} fiir alle s € S}

P={P:SxS—10,1] | P'<
und

und fiir die Menge der im Intervall liegenden Exitraten:
E={E:S+—Rsy | E'<E<EY}

Die Menge der giiltigen Ratenvektoren bzw. Ratenmatrizen, welche die Ausgangs-
raten beziiglich eines Zustandes s € S beschreiben, notieren wir als:

rates(R(s,-)) ={r: S+——Rxo | r € R(s,)}

rates(R) ={r: S x S+—R>¢ | r € R}
Es ist zu beachten, dass rates(R) und R dieselben Mengen sind. Dort wo es den
Leseflufl unterstiitzt wird jedoch auch die lingere Darstellung verwendet werden.
Die Menge der, unabhéngig von den Ratenintervallen, giiltigen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen und -matrizen von M schreiben wir als:

distr(P(s,")) = {p: S 1[0,1] | p € P(s,-) und p(5) = 1}

distr(P)={p: S xS+—10,1] | p€ P und p(s,S) =1 fiir alle s € S}
Wir werden spéter noch sehen, dass Raten- und Wahrscheinlichkeitsintervalle sich

gegenseitig einschrinken kénnen, da sie iiber die totale Ausgangsraten der Zustiande
miteinander gekoppelt sind.

Im néchsten Unterkapitel benétigen wir die formalen Mittel, um die Genauigkeit
von abstrakten Markov-Ketten miteinander vergleichen zu kénnen. Wir werden
dazu eine Halbordnung definieren, in der zwei ACTMCs in Relation stehen, wenn
eine der beiden in der anderen enthalten ist.

Definition 16 (Relation C {iber ACTMCs). Fiir zwei abstrakte zeitstetige Markov-
Ketten My = (S1,RI, P B}, L;) und My = (Sy, RE, PL EL Ly) gelte My € My
bzw. Mgy O My, sprich My ist feiner als My oder My ist grober als My, gdw.

e 51 =25

o [y =1L

R, < R} und R¥ < RY

P, < P! und P¥ < PY

Bl < E! und BV < EY
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Lemma 3 (Relation C {iber ACTMCs ist eine Halbordnung). Die Relation C bildet
iiber der Menge aller abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten D eine Halbordnung
D=<D,C>.

Beweis. Im Folgenden seien M, M;, My und M3 abstrakte zeitstetige Markov-
Ketten. Um zu zeigen, dass D eine Halbordnungen ist, miissen die Eigenschaften
der Reflexivitéit, Transitivitdt und Anti-Symmetrie nachgewiesen werden.

1. Reflexivitit: M C M
Sei M = (S,R!,P/ ET, L) und M; = (S;,R], P! Fl L,) fiir i € {1,2}. Wir
zeigen die Reflexivitéit, indem wir zeigen, dass M = My C My = M gilt:
~S=8=5%%=S
~L=L1=ILy=1
~ R'=R, <R/ =R'und R* = R} <R} = R
~ P! =P, <P, =P/ und P* =P} < PY = P!
— F'=FEy<FEl=FE und E* = B¢ < E} = E*

Also gilt M C M.

2. Transitivitat: M; € Mg und My C M3 = M; C Ms.
Sei M; = (S,RI,P! El L) fiir i € {1,2,3}. Dann gilt wegen M; C My und
Mo C M3, dass
— 51252 und52253:>51:53
— L1 =1Lo undL2:L3:>L1:L3

— R, <R! und RY < RY sowie R} < R}, und RY < R}
= R, <R} und R¥ < R}

— P, < P! und P¥ < PY sowie P; < P} und PY% < P}
= P, < P! und P¥ < P¥

— EY < Bl und EY < EY sowie E4 < FY und FY < EY¥
= F}{ < B! und EY < E¥
Damit gilt also auch M; C Ms.
3. Anti-Symmetrie: M; C Ms und My C My = My = M,.
Sei M; = (S, RZ-I,PZ-I,EZ-I,L) fir i € {1,2}, dann gilt wegen M; C Ms und

Mo C My, dass
— 51 =259
— Ly =Ly

— R, < R} und R¥ < RY sowie R! < R} und RY < R¥
= R} =R} und R} = RY
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— P, < P! und P¥ < P¥ sowie P}, < P, und PY¥ < P}
= P} = P, und P¥ = P¥

— EL < El und E¥ < E¥ sowie E! < E} und EY < EY
= E! = E, und EY = EY}

Daraus folgt also, dass M; = Ma.

O

Definition 17 (Monotonie und Beschréinktheit fiir Folgen). Eine Folge von ab-
strakten zeitstetigen Markov-Ketten (Mg, M1, Ma, ...) heiit monoton fallend, falls
gilt:

M; O My fiir alle i € N

Eine Folge von abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten (Mg, My, Mo, ...) heiit nach
unten beschrdinkt, falls eine Markov-Kette M existiert, fiir die gilt:

M; C M fiir alle: € N

Wenn im Folgenden von monotonen oder beschrdnkten Folgen von ACTMCs gespro-
chen wird, sind immer monoton fallende und nach unten beschrinkte gemeint.

3.2 Scheduler und cut-Funktion

Ahnlich wie in Markov-Entscheidungsprozessen haben wir bei den abstrakten Mar-
kov-Ketten in jedem Zustand mogliche Nichtdeterminismen. In den Entscheidungs-
prozessen besteht der Nichtdeterminismus darin, dass in jedem Zustand aus einer
endlichen Menge von Aktionen gew#hlt werden kann. Als eine Moglichkeit mit dieser
Wahlfreiheit umzugehen, haben wir in Abschnitt 2.6 Scheduler kennen gelernt.

Auch wenn in abstrakten Markov-Ketten im Gegensatz zu Entscheidungsprozes-
sen aus einer {iberabzidhlbaren Menge von moglichen Kombinationen von Raten,
Wahrscheinlichkeiten und Exitraten gew#hlt werden kann, kénnen wir den Nichtde-
terminismus dennoch mithilfe von Schedulern auf einfache Weise behandeln. Wir
geben im folgenden die Definitionen von history dependent Schedulern und extremen
Schedulern im Kontext der abstrakten Markov-Ketten an.

Definition 18 (HD-Scheduler). Ein HD-Scheduler (history dependent) beziiglich
einer abstrakten zeitstetigen Markov-Kette M = (S,R!, P!, ET L) ist eine Funktion

n:St +—— {(R,P,E) € rates(R) x distr(P) x E

. _ _ 6
| R(s,s’) =P(s,s') - E(s) fiir alle s,s" € S} ©)

die fiir alle moglichen Folgen von Zusténden s, ..., s zueinander passende Raten-
vektoren aus rates(R(s,-)), Verteilungen aus distr(P(s,-)) und Exitraten aus F
bestimmt. Die Menge aller HD-Scheduler beziiglich einer Markov-Kette M bezeich-
nen wir als S(M).
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Es ist zu bemerken, dass die history dependent Scheduler nur von den zeitabstrakten
Pfaden abhéngig sind, nicht jedoch von den Verweilzeiten in den einzelnen Zusténden
eines Pfades.

Definition 19 (Induzierte zeitstetige Markov-Ketten). Sei M = (S,R!, P! E! L)
eine abstrakte zeitstetige Markov-Kette und 1 € S(M) ein history dependent Sche-
duler. Die von 7 induzierte zeitstetige Markov-Kette ist gegeben durch M, =
(Sn,Rg,Pg,E,IZ,Ln) mit:

e S, =57 ist die (unendliche) Zustandsmenge,

o L,(50,...,8n) = L(sp) ist eine Abbildung der Beschriftungsfunktion auf die
urspriingliche Beschriftungsfunktion,

. (R{Z,Pf],Eé) = n(sg, ..., sp) fiir den Zustand der induzierten Markov-Kette
(50, -.-s8n) € ST sind die Raten und Wahrscheinlichkeiten, die vom Scheduler
im gegebenen Zustand gewahlt werden.

Eine induzierte zeitstetige Markov-Kette ist zwar in der Regel unendlich grof3, hat
aber den Vorteil deterministisch zu sein. Induzierte Markov-Ketten werden unter
anderem fiir die Definition von Wahrscheinlichkeitsmaflien benotigt.

Eine Sorte von Schedulern, die spéter noch von besonderem Interesse sein wird,
sind die extremen Scheduler. Anstatt eine beliebige passende Wahl fiir Verteilung,
Ratenvektor und Exitrate treffen zu kénnen, werden extreme Scheduler darauf be-
schrankt, nur minimale und maximale Werte eines Intervalls zu wéhlen. Da der
Scheduler fiir jeden Nachfolgezustand lediglich aus zwei moglichen Optionen wéhlen
kann und es nur endlich viele Nachfolgezustéinde gibt, kann er im Gegensatz zu HD-
Schedulern nur aus einer endlichen Menge von méoglichen Aktionen wihlen'®. Aus
diesem Grund werden wir spéter bei der Behandlung des Erreichbarkeitsproblems
extreme Scheduler statt HD-Scheduler verwenden. Bevor wir die Definition formal
angeben konnen, miissen wir uns jedoch zunéchst noch der Frage widmen, wie ver-
hindert werden kann, dass ein Scheduler inkonsistente Wahrscheinlichkeiten, Raten

und Exitraten wihlt1®.

Insbesondere ist es nicht immer mdoglich fiir Verteilung, Ratenvektor und Exitrate
eines Zustandes lediglich Randwerte der Intervalle zu wihlen. Beispielsweise kénnte
die Wahl maximaler Raten zu einer Exitrate fiihren, die aulerhalb des Exitratenin-
tervalls liegt. Daher muss in das Auswahlverfahren des Schedulers eine cut-Funktion
integriert werden, die vor der Wahl jeder einzelnen Rate diejenigen Werte aus den

“Durch die Anwendung des cut nach jeder Wahl eines Wertes kann das Ergebnis von der Rei-
henfolge abhéngen, in der die Nachfolgezustéinde abgearbeitet werden. Da es fiir endliche Zustands-
mengen nur endlich viele verschiedene Reihenfolgen gibt, bleibt die Anzahl der méglichen extremen
Scheduler auch bei Beriicksichtigung dieses Umstands noch endlich.

Die Wahl eines Schedulers bezeichnen wir dann als inkonsisten, wenn das Resultat keiner zeit-
stetigen Markov-Kette entspricht, etwa wenn eine Zeilensumme weder den Wert 0 noch den Wert 1
hat.
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Intervallen entfernt, die nicht mehr zur Vervollstandigung zu einer CTMC beitra-
gen konnen. Nach Anwendung des cut kann der Scheduler aus den iibrigen Werten
wieder einen extremen Wert wihlen, sodass man zum Schluss eine giiltige Wahl fiir
die Wahrscheinlichkeiten und Raten erhélt.

Um besser kenntlich zu machen, welche Intervalle Ratenintervalle sind und welche
Wahrscheinlichkeitsintervalle, werden wir in den Abbildungen der folgenden Bei-
spiele statt [p', p"] fiir letztere |p!, p*| schreiben.

Beispiel 8 (cut-Funktion 1). Sei die abstrakte zeitstetige Markov-Kette M mit
Zustandsmenge {5, 51,52} aus der Abbildung 12 (links oben) gegeben. In diesem
Beispiel gibt es anfangs keine Werte, die nicht zu einer CTMC vervollstindigt werden
konnten, also lassen wir den Scheduler gleich fiir den Ubergang von 5 nach 3; die
Wahrscheinlichkeit % wéhlen. Wir erhalten damit die abstrakte Markov-Kette aus
der Abbildung (rechts oben).

Wir wissen, dass die Wahrscheinlichkeit nach sy zu gelangen genau % sein muss,

damit sich eine Verteilung fiir 5o ergibt. Die Exitrate ist folglich 3, da fiir einen
grofleren Wert eine groflere Rate nach sy erforderlich wére als 2, oder eine grofiere
Wahrscheinlichkeit als % Die Abbildung links unten zeigt den Stand bis hierher.
Da fiir giiltige Werte die Gleichung R(s, s’) = E(s)-P(s, ) erfiillt sein muss, ergeben
sich mit diesen Zahlen dann auch die Raten wie in der Abbildung rechts unten.

3 (5)

Abbildung 12: Beispiel 1 zur cut-Funktion
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Untersuchen wir jetzt aber zunéchst im Allgemeinen, wie man Raten, Wahrschein-
lichkeiten und Exitraten, die nicht zu einer CTMC vervollstindigt werden kénnen,

aus den Intervallen entfernt. Wir haben drei Restriktionen beziiglich der Werte in
R,P und E:

a) Erstens muss die Summe iiber alle gewéhlten Raten in dem Intervall der Exitra-
ten liegen und umgekehrt miissen sich die Exitraten im Intervall als Summe
iiber einzelne Raten ergeben kénnen. Ist dies fiir bestimmte Werte nicht der
Fall, so miissen diese aus den Intervallen entfernt werden.

b) Weiterhin miissen wir Wahrscheinlichkeiten entfernen, die sich zusammen mit
anderen wiahlbaren Wahrscheinlichkeiten zu keiner Verteilung vervollstdndigen
lassen. Dabei ist zu beachten, dass in absorbierenden Zusténden die Summe
iiber alle Wahrscheinlichkeiten, den Zustand zu verlassen, nicht gleich Eins ist.
Dies ist also als Sonderfall zu behandeln.

¢) Zuletzt muss noch sichergestellt sein, dass keine Raten r, Wahrscheinlichkeiten
p oder Exitraten e in der Markov-Kette enthalten sind, fiir welche jeweils die
Gleichung r = p - e nicht durch Wahl der iibrigen Werte erfiillbar ist. Ist
beispielsweise eine Wahrscheinlichkeit p im Intervall enthalten, fiir die keine
Rate r und keine Exitrate e wihlbar ist, sodass die obige Gleichung gilt, so ist
diese aus dem Intervall zu entfernen.

Formulieren wir diese drei Restriktionen nun als Funktionen auf Markov-Ketten.
Dazu werden wir zunéchst sechs Teilfunktionen definieren, die im weiteren Verlauf
zum vollstéandigen cut zusammengefiigt werden. Um die Lesbarkeit zu verbessern,
sind im Folgenden die Teile Grau dargestellt, die sicherstellen, dass die Intervallgren-
zen nicht erweitert werden, und die oberen Grenzen nicht kleinere Werte erhalten
konnen als die unteren Grenzen.

1. Schneide alle Raten ab, die nicht so vervollstiandigt werden koénnen, dass die
Exitrate im entsprechenden Intervall ist (zu a):

cut/}% 08 xS — Ry fiir v € {u,l} mit:
cut%(s, s') = max{R!(s, '), min{R(s, s'), E*(s) — D vtst R'(s,v)}}
cutgll( (s,8") = min{R"(s, s'), max{R'(s, s'), E'(s) — > vzs RY(s,0) 1
2. Schneide die Exitraten ab, die nicht aus einem Ratenvektor resultieren kénnen
(zu a):
cut% 0 S +— Ry fiir o € {u,l} mit:
cut/E"%(s) = max{E'(s), min{ £%(s), R%(s,S9)}}
cut/EVlll(s) = min{E%(s), max{E'(s), R!(s, S)}}
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3. Schneide alle Wahrscheinlichkeiten ab, die nicht so vervollstindigt werden
konnen, sodass man eine Verteilung erhilt (zu b):

cut% 1S xS+ [0,1] fir v € {u,{} mit:
cut%(s, ') = max{P(s, s'), min{P%(s, s'),1 — D vts Pl(s,0)}}
fiir E*(s) > 0 und cut% (s,s") = 0 sonst,
cut%(s, ') = min{P"(s, s'), max{P!(s, s'),1 — > vrs PU(s,0) 1
fiir E'(s) > 0 und cut/gl}(s, s') = 0 sonst.

4. Schneide alle Raten ab, die sich nicht als Produkt von giiltigen Wahrschein-
lichkeiten und Exitraten ergeben (zu c):

cut% 1S xS Rxg fur v € {u,l} mit:
cut/}%(s, s') = max{R!(s, '), min{R"(s, s'), E*(s) - P%(s,s')}}
cut/};/}(s, ') = min{R"(s, s'), max{R!(s, s'), E'(s) - P!(s, s')}}
2

5. Schneide alle Wahrscheinlichkeiten ab, die als Produkt mit einer Exitrate keine

moglichen Raten ergeben (zu c):
cutga‘, : S x S+ [0,1] fiir v € {u,l} mit:
cut/};i(s, ') = max{P!(s, s'), min{P%(s, s'), R%(s, s') /E(s)}}
fiir E¥%(s) > 0 und cut%ﬂ (s,8") =0 sonst,
cut/ll;}(s, ') = min{P"(s, s'), max{P!(s,s'), Rl(s, s') /E*(s)} }
fiir £'(s) > 0 und cutg} (s,s") = 0 sonst,

6. Schneide alle Exitraten ab, die als Produkt mit einer Wahrscheinlichkeit keine

mogliche Rate ergeben (zu c):

cut% : S xS+ [0,1] fiir v € {u,l} mit:
cut%(s, ') = max{E'(s), min{ £ (s), R%(s, s') /P!(s,s')}}
cutﬁé‘(s, ') = min{ F*(s), max{E'(s), Rl(s, s') /P"(s, ')} }

% falls y # 0
wobel z/y=4¢ 0 fallsz =0
oo fallsz#0und y =0

Vergleicht man die cut-Funktionen in Punkten 1 und 3, so erkennt man leicht die
Verwandtschaft der beiden. Im ersten Punkt betrachtet man Raten, wo im dritten
Punkt die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten stehen. Es dringt sich die Frage auf,
warum kein cut beziiglich Wahrscheinlichkeiten bendtigt wird, der dem Punkt 2
entspricht. Der Grund dafiir ist, dass die Summe iiber die Wahrscheinlichkeiten einer
Verteilung immer genau 1 sein muss. Im Gegensatz dazu gibt es fiir die Exitraten im
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Allgemeinen, abhéngig von den Ratenintervallen, mehrere mogliche Werte. Der cut
kann also grundsétzlich das Exitratenintervall verkleinern. Bei Wahrscheinlichkeiten
116

ist dies nicht moglich, da das Ezitwahrscheinlichkeitsintervall'® immer [1,1] sein

muss.

Wenn die ACTMC M aus dem Kontext hervorgeht, werden wir sie im Folgenden
als Parameter der cut-Funktionen weglassen.

Beispiel 9 (cut-Funktion 2). Im ersten Beispiel zum cut wurde cut Pl cutpy, cutpy
und cut RL hintereinander ausgefiihrt. Legt man anfangs die Exitrate von §y auf 5
fest, statt eine Wahrscheinlichkeit wéhlen, so benotigt man erst cutr, und anschlie-
Bend cutp, um die Intervallgrenzen komplett zu beschneiden.

Fiir die Rate nach §; kénnen wir wegen dem Intervall [0, 2] nur noch Werte zwischen
3 und 5 wihlen. Auflerdem miissen die Wahrscheinlichkeitsintervalle an die neuen
Raten angepasst werden.

Abbildung 13: Beispiel 2 zur cut-Funktion

Beispiel 10 (cut-Funktion 3). Nun konstruieren wir noch ein Beispiel, in dem cutg,
bendtigt wird, um eine unzuléssige Exitrate zu eliminieren. Dazu erhdhen wir in der
Markov-Kette der Abbildung 13 die obere Grenze des Exitratenintervall auf 8, sodass
wir die linke Markov-Kette aus Abbildung 14 erhalten.

Wendet man hier cutg, an, so verdndert sich das Exitratenintervall nicht, denn:

R"(50,51)/P'(50,51) =5/2 = £ =8,3 > 8 = B%(5)

R!(50,51)/P"(50,51) = 3/1 =3 < 5= E!(5)

RY(50,52)/P'(50,52) = 2/0 = 00 > 8 = E*(5)

R/(30, 52) /P"(50,52) = 0/2 =0 < 5 = E!(5)
Die vorherige Ausfithrung der cutr- und cut p-Funktionen bewirkt ebenfalls keine
Veréinderung. Lediglich die Anwendung von cut g ergibt einen neuen kleineren Wert
fiir die obere Grenze des Intervalls, da R%(5o, 51) + R“(50,52) =5+2 =7 € [5,8].
Man erhélt damit die ACTMC in Abbildung 14 rechts.

16 Aufgrund der Trivialitit wurde in der Definition der abstrakten zeitstetigen Markov-Kette auf
die explizite Angabe eines Ezitwahrscheinlichkeitsintervall verzichtet. Es wire nicht sehr hilfreich
aber durchaus legitim, wiirde man es hinzunehmen.



3.2 SCHEDULER UND CUT-FUNKTION 43

by

Abbildung 14: Beispiel 3 zur cut-Funktion

Wir sehen an den drei Beispielen, dass die sechs aufgefithrten cut-Funktionen alle
bendétigt werden. Um eine beliebige abstrakte Markov-Kette zu beschneiden, kénnen
wir solange die verschiedenen cuts anwenden, bis keine Verkleinerungen der Inter-
vallgrenzen mehr moglich ist. Die Reihenfolge spielt dabei eigentlich keine Rolle,
solange sie in einer fairen'” Folge ausgefiihrt werden. Wir werden die Reihenfolge
dennoch willkiirlich festlegen, um die Fairness zu erzwingen.

Der vollstandige cut wird im Folgenden als Fixpunktgleichung definiert und im An-
schluss wird die Konvergenz der Folge (cut’(M), cut! (M), cut?(M),...) und damit
ihre Berechenbarkeit des cut gezeigt. Ublicherweise wird fiir Fixpunktgleichungen
zwar die Existenz eines kleinsten Fixpunktes iiber die Monotonie der Funktion auf
einem vollstdndigen Verband gezeigt. Der hier gewihlte Ansatz ist jedoch intuitiver
und fiir unsere Zwecke ebenso geeignet.

Wir schreiben im Folgenden fiir die Substitution von Komponente X durch die
Komponente X’ in der Markov-Kette M:

M[X — X'].

Definition 20 (cut). Sei M = (S,R!, P! E! L) eine endliche zeitstetige abstrakte
Markov-Kette mit S = {s1, ..., s, }. Dann definieren wir:

cut : ACTMC(S,L) — ACTMC(S,L)
cut(M) = lim,, . cut’hp (M)
mit cutppp : ACTMC(S,L) — ACTMC(S, L)
cutrpp(M) = cutr(cutp(cutg(M)))

cutx : ACTMC(S,L) — ACTMC(S,L) fir X € {R,P,E}

cutr(M) = (S, cut i (M[R — cutga(M)]),PL, BT, L)
(S, R, cut pi (M[P +— cutpu(M)]), EL, L)
(S, RL P! cut i (M[E + cutge(M)]), L)

cutp(M) =

cutp(M) =
cutx : ACTMO(S, L) — (R x REP)) fir X € (R, R*}

cut pi (M) = (cut’y (M), RY)

cutge (M) = (R, cut’y, (M)

Eine unendliche Folge heifit fair, wenn jedes Element unendlich oft vorkommt. Hier sind mit
den Elementen die sechs cut-Funktionen gemeint.
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cutx : ACTMC(S, L) — ([0, 1]151xI51) x ([0, 1]1S%I8] fiir X € {P!, P*}
cut pr (M) = (cut’,, (M), P*)
cutpu(M) = (P!, cut’p. (M))
cuty : ACTMC(S, L) — (RE)*) s RV fiir X € (£, B}
cut (M) = (cut’y, (M), E*)
cut gu(M) = (B!, cut’y, (M))
cutly : ACTMC(S, L) — RS fiir X € (R, R}
cut" M (s1,s1) -+ cut”" (s1, 5n)
cut'y (M) =
cut" M (sn,s1) o cut"§ (s, sn)
cuty : ACTMC(S, L) — [0,1]SI51 fiir X € {P!, Pv}
cut" M (s1,s1) o0 cut"i (s, sn)
cut'y (M) =
cut"Msp,s1) -+ cut” (sn, sn)
cutly : ACTMO(S, L) — RS fiir X € (B!, B*)
cut" M (s1,s1) o0 cut"§ (s, sn)
cut'y (M) =

cut" Msp,s1) -+ cut” (sn, sn)
cut’, : ACTMC(S, L) x S x S — Rsy fiir X € {R!, R"}
cut'y (M, s, s') = max{cut/}g (s,5), cut/};z (s,8")}
cut (M, s,s") = min{cut%‘f (s,5), cut/}% (s,s")}
cut : ACTMC(S,L) x S x S+ [0,1] fiir X € {P!, P4}
cut'y (M, s, s') = max{cut% (s,8), cuté;} (s,s)}
cuthy(M,s,s") = min{cut% (s,8), cut% (s,s)}
cute : ACTMC(S,L) x S x S+ R fiir X € {E', B%}
cut’él (M, s,8) = max{cutg’ll‘ (s), cutﬁfé (s,s")}
cuth (M, s,8") = min{cut% (s), cut% (s,s)}

Eine Markov-Kette mit M = cut(M) nennen wir auch bereinigt, da sie keine Werte
in den Intervallen enthélt, die nicht zu einer CTMC vervollstéindigt werden kénnten.
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Wir zeigen nun, dass der Grenzwert lim, .o cut’}hpp(M) existiert, also dass der
cut die Intervalle einer abstrakten zeitstetigen Markov-Kette immer nur verkleinern
kann. Da Punktintervalle nicht weiter verkleinert werden kénnen, muss also die
Folge (cut®pp(M), cuthpp(M), cutlpp(M),...) letztendlich konvergieren.

Satz 1 (Konvergenz der cut-Funktion). Sei M = (S,R!, P! E’ L) eine zeitstetige
abstrakte Markov-Kette, dann konvergiert die Folge:

(cutp (M), cuth pp (M), cuthp (M), ...)

Beweis. Wir werden zunéchst die Monotonie der cut-Funktion nachweisen, indem
wir beziiglich der Definition bottom-up vorgehen. AnschlieBend werden wir zeigen,
dass die Folge beschrinkt ist, woraus wir auf die Konvergenz schliefen koénnen.

Um die Beweisfithrung zu vereinfachen, fithren wir mit cut%’s’sl(R“’(s, s')) eine neue
Schreibweise fiir cutt(s,s’) und v € {l,u} ein (entsprechend fiir P und E). Da-
durch lasst sich deutlicher zeigen, dass nach der Anwendung des cut die unteren
Intervallgrenzen mindestens so grofl sind und die oberen hochstens so grof3 wie vor-
her:

1) cutyi(M) > (X!, X%) folgt aus:

Fir cutp gilt:
Cutg{,&s'(Rl(S, ")) = min{R"(s, '), max{Rl(s,s’), F'(s) — > vre RY(s,0) 1}
> R(s, )
CUWI;Z’S’S/(RI(S,S/)) = min{R"(s, s'), max{Rl(s, s'), E%(s) - P"(s,5')}}

>R'(s, )

= cut’h (M, s,s") > R'(s,s') fiir alle 5,5 € S
= cutly, (M) > R
= cutm (M) > (R, RY)

Fiir cutp, unterscheiden wir zwischen den Fillen E'(s) = 0 und E'(s) > 0. Im
ersten Fall kann der Zustand absorbierend sein, das heifit, dass fiir alle s’ € S die

Wahrscheinlichkeit P!(s,s’) = 0 sein muss. Die beiden Funktionen cut P! und cut Pl

liefern in diesem Sonderfall ebenfalls 0 als Ergebnis. Es gilt dann cut’lgl (M, s,8') =
Pl(s,s).
Fiir den Fall E'(s) > 0 gilt:
cutst ™ (P(s, o)) = min{P" (s, ), max{PL(s, ), 1~ 2,0 P (s 0)})
> Pl(s, )
cutist ™ (P(s, /) = min{P" (s, ), max{P'(s, ), R!(s. ) /B (s}

> Pl(s,s')
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= cut’, (M, s,s") > P!(s,s') fiir alle 5,5 € S
= cut’y, (M) > P!
= cutpi (M) > (PL,PY)
Fir cutp gilt:
cutM P(E'(s)) = min{ E(s), max{E'(s),R!(s,5)}} > E!
cutM s’ (El(s)) = min{ £"(s), max{E'(s), R (s,s')/P"(s,5')}} > E!
= cut’ (M, s,5") > El(s) fiir alle 5,5 € S
= cut’y (M) > E'
= cutp (M) > (B EY)

2.) cutxu(M) < (X!, X¥) folgt aus:

Fiir cutpe gilt:

cuth™ (Rv(s, o)) = max{R! (s, ), min{R¥(s, ), () — 3, . Rl (s, 0)}}
< RY%(s,s)

cuth ™ (Re(s, o)) = max(R!(s, ), min{R¥(s, '), E"(s) - P*(s,5)}}
< R"(s,s)

= cuth, (M, s,s") < R"(s, s') fiir alle 5,8’ € S
= cut’pu (M) <R
= cutpe(M) < (R, RY)

Fiir cutp, unterscheiden wir wieder zwischen den Féllen E%(s) = 0 und E"(s) > 0.
Im ersten Fall muss der Zustand absorbierend sein, das heifit, dass fiir alle s’ € S
die Wahrscheinlichkeit P*(s,s’) = 0 sein muss. Die beiden Funktionen cutpy und
cutpy liefern in diesem Fall ebenfalls 0 als Ergebnis. Es gilt dann cut’p. (M, s, ") =
P¥(s,s).
Fiir den Fall E%(s) > 0 gilt:

cut%s ¥ (PU(s,s')) = max{P!(s, '), min{P%(s,s'), 1 — D ots Pl(s,v)}}

< P%(s,s)
cutﬁis o (PY(s,s')) = max{P!(s,s'), min{P%(s, s'), R"(s,s')/E'(s)}}
< P%(s,s)

= cuthu(M,s,s") <PU(s,s) fiir alle s,s € S
= cutlpu (M) < P
= cutpu(M) < (P, PY)
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Fir cutgu gilt:
cut%’s(E“(s)) = max{E'(s), min{ E¥(s),R"(s,5)}} < E%(s)
cut%’s’sl(E“(s)) = max{FE!(s), min{ E¥(s), R"(s,s") /P! (s,5')}} < E%(s)
= cutlhu(M,s,s') < E¥(s) fir alle s,s' € S
= cutpu(M) < EY
= cutg.(M) < (E', BY)
Auf der nichsten Ebene zeigen wir, dass das Ergebnis der Funktionen cutg, cutp

und cutg eine feinere ACTMC ist als die gegebene ACTMC. Wir verwenden hierbei
die Projektion (Mj, Ms, ..., M,)|; = M; auf die i-te Komponente eines Vektors:

Fiir alle s,s" € S gilt:

cut pr (MR — cutgu(M)])|1(s,s")

= maux{cutj,%z1 (M, s, s’),cutRz2 (M, s,s")} > Ri(s,s)

cut pr (MR — cutgu(M)])|2(s, s)

= min{cutgu (M, s, s'), cut gy (M, 5, 8")} < R"(s,s')

= (S, cut i (M[R — cutpu(M))), P!, E L) = cutp(M) C M

cut pr (M[P +— cut pu(M)])]1(s, s")

= max{cutplz (M, s,s), cut pi (M, s, s')} > Pl(s, ')

cut pr (M[P +— cut pu(M)])]2(s, s")

= min{cut pu (M, s,5'), cut py (M, s,5") } < P(s,5")

= (S,R!, cut pi(M[P — cutpu(M))]), E, L) = cutp(M) C M

cut pr(M[E — cutgu(M)])]1(s, s")

= max{cutEi (M, s, s’),cutEé (M, s,8)} > El(s)

cut gt (M[E — cutgu(M)])|2(s, s)

= min{cut gy (M, s,s"), cut gy (M, s,8")} < E"(s)

= (S,RL, P, cut i (M[E + cutgu(M)]), L) = cutg(M) C M
Auf der hochsten Ebene zeigen wir schliellich, dass die Monotonie bei Anwendung

von cutp,cutp und cutg erhalten bleibt. Durch wiederholtes Anwenden der cut-
Funktionen erhalten wir also eine monotone Folge von ACTMCs.
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cutp(cutp(cutp(M)))
= cutr(cutp((S,RL, PL, cut g (cut pu(M)), L))
=M'CM
= cutr((S, R, cut pi (cut pu (M), cut gi (cut gu (M)), L))
=M"CM’'
= (S, cut i (cut gu (M), cut pi (cut pu (M), cut gi (cut gu(M)), L)
= MM

Es gilt also M"”" C M" C M’ C M und aufgrund der Transitivitit von C auch
M C M. Wir haben damit gezeigt, dass die Folge (cutbp g (M), cuthpp(M), ...
tatsdchlich monoton ist.

Laut [BS81] gilt, dass monotone Folgen genau dann konvergieren, wenn sie be-
schrinkt sind. Wir miissen demnach noch die Beschréanktheit des cut zeigen, also
dass es eine abstrakte zeitstetige Markov-Kette M | gibt, fiir die gilt:

M C cutlypp(M) fiir alle i € Nxg

Gegeben sei (Mg, M1, Ma,...) = (cuthpp(M),cuthpp(M), cuthpp(M),...) mit
M; = (S;, R Pl El L;). Aus der Monotonie der Folge beziiglich O und der Vor-
raussetzung fiir Intervalle, dass untere Grenzen stets kleiner sein miissen als obere
Grenzen, konnen wir folgendes ableiten:

e Sp =5 =25=..

o Lo=Li=Lo=..

R) <R, <R, <..<RY<R!<RY

l l l
P, <P, <P,L<.. <P¢<P!<DPY

l l l
EL<E! <E.<. <FE!<E"'<E!

Nun kann man eine begrenzende Markov-Kette M | angeben, als:
M, = (So,RL,RY,EL Lo) mit
R! € R, fiir alle i € N>g und RY =R},
P! € P; fiir alle i € N>g und P = P}
E! € E; fiir alle i € N>g und EY = B

Die Folge (Mg, M1, M, ...) ist demnach beschrénkt. Zusammen mit der Monotonie
haben wir damit auch die Konvergenz der Folge gezeigt.

O

Damit wissen wir, wie der cut iiber ein iteratives Verfahren approximiert werden
kann. Auf eine genauere Untersuchung des Konvergenzverhaltens wird an dieser
Stelle verzichtet.
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Wir definieren nun eine Menge von Schedulern, von denen jeder nur aus einer end-
lichen Menge von Wahlmdéglichkeiten pro Zustand auswéhlen kann. In Kapitel 3.7
werden wir sehen, dass diese Menge von Schedulern beziiglich der Berechnung von
minimalen und maximalen Wahrscheinlichkeiten weniger méchtig ist als die Menge
der HD-Scheduler. Dennoch kénnen wir damit eine interessante Teilklasse des Er-
reichbarkeitsproblems behandeln.

Definition 21 (Extremer Ratenvektor). Der Ratenvektor u € rates(R(s,-)) beziig-
lich einer Markov-Kette M = (S, R, P! E!, L) hei3t extrem, falls gilt:

€ extr(RI(s, ), Pl(s, ), El(s), S)
wobei

w € extr(ri(s,-),pl(s,"),el(s), ")

gdw.
G5 €8 p(s') € {rl(s,s),r"(s, )}
A € extr(cut®(r! (s, -)[s" — p(s)],p'(s,-), e’ (s)), S"\{s'}))

V(S =0Ap=rl=r?)

wobei die Funktion cut®(r!,p’,e!) eine abkiirzende Schreibweise von cut(M?®) dar-

stellt fiir M° = (S,7!,p! e!, L) und wobei hier mit 2![s - z] die Substitution der
Werte z!(s) und 2%(s) durch den Wert  bezeichnet ist.

Da fiir ein p € rates(R(s,-)) die Exitrate E(s) = u(S) eindeutig ist, folgt auch die
Verteilung i € distr(P(s,-)) eindeutig aus pu(s') = E(s) - u(s').

Beispiel 11. Sei die abstrakte zeitstetige Markov-Kette M = (S,R!, P! ET L)
aus Abbildung 15 gegeben. Um zu bestimmen, ob beispielsweise p = (0,3,2) ein

extremer Ratenvektor ist, miissen wir lediglich {iberpriifen, ob er die Definition 21
erfiillt.

p € extr(ri(s,-),pl(s,-),el(s),5")
gdw.
(Bs' €8 u(s) e {r'(s,s),r"(s,8)}
A € extr(cut®(r (s, )[s' — u(s")], p'(s,), €' (s)), S"\{s'}))
V(S =0Ap=rl=rv

Da pu(s1) = 3 € [3,5] die Existenzbedingung erfiillt, muss nur noch folgendes nach-
gewiesen werden:

p € extr(cut®(r! (s, )[s1 — 3],p'(s,), ' (), {50, 52}))

Werten wir nun den cut aus, so muss das Ratenintervall von sy nach s, sowie
die Wahrscheinlichkeitsintervalle wegen der festen Bindung zu den Raten {iber das
Punktintervall [5, 5] der Exitrate von so wie folgt angepasst werden:
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Abbildung 15: Extremer Ratenvektor

CUto(rl(s7 ')[31 = 3]7p17 eI)

= (rl(s,")[sg = 0][s1 > 3,89 — 2],p(s,")[s0 — 0][s1 — %,32 — %],el)

Da durch den cut bereits simtliche Werte festgelegt wurden und diese nicht inkon-
sistent sind, erhélt man durch Iteration p = (0,3,2) = r! = 7% und eine leere Menge
fiir S” in der Definition, woraus folgt:

p € extr(cut®(r!(s,-)[sy — 3],p(s,-),el(s)), {s0,52}))

Definition 22 (Extreme Scheduler). Ein extremer Scheduler 7 beziiglich einer ab-
strakten Markov-Kette M = (S, R!, P! E! , L) ist ein HD-Scheduler, der fiir alle
moglichen Folgen von Zustédnden sg,...,s, lediglich extreme Ratenvektoren p €
extr(R(s,-),PI(s,-), E'(s),S) mit dazu passenden Exitraten und Wahrscheinlich-
keitsverteilungen wihlt.

Wir schlieen dieses Unterkapitel mit einigen Beobachtungen iiber Eigenschaften
von bereinigten ACTMCs ab, die in spéteren Beweisen noch benétigt werden.

Korollar 1 (Eigenschaften bereinigter Markov-Ketten). Fiir bereinigte abstrakte
zeitstetige Markov-Ketten M = (S, R'. P! ET, L) gelten die folgenden Aussagen:

L R"(s,s") < E%(s) = 3> sy R!(s,v) und
R'(s,s') > El(s) — > vzs RY(s,0) fiir alle s, 8" € S.

2. E"(s) <R"(s,S) und
El'(s) > Rl(s, ) fiir alle s € S.

3. PUs, ) <1=37 Ly P!(s,v) falls E%(s) > 0 und
Pl(s,s') >1— D vrs PU(s,v) falls El'(s) >0
fiir alle 5,5’ € S.

4. R"(s,s’) < E"(s) - P"(s,s') und
Rl(s,s') > F!(s) - Pl(s, ) fiir alle 5,5’ € S.
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5. PU(s,s") < RY(s,s")/E!(s) falls E%(s) > 0 und
Pl(s,s') > Rl(s,s')/E"(s) falls E(s) >0
fiir alle 5,5’ € S.

6. E%(s) < RY%(s,s')/P!(s,s") und
El(s) > Rl(s,s')/P%(s, ) fiir alle s,s" € S.

Beweis. Wir zeigen fiir die oberen Intervallgrenzen jeweils iiber einen kurzen indi-
rekten Beweis, dass die aufgefiihrten Aussagen gelten.

1. Angenommen in M gébe es s,s" € S mit R"(s,s") > E"(s) — >_, .o R!(s,v).
Durch Anwendung von cutg, wiirde R"(s, s') genau auf E(s) 3", o R'(s,v)
verringert werden. Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dass
M bereinigt ist.

2. Angenommen in M giibe es s, s’ € S mit E*(s) > R"(s,S). Durch Anwendung
von cutp, wirde E"(s,s’) genau auf R"(s,S) verringert werden. Dies steht
aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dass M bereinigt ist.

3. Angenommen in M gibe es s, € S mit P%(s,s') > 1 — Dvts P!(s,v)
und E%(s) > 0. Durch Anwendung von cutp, wiirde P"(s,s’) genau auf
1->, L P!(s,v) verringert werden. Dies steht aber im Widerspruch zur
Voraussetzung, dass M bereinigt ist.

4. Angenommen in M gébe es 5,5 € S mit R%(s,s’) > E%(s) - P*(s,s’). Durch
Anwendung von cutpg, wiirde R"(s,s’) genau auf E“(s) - P%(s,s’) verringert
werden. Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dass M bereinigt
ist.

5. Angenommen in M gibe es 5,5 € S mit P“(s,s') > RY(s,s')/E'(s) fiir
E"(s) > 0. Durch Anwendung von cutp, wiirde P%(s,s’) auf R%(s,s')/E'(s)
verringert werden. Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dass
M bereinigt ist.

6. Angenommen in M gibe es 5,5’ € S mit E%(s) > R¥%(s,s')/P!(s,s'). Durch
Anwendung von cutp, wiirde E%(s) genau auf R%(s,s’)/P!(s,s') verringert
werden. Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dass M bereinigt
ist.

Fiir die unteren Intervallgrenzen verlaufen die Beweise analog.
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3.3 Probabilistische Simulation

Im Beispiel 7 mussten wir ein Auge zudriicken, um Zustinde zusammenzufassen,
die nicht bisimilar waren. Da wir nun definiert haben, was eine abstrakte zeitstetige
Markov-Kette ist, kénnen wir auch genau beschreiben, wann wir ein Auge zudriicken
diirfen und wann nicht. Die grundsétzliche Idee dabei ist zu fordern, dass nur der
Makro-Zustand aus der Abstraktion die durch ihn reprisentieren Zustéinde simuliert
und nicht zusétzlich auch umgekehrt wie bei der Bisimulationsidquivalenz. Damit
werden wir spéter immer noch folgern kénnen, dass alle Eigenschaften, die in einer
Abstraktion gelten, auch in der urspriinglichen Markov-Kette gelten miissen.

Um die Definition der probabilistischen Simulation verstehen zu kénnen, benttigen
wir noch den Begriff der Gewichtung. Im Allgemeinen bezeichnet man als Gewich-
tung iiber S und S’ beziiglich einer Relation R C S x 5" die Losung des mazimalen
Flufproblems in einem Graphen mit Zustandsmenge S U S’ und der Transitions-
matrix A C (SUS) x (SUS) mit (s,s') € A gdw. s € S und s’ € S (siehe
[Baig6]).

Wir verwenden Gewichtungen um zu beschreiben, welche Verteilungen iiber die
Zustédnde einer Abstraktion den Verteilungen beziiglich der urspriinglichen Markov-
Kette entsprechen. Dabei verlangen wir, dass Zusténde nur auf ihre Makro-Zustédnde
abgebildet werden diirfen. Das heifit, dass es von Zustand s € S nach Zustand s’ € S’
nur Kanten mit Gewicht gréfier 0 geben darf, wenn s durch s’ reprisentiert bzw.
stmuliert wird. Folgendes Beispiel wird dies verdeutlichen.

Beispiel 12 (Gewichtung). Betrachten wir die Abstraktionen aus Beispiel 7. Die
Zustandsmenge der ersten Abstraktion war {1111,0111,1771,1001,0771,0001, 0000}
und die der zweiten {s31, 521, 51,1, 50,1, S0,0}. Nehmen wir an, dass wir fiir eine be-
stimmte Situation mit p = (1—10, 1%, 13—0, %, 1—10, 1—10,0) die Wahrscheinlichkeiten dafiir
kennen, in den einzelnen Zusténden der ersten Abstraktion zu sein. Uns interessiert
nun, wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir dieselbe Situation in der zweiten Ab-
straktion aussehen sollte.

Wir erhalten durch Losen des abgebildeten vereinfachten'® Flussproblems fiir die
entsprechende Verteilung der zweiten Abstraktion den Vekor p' = (%, %, %, 1—10, 0),

wie man an Abbildung 16 leicht nachvollziehen kann.

Die gleiche Situation, die in der ersten Abstraktion zu der Verteilung p fiithrt, miisste
also in der zweiten Abstraktion die Verteilung u’ ergeben.

18Hjer sind nur Kanten von s nach s’ abgebildet, falls s von s’ reprisentiert wird. Die nachfolgende
Definition der probabilistischen Simulation fordert, dass eine Kante einer Gewichtung von Zustand
s nach Zustand s’ nur dann groéfler als 0 sein darf, falls s und s’ in Relation stehen. Beziiglich dieser
Definition ist das vereinfachte maximale Flussproblem zu betrachten.
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Abbildung 16: Gewichtung

Definition 23 (Vereinigung). Die Vereinigung M = Mj; U My zweier abstrak-
ter Markov-Ketten My = (Sl,R{,P{,E{,Ll) und My = (Sg,Ré,Pé,Eg,Lg) sel
definiert durch M = (S,R!, P! B!, L) mit:

e S =51US;, wobei 0.B.d.A. von S; N Sy = () ausgegangen werden soll,

Q(s,s') falls s,s" €5y
e Q(s,8) =<{ Qu(s,s) fallss,s' €5, fiir Qe {R,R* P, P}

0 sonst

Q;(s) fallsse Sy . .
[ ] = f E Eu
Q) { Q,(s) falls s € Sy rQeib, 5

Li(s,a) falls s €S

o L(s,a)=
Lo(s,a) falls s € Sy

Wir verwenden im Folgenden eine leicht abgewandelte Definition fiir probabilistische
Simulation, wie sie in [BHKWO05] zu finden ist. Statt zu fordern, dass ein simulie-
render Zustand schneller oder gleich schnell wie der simulierte Zustand verlassen
werden kann, fordern wir die stirkere Bedingung, dass simulierender und simulier-
ter Zustand genau die gleiche totale Ausgangsrate haben miissen.
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Definition 24 (Probabilistische Simulation). Sei M = (S, R, P! E! L) eine ab-
strakte zeitstetige Markov-Kette, dann heifit R C S x .S probabilistische Simulati-
onsrelation, falls aus sRs’ folgt:

1. Fiiralle a € AP gilt (L(s',a) # ?) — (L(s,a) = L(s,a)), d.h. falls die Giiltigkeit
von a in s’ nicht unbestimmt ist, gilt a in s gdw. a auch in s’ gilt.

2. Fiir alle Verteilungen fi € distr(P(s,-)) und alle (nach Anwendung des cut wihl-
baren) Exitraten E(s) beziiglich M existiert eine Verteilung i’ € distr(P(s,))
mit entsprechender Exitrate E(s), so dass gilt:

2.1. Es existiert eine Gewichtung A : S x S+ [0, 1] mit:

2.1.1. A(u,v) > 0= uRuv,
2.1.2. A(u,S) = i(u),
2.1.3. A(S,v) = i/ (v).
2.2. E(s) = E(s), d.h. Zustind s’ und s haben gleiche totale Ausgangsraten.

Falls eine probabilistische Simulationsrelation R existiert, fiir die gilt sRs’, dann
schreiben wir auch s < s’ (s wird simuliert von s).

Beispiel 13 (Probabilistische Simulation). Betrachten wir den Begriff der proba-
bilitischen Simulation aus spieltheoretischer Sicht, so sagen wir, dass ein Zustand s
von einem anderen Zustand t simuliert wird, falls ein Spieler B, der sich in ¢ befindet,
auf jeden moglichen Zug eines Spielers A in Zustand s reagieren kann. Dazu be-
trachten wir nun die ACTMC' aus Abbildung 17 und die abgewickelte Darstellung
in Abbildung 18. Die einzelnen Zusténde sind pro Ebene leicht versetzt worden, um
die Zusammenhénge zwischen s-Zusténden und ¢-Zustédnden besser verdeutlichen zu
konnen. Die Zustédnde s; und t1, ss und t9 sowie s3 und t9 stehen in probabilistischer
Simulationsrelation. Im Folgenden werden wir dies nicht beweisen?’, stattdessen be-
trachten wir ein beispielhaft die ersten Ziige eines Spiels zwischen Spielern A und B.

Wir gehen von s und ¢y als Startzustidnde fiir Spieler A und Spieler B aus. Spieler
A darf also nur in den s-Zustéinden und Spieler B nur in den ¢-Zustdnden ziehen.
Da s1 und t7 in Relation stehen, sind die Startzustédnde also so gewéhlt, dass Spieler

B eine Chance hat zu gewinnen?!.

Zieht nun Spieler A mit einem Anteil % nach s; und dem restlichen Anteil % nach
s9 (mit Exitrate F), so muss der Spieler B die Moglichkeit haben, mit den gleichen

19Tn diesem Beispiel ist die Exitrate immer gleich 1, weswegen die Raten- und die Wahrschein-
lichkeitsintervallmatrix gleich sind.

20Den Anteil der Markov-Kette mit t-Zustéinden kann man durch die in den folgenden Abschnitten
vorgestellten Abstraktionen A, B und C gleichermaflen aus dem Anteil mit s-Zusténden bestimmen.
Dazu werden s1 zu t1 sowie s und s3 zu ty zusammengefasst. Aus den Sétzen 2, 3 bzw. 4 folgt
dann die Behauptung.

218pieler B gewinnt, falls Spieler A niemals einen Zug machen kann, der von Spieler B nicht
bedient werden kann.
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b -y
0,3
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Abbildung 17: Probabilistische Simulation

Anteilen und der gleichen Exitrate in Zusténde t; und to zu ziehen, fiir die s; < t;
und sy =< to gilt. In der mittleren Abbildung ist das zu losende (vereinfachte)
maximale Flussproblem durch geschlangelte Linien und Pfeile hervorgehoben. Fiir
Spieler B wurde jeweils die Wahrscheinlichkeit % gewahlt. Fiir diese Wahl existiert
eine Losung des Flufiproblems, die durch die Beschriftung der geschldngelten Linien
zwischen den s-Zusténden und den ¢-Zutinden angedeutet wurde.

Nun befinden sich die beiden Spieler anteilsweise in verschiedenen Zustinden, und
zwar in s1 und so bzw. t1 und t9. Dies kann im Sinne der probabilistischen Simulation
so interpretiert werden, dass Spieler A fiir jeden Zustand indem er sich befindet einen
Zug macht, auf den Spieler B entsprechend reagieren muss. In der unteren Abbildung
sind nun also zwei maximale Flussprobleme zu betrachten. Das eine ist wieder durch
geschlangelte, das andere durch gestrichelte Linien und Pfeile hervorgehoben. Wie
in der mittleren Abbildung wurde auch diese Abbildung jeweils mit einem giiltigen
Ergebnis beschriftet.

Es ist zu beachten, dass in der abstrakten zeitstetigen Markov-Kette in Abbildung
17 die Zuténde sy und ty sowie s3 und t9 nicht bisimilar sind. Diese Tatsache ist
einfach nachzuvollziehen, indem man sich dem Problem wieder aus spieltheoretischer
Sicht néhrt.

Beginne Spieler A in Zustand t5 und Spieler B in so. Spieler A kann in diesem
Fall nur den Ubergang nach t, withlen, sowie Spieler B nur den Ubergang nach ss3
wihlen kann. Soweit gibt es noch kein Problem, wenn Spieler A jedoch wiederum
den Ubergang von ¢, nach to wihlt, so kann Spieler B in s keine vergleichbare Wahl
treffen, da s3 absorbierend ist. Damit sind die Zutéinde so und to sowie s3 und to
also nicht bisimilar. Ebenso sind auch s; und ¢ nicht bisimilar.

Die probabilistische Simulation spielt im folgenden Abschnitt eine wesentliche Rolle.
Es ist also empfehlenswert die obigen Definitionen und Beispiele genauestens zu
studieren.
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Abbildung 18: Probabilistische Simulation (Abwicklung)
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3.4 Mogliche Abstraktionen

In der Regel sprechen wir von einer abstrakten Markov-Kette im Zusammenhang mit
einer gegebenen oder urspringlichen Markov-Kette. Daher wollen wir nun definieren,
wie man durch das Zusammenfassen von Zustéinden abstrakte Markov-Ketten erhélt.
Das Zusammenfassen von Zustinden werden wir mathematisch als Partitionierung??
beschreiben. Dabei werden alle Zustéinde die in einer Partition enthalten sind zu
einem Makro-Zustand zusammengefasst.

Im Folgenden stellen wir drei mogliche Abstraktionen vor und zeigen, dass die
Zusténde der resultierenden abstakten Markov-Ketten die Zusténde der urspriingli-
chen Markov-Kette simulieren. Spezifikationen, die in der abstrakten Markov-Kette
als giiltig verifiziert werden konnen, werden sich also in der urspriinglichen Markov-
Kette verifizieren lassen.

3.4.1 Abstraktion A

Fiir den ersten Ansatz einer Abstraktion zeitstetiger Markov-Ketten betrachten wir
primér die Raten. Werden durch eine Partitionierung mehrere Zustédnde zusammen-
gefasst, so sollte die abstrakte Markov-Kette diese Zustéinde wie bei der Abstraktion
durch Bisimulationsédquivalenzklassen mit einem Makro-Zustand beschreiben.

Bei den Beschriftungen kénnen wir diejenigen Eigenschaften als wahr (oder als
falsch) im Makro-Zustand tibernehmen, die in allen zugehorigen Zustdnden der ur-
spriinglichen Markov-Kette auch schon wahr (oder falsch) waren. Ist die Eigenschaft
in einigen urspriinglichen Zustinden wahr, in anderen jedoch unwahr, so muss im
Makro-Zustand der Wert unbestimmt (?) eingetragen werden, da der Zustand die
urspriinglichen Zustinde sonst nicht simuliert.

Bei den ausgehenden Raten wihlen wir fiir den Makro-Zustand die kleinsten und
grofiten Werte der urspriinglichen Zusténde, um der Simulationsrelation Rechnung
zu tragen. Wiirden wir die Grenzen enger wihlen, so gébe es in der konkreten
Markov-Kette einen Zustand, fiir den die ausgehenden Raten nicht durch die ab-
strakte Markov-Kette simuliert werden kénnte. Formal zeigen wir dies in Satz 2.
Fiir die Wahrscheinlichkeiten und Exitraten wihlen wir die Grenzen so, dass zu Be-
ginn durch Ausfithrung des cut keinerlei Raten von den Intervallen abgeschnitten
und alle Werte aus den Intervallen zu CTMCs vervollstéindigt werden kénnen.

Definition 25 (Abstraktion A). Eine Partitionierung A = {Aj,..., A,,} des Zu-
standsraumes einer (abstrakten) zeitstetigen Markov-Kette M = (S,R!, P! E! L)
induziert eine Abstraktion abstractA(M,A) = (S, f{I, f’l, E' L), mit

2 A ={A1,..., A} heift Partitionierung des Zustandsraums S, falls
a) fiir alle i € {1,...,n} gilt, dass A; C S und A; # 0,
b) fiir alle Zusténde s € S eine Partition A; existiert mit s € A; und
c) AinAj =0 fiiri,5 € {1,...,n} und @ # j.
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o S = Aist die Menge der abstrakten Zustéinde,

. f{l(Ai, A;) = minge 4, R'(s, 4;) ist die untere Schranke fiir die Geschwindigkeit
von A; nach A; zu wechseln,

e R'(4;, Aj) = maxgeq, R(s, Aj) ist die obere Schranke fiir die Geschwindigkeit
von A; nach A; zu wechseln,

o P4, 4)) = R(AL A)) ) (R (Ai, A7) + T4, 00, R (A, Ap),

o P4, A7) = R"(A;, A7) [ (R"(Ai, A7) + T4, 0, R (41, 40)),

T falls fiir alle s € A; gilt, dass L(s,a) =T
o L(Aj,a)={ 1 falls fiir alle s € 4; gilt, dass L(s,a) = L
? sonst

x/y fallsy #0

wobei x // y =
/ { 0 falls y =0

Korollar 2 (Giiltige Wahrscheinlichkeiten). Sei M = (S,R!,P! E! L) eine ab-
strakte zeitstetige Markov-Kette und M = abstractA(M, A) eine Abstraktion be-
ziiglich der Partitionierung A = {Ay, ..., A, }. Fiir die mit Abstraktion A berechne-

ten Wahrscheinlichkeitsintervalle gilt dann [f’l(Ai,Aj),f’u(Ai, Aj)] € [0,1].

Beweis. Fiir M = (S,R!,P/,E', L) und A = {A;,..., A, } ist zu zeigen, dass die
untere Wahrscheinlichkeitsintervallgrenze der Abstraktion abstractA(M, A) grofier
oder gleich Null ist und die obere kleiner oder gleich Eins:

Pl(A;, A7) = R(4, A)) (R (4, A7) + 54,20, R" (A1, A1) > 0
>0 >0 >0

Fiir die obere Intervallgrenze miissen wir zwischen absorbierendem Zustand und
nicht absorbierendem unterscheiden. Fiir absorbiere Zusténde sind alle Ratenin-
tervalle der Form [0,0] und wegen der Definition von = // y sinnigerweise auch die
Wahrscheinlichkeitsintervalle.

Fiir nicht absorbierende Zustidnde konnen dhnliche Fille auftreten, fiir die der Nen-
ner bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten Null wird. Diese werden wie bei
den absorbierenden Zustdnden behandelt. Andernfalls ist zumindest einer der Sum-

manden im Nenner groffer Null:
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P"(A;, A;) = R" (41, A)) R" (A4, A7)+ Y R'(4;, Ap))
>0 Ak?éA >0

>0

Aus R"(4;, A7) SR (A1, A) + Y440 R (A;, Ap) folgt dann P"(A4;, 4;) < 1
Ol

Bevor wir zum Beweis kommen, dass Makro-Zustinde nach Abstraktion A die zu-
gehorigen Zusténde der urspriinglichen Markov-Kette simulieren, wollen wir uns
vorher an einem Beispiel ansehen, wie die probabilistische Simulation im Zusam-
menhang mit Abstraktion zu verstehen ist.

Beispiel 14 (Probabilistische Simulation). Wir abstrahieren die zeitstetige Markov-
Kette in der Abbildung 19 zu der rechten abstrakten Markov-Kette, indem wir die
Zusténde s; und s fiir ¢ € {0,1} zu §; zusammenfassen und die Intervallgrenzen
nach Definition berechnen.

31
E= [3,8]w>ﬁ>@

0, 3
[0,3]

Abbildung 19: CTMC (links) und Abstraktion (rechts)

Wenn etwa der Zustand sy durch den Zustand 5g simuliert werden soll, so muss fiir
alle moglichen Verteilungen in distr(P(sg, -)) eine Gewichtung A und eine Verteilung
aus distr(P(8p,-)) existieren, welche die Bedingungen aus Definition 24 erfiillen.
Uberpriifen wir dies fiir i = (2,0,%,2) € distr(P(sg,-)), um ein besseres Gefiihl
fiir die Bezeichnungen zu bekommen und das Versténdis der folgenden Beweise zu
erleichtern.

Da nach Definition 24.1.1 fiir A(s, s') nur positive Werte erlaubt sind wenn sRs’ gilt,
konnen wir fiir alle Kombinationen von s und s’ fiir die nicht s € {so, sj, s1, s} } ist
und s’ € {50, 51} den Wert von A(s,s’) auf 0 festlegen. Diese sind in der Abbildung
grau dargestellt. Die Gewichtung A muss nach Definition 24.1.2 in der Zeilensumme
die Werte von p ergeben und nach 24.1.3 ergeben sich aus der Spaltensumme dann
die Werte von /. Mit der Gewichtung in Abbildung 20 erhilt man eine zuléssige

Verteilung u/ = (%, %) (2, 2) € distr(P(50,-)).

Wir werden spéter nach solchen Gewichtungen nicht mehr suchen miissen, sondern
zeigen stattdessen, dass fiir die Abstraktionen eine solche immer existiert.
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A sy sy s1 85 S0 51|
sol0 0 0 0 2 0f32
s6l0 0 0 0 0 00
st 0 0 0 0 0 %4
ss|0 0 0 0 0 2|2
5/0 0 0 0 0 00
5/0 0 0 0 0 00
S0 0 0 0 2 211

Abbildung 20: Gewichtung und Verteilung fiir probabilistische Simulation

Satz 2 (Simulation durch Makro-Zusténde nach Abstraktion A). Gegeben sei eine
abstrakte zeitstetige Markov-Kette M = (S,R!,P!, E/ L) und abstractA(M, A),
eine durch Partition A induzierte Abstraktion von M. Dann gilt:

s€cA=>s=<Afiirallesc Sund A € A,

d.h. ein Zustand s in der urspriinglichen Markov-Kette wird durch den zugehorigen
Makro-Zustand A der Abstraktion simuliert.

Beweis. Sei M = (S, RI,PI,EI,E) eine abstrakte zeitstetige Markov-Kette, A
eine Partitionierung und abstract(M, A) = (A, f{I, f’l, E' L) eine Abstraktion von
M. Die Relation R definieren wir als R = {(s,A4) | s € A,A € A}, dh. R
ist durch die Partitionierung A vollstindig bestimmt. Um zu zeigen, dass R eine
Simulationrelation ist, zeigen wir, dass die Bedingungen aus Definition 24 erfiillt

sind. Dazu betrachten wir im Folgenden die Vereinigung M U abstract(M, A) =
(S,R', P ET L)

1. Fiir die erste Bedingung unterscheiden wir die Fille L(s,a) = ? und L(s,a) € B
mit @ € AP. Fiir L(s,a) = 7 ist die Bedingung trivialerweise erfiillt. Fiir den
zweiten Fall bleibt zu zeigen, dass fiir alle (s,s’) € R gilt: L(s,a) = L(¢,a).
Da per Definition in R nur Paare (s, A) mit s € A enthalten sind und nach
Definition 25 fiir alle s € A und « € B gilt, dass L(A,a) = o = L(s,a) = «,
ist dieser Teil der Bedingung ebenfalls erfiillt.

2. Fir die zweite Bedingung betrachten wir zunéchst die Ratenvektoren und zei-
gen, dass die Exitraten von s und s’ gleich sind. Da wir uns fiir diese Bedingung
jedoch fiir die Verteilungen interessieren, miissen wir noch die Beobachtungen
beziiglich der Ratenvektoren, die mit der Exitrate an die Wahrscheinlichkeiten
gekoppelt sind, auf Verteilungen iibertragen.

Legen wir zu jedem p € rates(R(s,)), ein passendes u’ € rates(R(s',-)) fest:

(A = { Y ouea t(u) falls A€ A 7)

0 sonst
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2.2.

Verifizieren wir, dass p/ tatsiichlich aus rates(R(s',-)) ist:

Zuniichst stellen wir fest, dass wegen der Vorbedingung sRs’ und aufgrund
der Definition der Relation R gilt, dass s’ € A. AuBerdem gilt fiir v € S
wegen R!(s',u) = 0 = R¥(s’,u) und p/(u) = 0, dass p/(u) € rates(R(s",u)).
Es bleibt als nicht trivialer Fall lediglich p/(A’) mit A" € A iibrig. Wir zeigen
nun, dass R(A4, A') < i/ (A') < RY(A, 4) fiir A, A’ € A:

RY(A,A") = mingcqa RY(3,4") (Def. 25)
< Rl(s,A) =T ca Rl(s,8)
< Dvea (s (wegen p € rates(R(s,)))
= p'(4) (wegen 7)

dgea R(s,8") =R"(s, A") (wegen p' € rates(R(s',-)))
maxse s RY(3, A')

= RY(4,4) (Def. 25)
Damit gilt also u’ € rates(R(s',-)).

IN A

Wir ziehen die Bedingung 2.2 vor, da wir sie fiir 2.1 verwenden wollen, um
die Beobachtungen von Ratenvektoren auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu
iibertragen. Dafiir zeigen wir, dass E(s) = E(s’) beziiglich der Ratenvektoren
wund g gilt:
B(s) = Toesnw) (wegen 4 € rates(R(s, )))
= Dues Mu)
ZueA',A’eA ()
Yoarea V(A (wegen 7)
Do aea W (A) + 3 e i (v)  (wegen 7)
D ves ()
= E(¢) (wegen p’ € rates(R(s',-)))
Da fiir g und p’ also E(s) = E(s) gilt, erhalten wir aus (7) eine entsprechende
Definition fiir ji’ beziiglich u:

(A) = { Y ouear i(u) falls A e A ()

0 falls A’ € S

Dass die beiden Definitionen dquivalent sind, folgt aus:
FA) = Tyenilw)
gdw. E(s')-p/(A") = E(s')- Yyeca ii(u) (wegen E(s) = (E(s'))
gdw. B(s)-{(A) = E(s)-Y,en i)
gdw. E(s')-@'(A) = ea(E(s)- i(u))
gduw. W) = Fyennw) (wegen u(s) = E(s) - ils))

Da i eine Verteilung ist und auflerdem gilt
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Yees B (8) = 2 area ' (A) =2 e psren B(8) =2 ges i(s') = 1

wissen wir, dass auch ji’ eine Verteilung ist. Diese Verteilungen werden ver-
wendet, um den ersten Teil der zweiten Bedingung zu zeigen.

2.1. Nun miissen wir eine Gewichtung A finden, die den gegebenen Anforderungen
gerecht wird. Dazu definieren wir:

pa(u) falls (u, A"y e R

0 sonst

A(u, A') = { (9)
Die Bedingung 2.1.1 ist fiir dieses A trivialerweise erfiillt. Fiir Bedingungen
2.1.2 und 2.1.3 greifen wir wieder auf die Tatsache zuriick, dass R von der
Partitionierung A vollsténdig bestimmt wird. Zu Bedingung 2.1.2:

A(ua S) = ZSES A(ua S)
= Yses A, 8) + 2 aca Ay, A)
= Au, Ay) (fir A, € A mit u € A4,)

= 'u(u) (Wegen 9)

Die Bedingung 2.1.3 ist fiir u € S trivialerweise erfiillt, da A(S,u) = 0 = i’ (u).
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Bedingung auch fiir A" € A erfiillt ist:

A(S,A) = YuesAlu, A)
= Duea Au, A)
() (wegen 9)
e (wegen 8)

Damit ist gezeigt, dass der Teil 2.1 der Definition erfiillt ist. Wir haben also ge-
zeigt, dass alle Bedingungen einer probabilistischen Simulation nach Definition
24 erfiillt sind.

Sehen wir uns ein Beispiel fiir die Anwendung der Abstraktion A an.

Beispiel 15 (Schwachstellen der Abstraktion A). Gegeben sei die zeitstetige Mar-
kov-Kette M aus Abbildung 21 mit Zustandsmenge S = {so, s1, S2, S(, §1, 55 }-

Wir fithren nun die Abstraktion durch, indem wir jeweils s; und s} zu §; zusammen-
fassen. Daraus erhalten wir die abstrakte zeitstetige Markov-Kette in der Abbildung

unten.

Man sieht, dass in der urspriinglichen CTMC nur die Wahrscheinlichkeiten % und
2 vorkommen. Die Intervalle der Wahrscheinlichkeiten [£, 1] und [1, 2] sind also
unnétig grol. Wir wollen versuchen, diese Beobachtung in eine zweite Abstraktion

einfliessen zu lassen.
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Abbildung 21: Abstraktion A

3.4.2 Abstraktion B

Die Ratendarstellung der zeitstetigen Markov-Ketten kann man als effiziente Dar-
stellung der Wahrscheinlichkeiten und der zugehorigen Exitrate auffassen. Sieht man
es auf diese Weise, sind zeitstetige Markov-Ketten eine Erweiterung der zeitdiskre-
ten Markov-Ketten bei denen eine durchschnittliche Verweildauer E(s)™! fiir jeden
Zustand eingefiihrt wurde. In unserem zweiten Ansatz, zeitstetige Markov-Ketten
zu abstrahieren, wollen wir uns auf diese Sichtweise stiitzen.

Anstatt die Ratenintervalle anhand der urspriinglichen Markov-Kette zu generie-
ren und anschliefend die Wahrscheinlichkeitsintervalle und Exitratenintervalle so
zu wihlen, dass sie zu den Ratenintervallen passen, gehen wir jetzt umgekehrt
vor. Wir bestimmen die Grenzen der Wahrscheinlichkeitsintervalle eines Makro-
Zustands nach den maximalen bzw.minimalen Werten der zugehorigen Zusténde
der urspriinglichen Markov-Kette. Die Grenzen des Exitratenintervalls eines Makro-
Zustands erhélt man auf die gleiche Weise, abgesehen davon, dass bei den Wahr-
scheinlichkeiten ausgeschlossen werden muss, dass die Intervallgrenzen grofier 1 wer-
den.

Wir untersuchen in folgendem Beispiel, warum bei der Bildung der Wahrscheinlich-
keitsintervalle auf maximale Wahrscheinlichkeiten 1 gepriift werden muss:

Beispiel 16 (Wahrscheinlichkeitsintervalle ohne Uberprﬁfung). Bestimmen wir wie
oben beschrieben die Abstraktion B der folgenden Markov-Kette durch Zusammen-
fassen von Zustidnden sy und s zu 51 ohne eine Uberprﬁfung der Wahrscheinlich-
keitsintervalle, so erhalten wir hier keine giiltige ACTMC:



64 3 ABSTRAKTION FUR ZEITSTETIGE MARKOV-KETTEN

Abbildung 22: Abstraktion B (keine Uberpriifung der Wahrscheinlichkeitswerte)

Wird dagegen das Wahrscheinlichkeitsintervall auf [0, 1] verkleinert, so erhalten wir
die gewiinschte abstrakte Markov-Kette mit dem Ratenintervall [0, 4].

Definition 26 (Abstraktion B). Sei M = (S,R!, P! E! L) eine abstrakte zeit-
stetigen Markov-Kette. Eine Partitionierung A = {A;,..., A, } des Zustandsraumes
von M induziert eine Abstraktion abstractB(M, A) = (S, f{I, f’l, E' L), mit

o S = Aist die Menge der abstrakten Zustinde,

i Rl(Aiv AJ) = Pl(Aiv AJ) ’ El(Al)v

o R'(4;,A)) =P"(4;,4)) E“(4),

. f’l(A,-,Aj) = min{1, minge 4, P!(s, 4;)} ist die untere Schranke fiir die Wahr-

scheinlichkeit von A; nach A; zu wechseln,

o PY(4,, Aj) = min{l, maxseca, P“(s, A;)} ist die obere Schranke fiir die Wahr-
scheinlichkeit von A; nach A; zu wechseln,

o EY(A;) = mingea, F'(s) ist die untere Schranke fiir die Exitrate des Makro-
Zustands A;.

o E%(A;) = max,ca, B¥(s) ist die obere Schranke fiir die Exitrate des Makro-
Zustands A;.

T falls fiir alle s € A; gilt, dass L(s,a) =T
o L(Aj,a) =< L falls fiir alle s € A; gilt, dass L(s,a) = L
? sonst

Hierbei ist zu beachten, dass die 1-:{[ so gewahlt wurden, dass es keine Einschrankung
in Bezug auf die Wahl der Wahrschei?lichkeitsverteilungen und Exitraten durch
einen Scheduler gibt, &hnlich wie bei P~ in Abstraktion A.

Auch fiir Abstraktion B miissen wir zeigen, dass die Zustédnde der urspriinglichen
Markov-Kette durch die Makro-Zustéinde der Abstraktion simuliert werden. Der

Beweis ist zu dem beziiglich Abstraktion A jedoch recht &hnlich.
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Satz 3 (Simulation durch Makro-Zustdande nach Abstraktion B).
Sei M = (S,RI, P! E! L) eine abstrakte zeitstetige Markov-Kette, dann gilt fiir
die durch Partitionierung A induzierte Abstraktion abstractB(M, A):

s€A=s=<Afiirallese Sund A € A.

Beweis. Sei M = (S, RI, 151, E'| L) eine zeitstetige Markov-Kette, A eine Partitio-
nierung und abstractB(M, A) = (A, f{I, 15], E' L) eine Abstraktion von M. Die
Relation R wird wieder definiert als R = {(s,4) | s € A, A € A}. Um zu zeigen,

dass die Bedingungen aus Definition 24 erfiillt sind, betrachten wir die Vereinigung
MU abstractB(M, A) = (S,R!, P ET L).

Fiir die erste Bedingung verweisen wir auf den Beweis von Satz 2, da die Bedingung
sich im Vergleich zu Abstraktion A nicht verédndert hat.

Fiir die zweite Bedingung legen wir wieder genau wie im Beweis zu Satz 2 zunéchst
fiir jedes i € distr(P(s,-)), ein passendes i’ € distr(P(s',-)) fest (vgl. (8)):

Ia/(A/) _ ZUGA’ ﬂ(u) falls A’ (= _,fl
0 falls A’ € S

In Satz 2 wurde auch bereits gezeigt, dass i und i’ Verteilung sind. Insbesondere ist
zu beachten, dass wir in diesem Fall nicht den Umweg iiber die Raten gehen miissen,
da die probabilistische Simulation nur iber Wahrscheinlichkeiten und Exitraten de-
finiert wurde.

Wir ziehen nun wieder die Bedingung 2.2 vor. Fiir Zustinde s, s’ mit s < s', folgt
ihre Giiltigkeit direkt aus der Definition 26, da die Exitrate beziiglich s’ aus dem
Intervall [E'(s"), E*(s')] gewihlt werden kann:

EY(s') = minges E'(8) (Def. 26)
< Els)
< EY(s)
< maxgea E(3)
= EY(¢) (Def. 26)

Das heifit, dass die Exitratenintervalle von Makro-Zustdnden Obermengen der Exit-
ratenintervalle der zugehorigen urspriinglichen Zusténde sind. Bei jeder Wahl einer
Exitrate E € [E'(s), E%(s)] in der urspriinglichen Markov-Kette kann also in der
abstrakten Markov-Kette im Zustand s’ dieselbe Wahl getroffen werden.

Den ersten Teil der zweiten Bedingung kann man wieder wie im Beweis von Satz 2
zeigen. Da dort ebenfalls mit Wahrscheinlichkeiten gearbeitet wurde, sind keinerlei
Anpassungen notwendig.

Wir haben damit gezeigt, dass alle Bedingungen einer probabilistischen Simulation
nach Definition 24 auch fiir Abstraktion B erfiillt sind.

O
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Beispiel 17 (Stérken der Abstraktion B). Betrachten wir die Abstraktion B fiir
das Negativ-Beispiel von Abstraktion A, so stellen wir fest, dass das gewiinschte
Resultat erreicht wurde. Die Wahrscheinlichkeitsintervalle sind auf [%, %] und [%, %]
zusammengeschrumpft, wihrend die tibrigen Werte gleichgeblieben sind.

2,
2 2
13,3

Abbildung 23: Abstraktion B

Beispiel 18 (Schwachstellen der Abstraktion B). Leider miissen wir feststellen, dass
Abstraktion B keineswegs immer besser ist als Abstraktion A. Dazu betrachten wir
die zeitstetige Markov-Kette in Abbildung 24 oben.

Wir bilden die Abstraktionen A (links) und B (rechts) durch Zusammenfassen der
Zusténde so und s{, zu So:

Abbildung 24: Schéchen der Abstraktion B (rechts)

Zwar hat die Abstraktion A das groflere Exitratenintervall, bei den Ratenintervallen
schneidet jedoch Abstraktion B schlechter ab, da [0,%}] D [0,2]. In einer dritten
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und letzten Abstraktion wollen wir versuchen die Vorteile der Abstraktionen A und
B zu vereinigen.

3.4.3 Abstraktion C

Wir haben in zwei Beispielen gesehen, dass bei abstrakten Markov-Ketten trotz
aller Zusammenhénge die Raten, Wahrscheinlichkeiten und Exitraten getrennt von-
einander betrachtet werden sollten. Es wurde schon gesagt, dass wir in Abstraktion
C die Vorteile der beiden vorigen Abstraktionen vereinigen wollen. Es ist jedoch
besser davon zu sprechen, die Nachteile der beiden Abstraktionen zu eliminieren,
da das Ergebnis der Abstraktion abstractC (M, A) sich auch aus dem Schnitt?® der
Markov-Ketten abstractA(M, A) und abstractB(M, A) ergibt.

Definition 27 (Abstraktion C). Sei M = (S, R!, P!, B! L) eine abstrakte zeitste-
tige Markov-Kette. Eine Partitionierung A = {A;, ..., A,,} des Zustandsraumes von
M induziert eine Abstraktion abstractC(M, A) = (S, f{I, 151, E' L), mit S, R’ und
I wie in Abstraktion A und P’ und E7 wie in Abstraktion B.

Die Zustandsmenge S und die Beschriftungsfunktion L sind in allen drei Abstrak-
tionen gleich. Dies ist auch nicht verwunderlich, da es keinerlei Abhéngigkeiten zu
anderen Teilen der abstrakten Markov-Kette gibt.

Lemma 4 (Abstraktion C ist Schnitt aus Abstraktionen A und B). Sei M eine
zeitstetige Markov-Kette und My = abstractA(M,A), Mp = abstractB(M, A)
und M¢ = abstractC(M, A) abstrakte zeitstetige Markov-Ketten. Dann gilt Mo C
M4 und Mo € Mp und es existiert keine abstrakte zeitstetige Markov-Kette M p
mit Mp C My, Mp C Mp und Mo C Mp.

Wir schreiben dann auch Mg = M 4 N Mp.

Beweis. Seien Mx = (S,R%, P4, FL L) fir X € {A, B,C, D} abstrakte zeitste-
tige Markov-Ketten, wobei M 4 = abstractA(M, A), Mp = abstractB(M, A) und
M = abstractC(M, A) fiir eine zeitstetige Markov-Kette M = (S, R, P! ET L).

Da alle drei Abstraktionen dieselben Zustandsmengen und Beschriftungsfunktionen
erzeugen, miissen wir also nur noch zeigen, dass aus den Raten-, Wahrscheinlichkeits-
und Exitratenintervalle Mo C M4 und Mg C Mp folgt. Dazu betrachten wir die
drei Félle einzeln. In jedem der drei Teile werden wir iiber die Eigenschaften aus Ko-
rollar 1 argumentieren, dass es keine Rate, Wahrscheinlichkeit oder Exitrate geben
darf, die nicht zu einer CTMC vervollstandigt werden kann. Wire beispielsweise die
kleinste wihlbare Rate 7,,;, kleiner als das Produkt der dazu passenden kleinsten
Wahrscheinlichkeit p,,;, und der kleinsten Exitrate e, so wére es nicht moglich,
eine Wahrscheinlichhkeit p > py.:, und eine Exitrate e > e,,;, zu finden, sodass die
Gleichung 7., = p - € erfiillt wire.

#Tm Sinne von abstractC(M, A) C abstract A(M, A) und abstractC(M, A) C abstract B(M, A).
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e Da ein Scheduler bei der Wahl von Rl (s, A;) sonst keine Wahrscheinlichkeiten
und Exitraten wéahlen konnte, die zu einer korrekten CTMC fiihren, gilt:

R{(A;, Aj)

AVARAV]

Rl (A, 4;)

minge 4, Rl(s, Aj)

minge 4, (P!(s, A;) - El(s, A))) (Kor. 1.4)
(minge 4, P(s, Aj)) - (mingea, El(s))

(min{1, minge 1, P!(s, A;)}) - (mingea, E'(s)) (Kor. 2)
Pl(As, A7) - E(Ai)

Rip(A;, 4;)

In Abstraktion A ist die untere Intervallgrenze grofier, also werden die Raten

nach unten genauer abgeschétzt.

Ebenso gilt fiir RY(s, A;):

RE(Ai 4j) = RE(Ai 4))
= maxsea, R"(s, 4;)
< maxgeq, (P(s, Aj) - E%(s, 4j)) (Kor. 1.4)
< (maxseq; PU(s, 47)) - (maxseq, E*(s))
< (min{l,maxgeca, P“(s, A4;)}) - (maxgeq, £"(s)) (Kor. 2)
= Pp(Ai 4)) - EB(Ai)
= Rp(4i,45)

Zusammengenommen folgt also, dass RL = R C RL. Es lisst sich also

offensichtlich kein Rg finden mit Ré - RID - Rf4 - RIB.

e Wir unterscheiden nun zwischen den Fillen E'(s) =0 und E'(s) > 0. Im Fall
E(s) = 0 kann der Zustand s absorbierend sein, also miissen die Wahrschein-
lichkeiten P (4;, A;) fiir X € {A, B,C} jeweils gleich 0 sein.

Betrachten wir nun den zweiten Fall mit E'(s) > 0. Da ein Scheduler bei der

Wahl von P'(s, A;) sonst keine Raten und Exitraten wihlen kénnte, die zu
einer korrekten CTMC fiihren, gilt:
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P(Ai 4j)

PSB(AZ"AJ)
min{1, minge 4, Pl(Sa Aj)}
min{1, minseAi(Rl(S,Aj)/Eu(«S,Aj))} (Kor. 1.5)
min{1, (minse 4, R!(s, 4;))
/((minSGAi Rl(sv AJ))
(X apa, maxsea, R (s, Ag)))}
= min{l, RIA(AZ-,AJ')/(RZA(Ai,Aj)}
+2Ak7éAj RLA(AuAk))
= min{1, P%(Ai,Aj)}
= Pl(454)) (or. 2)

AVARIY]

Fiir P“(s, Aj) miissen wir zwischen den Fillen E"(s) = 0 und E"(s) > 0
unterscheiden. Im Fall E%(s) = 0 muss der Zustand s absorbierend sein, also
miissen auch die Wahrscheinlichkeiten P% (A4;, A;) fiir X € {A, B,C} jeweils

gleich 0 sein.

Den zweiten Fall kénnen wir dhnlich wie P'(s, A;) abhandeln:

P& (Ai, Aj)

Pip(Ai, Aj)
min{1, maxsca, P“(s, 4;)}
min{1, maXSEAi(R“(S,Aj)/El(s,Aj))} (Kor. 1.5)
min{1, (maxsca, R"(s, 4;))
/((maxse 4, R%(s, A;))
(X apen, mingea, R (s, Ax)))}
= min{l, R} (4;, 4;)/(R4(Ai, 4;)
+ 2444, Rl (Ai, A))}
= min{l, P%(4;,4,)}
= PY%(4;,4)) (Kor. 2)

IN A

Zusammengenommen folgt also, dass PL = PIB - P{4. Auch hier ldsst sich
kein P4 finden mit PL, ¢ PL, € PL, C PL,.

e Da ein Scheduler bei der Wahl von E'(s) sonst keine Raten und Wahrschein-
lichkeiten wéhlen konnte, die zu einer korrekten CTMC fiihren, gilt:

EL(A) =

VAR

Bp(A;)

minge 4, F'(s)

minge 4, R!(s, A)  (Kor. 1.2)
Rl (43, 4;)

By (4;)
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Ebenso gilt fiir E%(s):

Bp(Ai) = Ep(A)
= maxseq, B"(s)
< maxgeq, R*(s, A) (Kor. 1.2)
= Ri(4; 4))
= Ei(4)

Zusammengenommen folgt also, dass Eé = E]I3 C E,{x' Wie auch in den
anderen beiden Fillen, ldsst sich hier kein Ef) finden mit Eé C Ef) - Eé -
EL.

Damit ist die Behauptung bewiesen, die Abstraktion C ergebe einen Schnitt aus den
Ergebnissen der Abstraktionen A und B.

O

Der folgende Satz zur Simulation durch Makro-Zusténde nach Abstraktion C kénnte
zwar auch auf dhnliche Weise wie die Sdtze 2 und 3 gezeigt werden, wir werden dies
jedoch hier iiber einen kiirzeren Beweis zeigen, der die Tatsache ausnutzt, dass die
Abstraktion den Schnitt der beiden vorigen Abstraktionen liefert.

Satz 4 (Simulation durch Makro-Zustidnde nach Abstraktion C).
Sei M = (S, R, P! E! , L) eine abstrakte zeitstetige Markov-Kette, dann gilt fiir
die durch Partition A induzierte Abstraktion abstractC(M, A):

s€eA=s<Afiirallese Sund A € A.

Beweis. Sei M,,,q die Menge aller CTMCs, die von der urspriinglichen Markov-
Kette induziert werden. Sei auflerdem M pgiraer die Menge der CTMCs, die von
einer abstrakten Markov-Kette abstract(M, A) induziert werden. Fiir alle korrekten
Abstraktionen muss Moung © Mapstract Zelten.

Wir haben in Satz 2 und 3 bewiesen, dass Abstraktionen A und B korrekt sind, indem
wir gezeigt haben, dass in den abstrakten Markov-Ketten ein Scheduler beziiglich
der urspriinglichen Markov-Kette simuliert werden kann. Bilden wir den Schnitt
tiber die von Abstraktionen A und B induzierten CTMCs, so erhalten wir wiederum
eine korrekte Abstraktion, da Mgounda € MapstractC:

MabstractC = MabstractA N MabstractB
= (Msound U MabstractA) n (Msound U MabstractB)
- Msound U (MabstractA N MabstractB)
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Beispiel 19 (Abstraktion C). Wie erwartet erhalten wir fiir die beiden Beispiele zu
Abstraktionen A und B mit Abstraktion C feinere Markov-Ketten:

Abbildung 25: Abstraktion C

Beispiel 20 (Abstraktion bereinigter Markov-Ketten). Dass man bei der Anwen-
dung von Abstraktion C auf eine bereinigte Markov-Kette nicht zwingender maflen
wieder eine bereinigte Markov-Kette erhélt wollen wir uns am Beispiel der Abbildung
26 klar machen. Fasst man dort die Zustéinde s; und s} zu §; zusammen, so erhilt
man eine nicht bereinigte ACTMC mit einer zu hohen oberen Ratenintervallgrenze:

[0, 5]

0.1 s

Abbildung 26: Abstraktion bereinigter Markov-Ketten

3.5 Uniformisierte abstrakte zeitstetige Markov-Ketten

Im weiteren Verlauf werden wir noch das Erreichbarkeitsproblem fiir abstrakte zeit-
stetige Markov-Ketten untersuchen. Im Grundlagenkapitel wurde dazu fiir den Fall
der CTMCs die Technik der Uniformisierung eingefiithrt. Diese wollen wir abge-
wandelt spéter auch fiir ACTMCs verwenden, weswegen wir uns im Folgenden der
Frage widmen, wie uniforme abstrakte Markov-Ketten aus nicht-uniformen Markov-
Ketten erzeugt werden kénnen. Zunéchst benétigen wir jedoch noch die formale
Definition fiir uniforme abstrakte zeitstetige Markov-Ketten.
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Uniforme Markov-Ketten haben die spezielle Eigenschaft, dass die Exitrate fiir alle
Zusténde gleich ist. Diese Eigenschaft werden wir noch zur Behandlung des Erreich-
barkeitsproblems ausnutzen. Da verschiedene Wahlmoglichkeiten bestehen wiirden,
wenn wir bei den abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten nur gleiche Intervalle bei
den Exitraten fordern wiirden, definieren wir uniforme ACTMCs so, dass die Exitra-
tenintervalle Punktintervalle sein miissen, also die Form [e, e] haben.

Definition 28 (Uniforme abstrakte zeitstetige Markov-Kette). Eine abstrakte zeit-
stetige Markov-Kette M = (S, RI,PI,EI,L) heifit uniform, falls ein Eyy,;; € R>g
fiir alle s € S existiert, sodass gilt E'(s) = Eynip = E%(s).

Wir untersuchen nun, inwiefern sich die Abstraktion von uniformen Markov-Ketten
zur Abstraktion im Allgemeinen unterscheidet.

Beispiel 21 (Abstraktion uniformer Markov-Ketten). Betrachten wir wieder die
Markov-Kette aus Beispiel 18, diesmal jedoch uniformisieren wir sie zunichst nach
der iiblichen Methode fiir CTMCs mit Exitrate E,,;s = 5 (Abbildung 27 links).
Wie sich leicht nachpriifen 148t, erhédlt man fiir alle drei Abstraktionsmethoden, die
wir im letzten Abschnitt behandelt haben, die abstrakte zeitstetige Markov-Kette
rechts in der Abbildung.

Abbildung 27: Abstraktion uniformer Markov-Ketten

Dieses Beispiel lésst erahnen, dass sich bei der Abstraktion uniformer Markov-Ketten
durch die feste Exitrate, die Intervallgrenzen der Wahrscheinlichkeitsintervalle im-
mer als Division der Ratenintervallgrenzen mit der Exitrate ergeben. Dass dies
tatséchlich der Fall ist und sich daraus auch schlieflen ldsst, dass die drei Abstrak-
tionen immer dieselben Ergebnisse liefern, werden wir im folgenden Lemma zeigen.

Lemma 5 (Gleichheit der Abstraktionen bei uniformen Markov-Ketten). Sei M’
eine uniforme abstrakte zeitstetige Markov-Kette mit einer festen Exitrate fiir alle

Zustidnde und A eine Partitionierung des Zustandsraums. Dann gilt fiir die berei-
nigte uniforme CTMC M = cut(M’) = (S,R!, P!, E! L), dass:

abstract A(M, A) = abstractB(M, A) = abstractC(M, A).
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Beweis. Wir verlangen, dass die gegebenen Markov-Kette mit dem cut-Operator
von nicht wahlbaren Kombinationen befreit wurde. Auflerdem wissen wir, dass die
Exitrate E,,;; fiir alle Zustinde dieselbe ist.

Da durch cutr, und cutp, alle Raten r und Wahrscheinlichkeiten p eliminiert wur-
den, welche die Gleichung r = p- E,,,; ¢ nicht erfiillen, kénnen die oberen und unteren
Grenzen der Ratenintervalle und der Wahrscheinlichkeitsintervalle nur um den Fak-
tor Eyy;r verschieden sein:

P7(s,Aj) - Eynis = R7(s,A;) fur alle s € S, Aj € Aund v € {l,u}

Ansonsten gibe es eine Rate oder eine Wahrscheinlichkeit, die nicht zu einer zuléssi-
gen Markov-Kette vervollstéandigt werden kénnte. Damit kénnen wir nun zeigen,
dass die Raten-, Wahrscheinlichkeits- und Exitratenintervalle der drei Abstraktio-

nen immer iibereinstimmen:

e Fiir die Ratenintervalle gilt:

RL(A;, 4;) = RY(4;,A))
= mingea, Rl(s, 4))
minge 4, (P'(s, 4;) - Euniy)
(minse 4, p' (s, 45)) « Eunig
(min{1, mlnseA Pl(s, A; i)}) - Eunis  (Kor. 2)
= Pp(A;, A)) - Ep(A)
= Rip(4;,4))

R¢(Ai, Aj) = RY(AiA))
maxsea, R(s, A;)
maxge 4, (P (s, 4;) - Euniy)
(maxsea, P"(s, 45)) - Euniy
= (min{l, maxsca, P“(s,4;)}) - Eunis (Kor. 2)
= Pi(Ai 4j) - Ep(A)
= Ri(Ai 4))

= R, =R =R{,

e Fiir die Wahrscheinlichkeitsintervalle gilt:

i Aj) [ (RY(As, Ag) + 30 4, 2, RYU(Ai Ap))
B(Ai, A7) + 4,24, RE(Ai, Ar))

Pl(4;,4;) = RY
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PU(Ai, 4)) = RU4(ALA) [ (RY(ALA)) + 4,24, RU(As Ap))
= Rp(Ai, 4;) | (RB(Ai, Aj) + 304, 24, R (A4, Ap))
= Pp(Ai 45)
= P&(4i, 4j)

= P, =P =P(

e Fiir die Exitratenintervalle gilt:
ElY(Ai) = RY(Ai, S) = Rip(A;, 8) = Ep(A) = BG(As)
E3(Ai) = RY(A;, S) = Rp(A;, §) = E(Ai) = E¢(Ai)

= Bl = B} = Ef,

Die Zustandsmengen und Beschriftungsfunktionen sind im Allgemeinen fiir alle drei
Abstraktionen gleich, folglich liefern die drei Abstraktionen fiir bereinigte uniforme
ACTMC s die gleichen Resultate.

O

Widmen wir uns nun dem eigentlichen Grund fiir dieses Unterkapitel, ndmlich der
Frage nach der Uniformisierung beziiglich abstrakter zeitstetiger Markov-Ketten.

Beispiel 22 (Uniformisierung abstrakter zeitstetiger Markov-Ketten). Betrachten
wir die Markov-Kette aus Beispiel 15. In einem ersten Versuch fithren wir zunéchst
die Abstraktion C durch. Auf naive Weise fithren wir dann eine Uniformisierung
mit Exitrate Ey,;; = 6 durch, indem entsprechende self-loops hinzugefiigt wer-
den. Diese Herangehensweise scheitert jedoch daran, dass der self-loop nur noch ein
Wahrscheinlichkeitsintervall |0,0| erhalten kénnte, was aber im Wiederspruch zur
Gleichung r = p - e steht. Durch Ausfithrung des cut wiirde das Ratenintervall des
self-loop also sofort wieder auf [0, 0] reduziert werden, und damit komplett entfernt.

Durch das Hinzufiigen von neuen Ratenintervallen iiber die self-loops, werden die
Wahrscheinlichkeitsintervalle also offensichtlich ungiiltig. Wir erhalten jedoch ab-
gesehen davon eine uniforme abstrakte Markov-Kette, also eine ACTMC, dessen
sdmtlichen induzierten CTMCs uniform sind. Wie wir im Beweis zu Lemma 5 schon
gesehen haben, gilt fiir uniforme ACTMCs, dass sich die Intervallgrenzen der Wahr-
scheinlichkeiten als Division der Ratenintervallgrenzen durch die Exitrate ergeben.
Berechnen wir auf diese Weise die Wahrscheinlichkeitsintervalle neu, so erhalten wir
die uniforme abstrakte zeitstetige Markov-Kette in Abbildung 28 rechts.

Dies deckt sich hier mit einer zweiten Variante, zuerst die Uniformisierung der zeit-
stetigen Markov-Kette durchzufiithren und anschliefend erst die Abstraktion. Dafiir
miissen wir natiirlich von einer CTMC ausgehen. Die Uniformisierung der urspriing-
lichen Markov-Kette aus dem Beispiel mir Exitrate E,,;; = 6 ergibt die folgende
Markov-Kette in Abbildung 29.
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Abbildung 28: Uniformisierung von ACTMCs

3c | |
\@6 s

Abbildung 29: Uniformisierte CTMC

Bilden wir nun die Abstraktion nach Beispiel 15, so erhalten wir wieder dieselbe
uniforme abstrakte zeitstetige Markov-Kette wie bei der ersten Methode. Dass die
beiden Methoden sich aber dennoch unterscheiden, werden wir in einem weiteren
Beispiel sehen.

Beispiel 23 (Probleme bei der Uniformisierung von ACTMCs). Fiir das Beispiel 22
konnten wir zwar sehen, dass dort die Reihenfolge von Uniformisierung und Abstrak-
tion nicht von Bedeutung ist, im Allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall. Dazu
untersuchen wir die Markov-Kette oben links in Abbildung 30 beziiglich des Tran-
sient-Verhaltens bei Uniformisierung mit Exitrate E,,;; = 5 (oben rechts) etwas
genauer.

Zunichst bemerken wir, dass die gegebene abstrakte Markov-Kette eine unendli-
che Menge von Markov-Ketten M, induziert mit r € [1,2] (mitte links). Durch
Uniformisierung mit Exitrate E,,;; ergeben sich daraus jeweils Markov-Ketten wie
sie mittig rechts abgebildet sind. Eine anschliefende Abwicklung ergibt dann die
Darstellung unten in der Abbildung.

Soweit zu den uniformisierten induzierten Markov-Ketten. Betrachten wir nun die
induzierten CTMCs der uniformisierten abstrakten Markov-Kette oben rechts. Da
der Scheduler in jedem Schritt einen Ratenvektor wihlen kann, ergeben sich im
Allgemeinen die CTMCs aus Abbildung 31 mit r; € [1,2] fir i € N.

Beispielsweise durch die Wahl von r; = 1 fiir 0 <4 < 10 und r; = 2 fiir 7 > 10 erhilt
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[1,2] @ 3.4 E[L?]

C)——C)  sr()——)

Abbildung 30: Transient-Verhalten in uniformisierten induzierten Markov-Ketten

Abbildung 31: Transient-Verhalten in induzierten Markov-Ketten der UACTMCs
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man also eine Markov-Kette, fiir die es beziiglich des Transient-Verhaltens keine
Entsprechung in der Menge der uniformisierten induzierten Markov-Ketten gibt.

Uber die Poissonverteilung o(F - t,n) bestimmen wir, wie groB die Wahrscheinlich-
keit fiir n Transitionen in ¢ Zeiteinheiten bei einer gegebenen Exitrate F ist. Da
wir in unserem Beispiel in den ersten neun Transitionen eines Pfads auf jeden Fall
ein anderes Verhalten gegeben haben als auf den lingeren Pfaden, bei denen zu Be-
ginn zehn Mal oder ofter der self-loop gewihlt wurde, wollen wir exemplarisch fiir
die Zeitdauern %, 2 und 10 die Wahrscheinlichkeit fiir maximal neun Transitionen
bestimmen:

529, o(1,n) ~ 0.99999988857
9 0(10,n) ~ 045792071447
529 6(50, 1) & 0.00000000750

Bei Zeitdauer % tragen Pfade mit mehr als neun Transitionen nahezu gar nicht zum
Ergebnis bei. Damit ist das Verhalten &hnlich zur dem der uniformisierten induzier-
ten Markov-Kette M. Wie wir sehen konnen, wird das Verhalten der Markov-Kette
bei zunehmender Zeitdauer immer stiarker von langeren Pfaden und damit auch vom
hinteren Teil gepréigt. Dort ist die Wahrscheinlichkeit in den einzelnen Zustédnden
fiir einen Ubergang zum Zustand s; grofler als am Anfang. Daher entfernt sich das
Transient-Verhalten zunehmend von dem der Markov-Kette M;.

Um diesem Problem aus dem Weg zu gehen, werden wir uns bei der Uniformisierung
darauf beschrianken, diese auf CTMCs anzuwenden und die resultierenden uniformi-
sierten Markov-Ketten zu abstrahieren. Dazu ist noch zu zeigen, dass Abstraktionen
uniformer Markov-Ketten ebenfalls uniform sind.

Lemma 6. Sei M eine zeitstetige Markov-Kette und A eine Partitionierung des
Zustandsraums von M, dann ist die uniformisierte abstrakte zeitstetige Markov-
Kette abstractC(abstr(unif(M)), A) uniform?*.

Beweis. Gegeben sei M = (S, R, L) und die Partitionierung A. Damit erhalten
wir als uniformisierte zeitstetige Markov-Kette:

Fiir die Exitraten der uniformisierten Markov-Kette gilt per Definition von unif,
dass Eupif(s) = Runif(s,S) = Eyniy fiir alle s € S und ein passendes E,;5 € R>o.
Da unif als Ergebnis wieder eine konkrete zeitstetige Markov-Kette liefert, wandeln
wir diese mit abstr zu einer abstrakten zeitstetigen Markov-Kette um.

Bei der Abstraktion der ACTMC abstr(M ;) beziiglich der Partitionierung A wer-
den nun die Minima und Maxima der oberen und unteren Exitratenintervallgrenzen

%"Die Funktion abstr wurde in Abschnitt 3.1 so definiert, dass sie fiir eine gegebene zeitste-
tige Markov-Kette M diejenige abstrakte zeitstetige Markov-Kette liefert, die alleine die gegebene
CTMC M induziert.



78 3 ABSTRAKTION FUR ZEITSTETIGE MARKOV-KETTEN

von Zusténden jeder Partition bestimmt. Da alle Exitratenintervalle von M,,;s die
Form [Eum-f,Eum- f] haben, erhilt man fiir die Exitraten der abstrakten uniformi-
sierten Markov-Kette ebenfalls die Intervalle [Ey;f, Eyniy| fiir alle s € A. Damit ist
gezeigt, dass uniformisierte abstrakte zeitstetige Markov-Ketten uniform sind.

O

Da wir bei uniformisierten abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten (oder UACTMCs)
in jedem Zustand ein festes Exitratenintervall [E,,; 7> Euni f] haben, vereinfacht sich
auch der cut enorm. KErstens fillt natiirlich die Funktion cutg weg, da ein Punktin-
tervall nicht mehr verkleinert werden kann.

Zweitens sind die Werte in R! und P! durch E,,; 7 stark aneinander gekoppelt. Ge-
hen wir im Folgenden davon aus, dass die gegebene UACTMC bereits mit dem cut
bereinigt wurde. Bei der Wahl einer Rate r durch einen Scheduler wissen wir dann,
dass wegen der Kopplung iiber die feste Exitrate E,,;s, die entsprechende Wahr-
scheinlichkeit p festgelegt werden muss, als p = r/Eyy;s. Entsprechend bestimmt die
Wahl einer Wahrscheinlichkeit p die zugehorige Rate r durch r = p - Ey,;r. Bei der
Anpassung der iibrigen Raten- und Wahrscheinlichkeitsintervallen nach cut R und
cutpy darf nach derselben Argumentation nur einer der beiden cuts durchfiihren
gefiihrt werden, wenn man den anderen Wert entsprechend iiber das Verhiltnis
r =p - By, bestimmt.

Desweiteren kann die Funktion cutp, wegfallen, da sich die Wahrscheinlichkeiten
der aus abstr resultierenden ACTMC aus der Division der Raten durch die feste
Exitrate Eyy;r ergeben. Mit cutp, werden nur solche Wahrscheinlichkeiten entfernt,
fiir die keine passende Exitraten und Raten existieren, weswegen dieser Teil des cuts
tiberfliissig ist.

Was nun iibrig bleibt ist im Wesentlichen cutp,. Dies ist auch der Teil, der im Fall
von zeitdiskreten Markov-Ketten bendtigt wird. Die iibrigen Teile des cut fallen
entweder ganz weg oder konnen durch Neuberechnung der Raten beziehungsweise
Wabhrscheinlichkeiten iiber die Verbindung durch die Exitrate bestimmt werden. Das
Problem, dass die Uniformisierung von Markov-Ketten nicht fiir Nezt-Formeln ge-
eignet ist bleibt jedoch bestehen, sodass bei solchen Formeln der aufwindige cut auf
nicht-uniformen abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten weiterhin bené6tigt wird.

3.6 Zusammenhang zwischen CTMC- und DTMC-Abstraktion

Nun, da wir die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften abstrakter zeitste-
tiger Markov-Ketten eingefithrt haben, wollen wir diese mit denen von abstrakten
abstrakten zeitdiskreten Markov-Ketten nach [FLWO06] vergleichen. Dort werden
abstrakte DTMCs definiert als Mp = (S,P!, L) mit Zustandsmenge S, Wahr-
scheinlichkeitsintervallen P! sowie der Beschriftungsfunktion L. Die Abstraktion
M p = abstractpryc(Mp, A) = (5‘ ,f’l,f}) einer solchen abstrakten zeitdiskreten
Markov-Kette beziiglich einer Partitionierung A = {4, ..., A, } ist definiert durch:



3.6 ZUSAMMENHANG ZWISCHEN CTMC- uND DTMC-ABSTRAKTION 79

[ ]
[}

=A
. f’l(Ai,Aj) = min{1, minge 1, P'(s, 4;)}
o P“(4;,A;) = min{1, max,c, P%(s, A;)}

T falls L(s,a) =T fiir alle s € A;
o L(Aj,a)=1{ L falls L(s,a) = L fiir alle s € 4;

7 sonst

Es ist leicht zu sehen, dass diese mit der Definition von Abstraktion B nahezu iden-
tisch ist. Die Zustandsmenge, die Wahrscheinlichkeitsintervallgrenzen und die Be-
schriftungsfunktion der Abstraktion werden auf exakt dieselbe Weise bestimmt. Die
Raten- und Exitratenintervalle sind im zeitdiskreten Fall natiirlich nicht definiert.

Da es auch bei abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten ungiiltige Kombinationen von
Wahrscheinlichkeiten geben kann, wird auch dort ein cut verwendet. Dieser ent-
fernt alle Wahrscheinlichkeiten die nicht zu einer Verteilung vervollstindigt werden
konnen, was dem Anteil von cutp, am cut fiir den zeitstetigen Fall entspricht. Da
abstrakte zeitdiskrete Markov-Ketten keine Raten oder Exitraten benotigen, werden
weder die Teile cutr oder cutg bendtigt, noch cutp,, da kein abgleich mit Raten und
Exitraten wie im Fall von ACTMCs notwendig ist.

Nun betrachten wir die Eigenschaften von abstrakten Markov-Ketten, ohne die Ver-
weildauern in den Zustinden zu beriicksichtigen. Dazu bendtigen wir die Defini-
tion der eingebetteten abstrakten zeitstetigen Markov-Kette, die sich wesentlich von
der von eingebetteten zeitstetigen Markov-Ketten unterscheidet. Fiir CTMCs mus-
ste die Matrix der Wahrscheinlichkeitsintervallgrenzen iiber die Ratenintervallgren-
zen und die eindeutigen Exitraten berechnet werden. In ACTMCs dagegen ist die
Wahrscheinlichkeitsmatrix explizit gegeben. Damit in den eingebetteten abstrak-
ten Markov-Ketten keine Wahrscheinlichkeitsverteilungen enthalten sein kénnen, die
aufgrund der Raten- und Exitratenintervalle in den urspriinglichen ACTMCs nicht
wihlbar gewesen wiren, wird die eingebettete Markov-Kette einer ACTMC {iber die
bereinigten Wahrscheinlichkeitsintervalle definiert.

Definition 29 (Eingebettete abstrakte zeitdiskrete Markov-Kette). Fiir eine ab-
strakte zeitstetige Markov-Kette M heifit M, = (Semb,Pgmb, Lemp) die eingebet-
tete abstrakte zeitdiskrete Markov-Kette, falls fiir M’ = cut(M) = (S,R!, P! B! L)

gilt, dass Semp = S, PL P! und Ly = L.

emb —

Lemma 7 (Abstraktion eingebetteter Markov-Ketten). Seien Mg eine bereinigte
ACTMC und A eine Partitionierung iiber den Zustandsraum von Mg,. Die be-
reinigte Abstraktion der eingebetteten Markov-Kette M,y apsir,aer beziiglich A ist
dann gréber als die abstrakte zeitdiskrete Markov-Kette M psirc det,emp, der einge-
betteten Markov-Kette der beziiglich A abstrahierten und bereinigten Markov-Kette
M bstrc, el (siehe Abb. 32).
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abstr.
CTMC

cut

Mdel MabstrC’ MabstrC’,del

emb. emb.

abstr. cut
Memb W Memb,abstr - Memb,abstr,del ) MabstrC’,del,emb

Abbildung 32: Abstraktion eingebetteter Markov-Ketten

Beweis. Im Folgenden seien die Matrizen der Wahrscheinlichkeitsintervallgrenzen
der verschiedenen Markov-Ketten durch die Indizes der zugehorigen Markov-Kette
identifiziert. Beispielsweise bezeichnet Pgmb die Wahrscheinlichkeitsintervalle der
Markov-Kette M ,,p.

Wir konnen zunéchst feststellen, dass aufgrund der Definition einer eingebetteten
abstrakten Markov-Kette gilt, dass P! , = PI, und Pgmb,absthdel = PtjzbstrC,del
gilt. Da die Abstraktion beziiglich zeitdiskreter Markov-Ketten bis auf die fehlenden
Raten und Exitraten genau mit der fiir zeitstetige Markov-Ketten iibereinstimmt
und die gegebenen Matrizen PZ . und P!, genau gleich sind, gilt auBerdem auch
PtjzbstrC = Pémb,abstr'

Damit die Behauptung aufgeht, muss nun noch gezeigt werden, dass der cut auf der
ACTMC M psi-c mindestens die Werte der Wahrscheinlichkeitsintervalle entfernt

wie auch beziiglich der abstrakten DTMC M., absir-

Wie wir schon festgestellt haben beschrénkt sich der cut beziiglich abstrakter zeit-
diskreter Markov-Ketten auf cutp,. Die Iteration von cutp, beziiglich zeitdiskreter
Markov-Ketten ist konvergent (siche [FLWO06]). Wendet man zunéchst nur cutp, auf
die zeitstetige Markov-Kette M psirc an bis der Fixpunkt erreicht ist?®, so erhilt
man dieselben Wahrscheinlichkeitsintervalle wie in Mepp abstr.der- Die dadurch ent-
standene ACTMC ist im Allgemeinen noch nicht bereinigt, weswegen sie noch immer
mit dem cut zu behandeln ist. Da der cut eine monotone Funktion ist (siche Beweis
zu Satz 1), folgt damit P(Ilbstradel c Pl

emb,abstr,del

1 1
Wegen P PabstrC,del

emb,abstr,del —
gilt also auch P{zbstrC,del,emb - Pémb’absmdel und damit die Behauptung des Lemmas.

O

Es bleibt an dieser Stelle die interessante Frage offen, ob auch die umgekehrte In-
klusion gilt oder nicht.

Betrachten wir abschlieSfend noch die Simulationsrelation im zeitstetigen und zeit-
diskreten Fall. In [FLWO06] wird die folgende Definition fiir eine probabilistische
Simulationsrelation verwendet:

Definition 30 (Probabilistische Simulation fiir DTMCs). Sei M = (S,P’, L) eine
abstrakte zeitdiskrete Markov-Kette, dann heifit R C S x S probabilistische Simu-
lationsrelation, falls aus sRs’ folgt:

?Bei der Definition des cut wurde zwar die Reihenfolge der Teilfunktionen festgelegt, es wurde
aber dort schon angemerkt, dass es geniigt, wenn die Abfolge der Teilfunktionen fair ist.
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1. Fiir alle a € AP gilt (L(s',a) #?7) — (L(s,a) = L(s',a)).

2. Fiir alle Verteilungen g € distr(P(s,-)) existiert eine entsprechende Verteilung
i’ € distr(P(s',-)) und eine Gewichtung A : S x S +—— [0,1], sodass fiir alle
u,v € 8§ gilt:

2.1. A(u,v) > 0= uR'v,
2.2. A(u,S) = i(u),

Existiert eine solche Simulationsrelation R mit sRs’, so schreiben wir s <’ s'.

Diese Definition ist, abgesehen von den fehlenden Bedingungen fiir Exitraten, genau
dieselbe, die wir im zeitstetigen Fall verwenden. Das bedeutet also, dass Zusténde,
die beziiglich einer abstrakten CTMC in Simulationsrelation stehen, automatisch
auch in der eingebetteten abstrakten Makrov-Kette in Simulationsrelation stehen.

Lemma 8. Sei M = (S,R!, P!, E! L) eine bereinigte abstrakte zeitstetige Markov-
Kette und Mepmp = (Semp, Pémb, Lemp) die zugehorige eingebetteten Markov-Kette.
Dann gilt fiir Zustéinde s,s" € S:

s=<sin M= s="s"in Mg

Beweis. Aus der Definition der eingebetteten Markov-Kette folgt, dass Semnp = S,
Pgmb = P! sowie L.y, = L gelten muss. Da sich die beiden Simulationsrelatio-

nen R und R’ in den Punkten 1 und 2 nicht unterscheiden, folgt die Behauptung
unmittelbar:

Falls s < s’ gilt, so existiert eine Relation R nach Definition 24 mit sRs’. Beziiglich
dieser Relation gilt wegen 24.1 und 24.2 auch sRs’ nach der Definition 30. Damit
folgt dann, dass auch s <’ s’ gilt, womit die Behauptung des Lemmas gezeigt wire.

O

3.7 Wahrscheinlichkeitsraume

Im nachfolgenden Kapitel interessieren wir uns insbesondere fiir Wahrscheinlichkei-
ten von Pfadmengen. Um dies behandeln zu kénnen, miissen wir zunéchst festlegen,
wie der Wahrscheinlichkeitsraum aussieht und wie die Wahrscheinlichkeiten in die-
sem Raum gemessen werden sollen. Bei den Definitionen orientieren wir uns an
[BHHKO3] und [FLW06]. Im Gegensatz zu [BHHKO03] werden jedoch keine beliebi-
gen Zeitintervalle fiir die Verweildauer in einem bestimmten Zustand eines Pfades
zugelassen, da die Berechnung der maximierenden und minimierenden Raten sonst
zu schwierig wird. Betrachten wir zunéichst ein Beispiel dazu:
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Abbildung 33: Abstrakte zeitstetige Markov-Kette

Beispiel 24 (Wahrscheinlichkeitsmaf fiir Pfade mit beliebigen Intervallen). Wir
mochten in der folgenden abstrakten Markov-Kette die maximale Wahrscheinlich-
keit bestimmen, in frithestens % und spétestens 1 Zeiteinheiten von sg nach sy zu
gelangen.

Dies konnen wir berechnen mit der Formel:

P(s0,51) - max,cp g (e 07 — e 17) = 1 - max,cp o (707 —e717).

" — e~17 die Dichtefunktion einer Exponentialverteilung ist, gibt es fiir

_3.
Da e 10
r > 0 ein eindeutiges Maximum. Dieses Maximum konnen wir wie {iblich iiber die

Nullstelle der ersten Ableitung bzgl. r bestimmen:

—1r 3 3 .

e —5-e W =0
3
gdw. e b % ce 10"
—1-r S 3
gdw. e - €10 10
7
-
gdw. e’ = 55
gdw. ro o= lnf’—o (—%) ~ 1,72

Fiir beliebige Zeit-Intervalle ist die maximale Wahrscheinlichkeit also nicht zwangs-
laufig in einem Randwert des Ratenintervalls zu finden. Da wir uns im weiteren
Verlauf auf Scheduler beschrianken werden, die nur extreme Intervallgrenzen wihlen,
beschrénken wir uns auch bereits jetzt schon auf [0, ¢]-Intervalle. Dann erhalten wir
in diesem Beispiel die Formel:

P(s,s') - max e 9/(e” — €)= max,ep 9 (1 — e ")

Um das maximierende 7 fiir 1 — e~ ¢7

tr

zu finden, geniigt es natiirlich, das minimie-
rende r fiir =" zu bestimmen. Da e~!" bekanntermafien streng monoton fallend
beziiglich r € R>( ist, muss fiir 7 ein groftmoglicher Wert gewéhlt werden, also die
obere Schranke des Intervalls. Wir werden im Folgenden nur [0, ¢]-Intervalle zulas-
sen, sodass die maximalen und minimalen Wahrscheinlichkeiten einfacher bestimmt

werden konnen.

Sei T = {[0,t] | t € Rso}, dann bezeichnen wir beziiglich einer gegebenen zeit-
stetigen Markov-Kette M = (S, R/ , L) die Ereignismenge ) als die Menge aller
moglichen Pfadanfinge in M. Wie schon fiir CTMCs erhalten wir wieder als Er-
zeugnis aus der Menge aller Pfadanfiinge B;, einen Borel-Raum, iiber den wir Zugang
zu den Mafen von Zylindermengen, d.h. zu den Pfadwahrscheinlichkeiten erhalten.
Die Zylindermenge C'(sg, Iy, ..., Sk—1, [k—1, Sg) mit sg,...,sx € S und Iy, ....,I[x_1 € T
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repriisentiert alle Pfade o € Pfad(sg) mit o[i]| = s; fiir i € {0,...,k} und 6(o,i) € I;
firi € {0,....,k —1}.

In abstrakten Markov-Ketten sprechen wir von Pfadwahrscheinlichkeiten zunéchst
einmal nur im Zusammenhang mit den induzierten Markov-Ketten. Ein Scheduler
n € S(M) induziert eine Markov-Kette mit dem zugehérigen Wahrscheinlichkeits-
raum PS" = (Q, B, Pr"), sodass Pr" fiir einen Startzustand sp eindeutig bestimmt
ist durch:

PT”(C(S(),IQ, ...,Sk_l,Ik_l,Sk)) = (P(S(),Sl) . X(SQ,IQ)) Cat

(10)
(P(sk—1,58) - X(sk—1,Ix-1))

mit der Wahrscheinlichkeit X (s, I) = [; E(s)-e P tdt = (e~ B}l L _ o=Els)supl),

im Intervall I den Zustand s zu verlassen.

Betrachten wir nun Supremum und Infimum von messbaren Mengen in uniformi-
sierten ACTMCs, so stellen wir fest, dass es ausreicht nur die extremen Scheduler
zu untersuchen. Dies ist ein signifikanter Vorteil, da wir statt mit {iberabzdhlbar
vielen nur noch mit abzéhlbar vielen Schedulern arbeiten, denn in jedem Schritt
haben solche Scheduler nur endlich viele Wahlmoglichkeiten, sodass man nach Art
einer Breitensuche im Entscheidungsbaum der Scheduler eine Nummerierung ange-
ben kann.

Satz 5. Fiir eine uniforme abstrakte zeitstetige Markov-Kette M gilt fiir alle messba-
ren Mengen @) des induzierten Wahrscheinlichkeitsraums:

sup,ces(m) Pr(Q) = supyesay Pr(Q)
inf,cesm) Pr(Q) = inf s Pr(Q)

Beweis. Wir zeigen im Folgenden per struktureller Induktion, dass fiir beliebige
Zylindermengen extreme Scheduler zur Berechnung des Supremums ausreichen. Au-
Berdem zeigen wir, dass dies fiir die Vereinigungen von Zylindermengen und fiir die
Komplementbildung ebenfalls gilt.

Beginnen wir mit der Maximierung des Mafles fiir Zylindermengen beziiglich M als
Induktionsanfang. Dazu konstruieren wir n € S(M) als einen Scheduler mit

(0, - 8i) = (i, i, £i) € (rates(R(s;, ), distr(P (s, ), E(s:)),
der das maximale Ma$ fiir eine Zylindermenge C'(so, Iy, ..., Sx) liefert.

Die Gleichung (10) wird durch den Scheduler n maximiert, falls die einzelnen Fak-
toren (P(s;,8;+1) - X(si, ;) maximiert werden. In uniformen zeitstetigen Markov-
Ketten ist die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Intervalls I € Z den Zustand s zu
verlassen, bestimmt durch X(s,I) = [; E E@)tdt = (1 — e~ Punisswp ) und da-
mit unabhéngig von der Wahl des Schedulers. Es bleibt noch, fiir jedes Zustandspaar
si,8i41 der Zylindermenge die Ubergangswahrscheinlichkeit P(s;,s;41) = fii(si41)



84 3 ABSTRAKTION FUR ZEITSTETIGE MARKOV-KETTEN

zu maximieren. Die zugehoérige Rate ergibt sich dann eindeutig als p;(s;y1) =
fii(8i+1) - Eynis und ist nach Korollar 1.4 die maximale wéhlbare Rate.

Die iibrigen Wahrscheinlichkeiten und Raten zu Zustidnden s; # s;41 liefern keinen
Beitrag zum Wahrscheinlichkeitsmaf3 der gegebenen Zylindermenge und kénnten ei-
gentlich beliebig gewihlt werden. Um einen extremen Scheduler zu erhalten geben
wir jedoch vor, dass die iibrigen Raten bzw. Wahrscheinlichkeiten vom Scheduler 7
immer maximal gew#hlt werden. Wir wissen damit also, dass immer ein extremer
Scheduler konstruiert werden kann, der das Mafl von Basiszylindermengen maxi-
miert.

Nun folgt der Induktionsschluf}: Unser Wahrscheinlichkeitsraum wurde als ein, durch
die Menge aller Basiszylindermengen der Markov-Kette M erzeugter, Borel-Raum
definiert. Daher zeigen wir nun, wie sich maximierende extreme Scheduler fiir Ver-
einigung und Komplement von Zylindermengen finden lassen, fiir die wir bereits
maximierende extreme Scheduler kennen. Daraus folgt mit dem Induktionsanfang,
dass wir fiir alle Elemente des Borel-Raums einen maximierenden extremen Schedu-
ler konstruieren kénnen.

Betrachten wir nun die Vereinigung zweier Zylindermengen C/(sg, Iy, ..., s;) und
C(sg, 1y, ..., s7), wobei 0.B.d.A. k < [ gelte. Teilen wir das Problem in disjunkte
Vereinigung und nicht-disjunkte Vereinigung auf:

1. Die Mengen der Pfade, die von den beiden Zylindermengen reprisentiert wer-
den, sind genau dann nicht disjunkt, wenn s; = ¢, fiir alle i € {0,...,k}. Der
Grund dafiir ist, dass es in diesem Fall immer einen nicht-leeren Schnitt der

beiden Zylindermengen geben muss?:

C(s0,1os...rs6) N C(s(, I, ..., 8])

_ / / 1o / !
= C(sg,lo N Iy, s, 1N I, ..., sp, 1, Skt Ik+1’ e Sl)

AuBlerdem kann es keine nicht-disjunkten Zylindermengen geben mit s; # s/, fiir
eini € {0,...,k}, dagilt oli+1] = s; # s, = o'[i+1] fiir alle 0 € C(so, Lo, .., Sk)
und alle o’ € C(sq, Iy, ..., s]).

Ein Scheduler n kann in uniformen Markov-Ketten nur durch die Wahl von
Wahrscheinlichkeiten Einfluf} auf das Mafl ausiiben. Die Exitrate ist festge-
legt und damit die Geschwindigkeit fiir das Verlassen eines Zustandes, wie wir
schon frither beobachtet haben. Da die Zylindermenge C'(sj, Iy, ..., s;) lediglich
eine Teilmenge der Zylindermenge C'(sg, Io, ..., Si) darstellt, muss ein maximie-
render Scheduler fiir die kleinere Zylindermenge C/(sg, I}, ..., s;) in den ersten
k Entscheidungen auch das Maf fiir die groflere Zylindermenge maximieren.
Fiir die Vereinigung der Zylindermengen liefert der maximierende Scheduler

26 An dieser Stelle verwenden wir bereits die Beschrinkung auf Intervalle der Form [0,]. Gibe
es an dieser Stelle die Beschrdnkung noch nicht, so miisste ein weiterer Fall behandelt werden, in
dem die Zusténde s; und s fiir i € {0, ..., k} zwar gleich, die Zylindermengen aber wegen disjunkter
Zeitintervalle in einem Zustand aber dennoch disjunkt sind.
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der kleineren Zylindermenge also ebenfalls ein maximales Mafl. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist dieser ein extremer Scheduler.

2. Die Mengen der Pfade, die von zwei Zylindermengen repréasentiert werden sind
disjunkt, falls s; # s, fiir ein ¢ € {0,...,k}. Wir konnen fiir diesen Fall einen
extremen Scheduler konstruieren, der das maximale Maf} fiir die Vereinigung
liefert.

/
J
fiir alle j € {0,...,i — 1} gilt. Ein Scheduler, der das maximale Maf fiir

die Vereinigung bestimmt, muss die Summe iiber die beiden zu vereinigenden

Dazu betrachten wir den letzten gemeinsamen Zustand s;_1, fiir den s; = s

Anteile maximieren. Den anfinglichen Teil bis einschlieflich Zustand s; 1
konnen wir dabei auslassen, da ein maximierender Scheduler in C'(sg, Iy, ..., S )
ebenfalls maximierend ist fiir C(so, lo, ..., si—1) und fiir C(sy, I}, ..., s;_). Es
bleibt also Folgendes zu maximieren:

max (P(s;—1, ;) - X(s0,10) - .. - P(sp_1,5k) - X(sk—1,Ix—1))
+(P(si_y,8) - X(si, 1) - - P(sp_yy87) - X(s1_151)_1))

i—1> 5
= max (P(si—1, ;) - .. - P(sp—1,8)) + (P(si_1,87) - . - P(s]_1,5)))
=max (P(si—1,8;) - p+P(si_y, ) - p)

Die Faktoren p und p’ kénnen mit den nach Induktionsvoraussetzung gegebe-
nen maximierenden extremen Schedulern bestimmt werden.

Als erstes muss der zu konstruierende Scheduler in s;_; demnach die Wahr-
scheinlichkeit fi(s;) maximal wihlen, falls p > p’ und die Wahrscheinlichkeit
f(sh) sonst. Dadurch wird die Zylindermenge mit dem gréBeren Maf bei den
Ubergangswahrscheinlichkeiten bevorzugt. Nach der Ausfithrung des cut sollte
der Scheduler dann die jeweils andere Wahrscheinlichkeit maximal wéhlen, wo-
mit alle interessanten Pfadmengen abgedeckt wéren. Fiir die iibrigen Wahr-
scheinlichkeiten, die zu nicht relevanten Zylindermengen fiihren, lassen wir den
Scheduler aus den verbleibenden méoglichen Werten minimal moégliche Werte

wihlen.

Das Ergebnis ist ein Scheduler, der bis zum Zustand s; s und ab Zustand s;
bzw. s, immer dieselben Entscheidungen trifft wie die per Induktion gegebenen
extremen Scheduler. In Zustand s;_; wird wie oben beschrieben ebenfalls eine
extreme Wahrscheinlichkeitsverteilung und damit ein extremer Ratenvektor
gewahlt. Der resultierende Scheduler ist also wieder ein extremer Scheduler.

Die Maximierung des Mafles des Komplements einer Zylindermenge C' kénnen wir
leicht auf die Minimierung dessen Mafles zuriickfithren. Da der gesamte Wahrschein-
lichkeitsraum 2 das Maf§ Eins hat und C' Teilmenge von €2 ist, gilt:

Pri1(C¢) = Pr(Q\C) = Pr(Q2) — Pr(C) =1 — Pr(C).
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Daraus folgt:

SUDyces(M) Pri(C°) = SuanES(M)(l — Pr(C)) =1 —inf,ces ) Pr(C)

Dass auch inf,ces(s) Pr’(Q) = inf,cs(s) Pr'(Q) gilt, kann analog zu obigem Be-
weis gezeigt werden. Damit ist also auch die Maximierung des Komplements der
Zylindermenge mit extremen Schedulern méglich.

Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen und wir wissen, dass fiir Supremum
uns Infimum von Wahrscheinlichkeitsmafien die Betrachtung aller extremen Schedu-
ler statt der Betrachtung aller HD-Scheduler geniigt.

O
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4 Model Checking fiir abstrakte Markov-Ketten

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Model Checking fiir die in Kapitel 3 ein-
gefiihrten abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten. Die Continuous Stochastic Logic,
die auf der zweiwertigen Logik aufgebaut ist, ist nicht ausreichend um Eigenschaften
von ACTMCs iiberpriifen zu kénnen, die per Definition atomare Eigenschaften mit
dem Wahrheitswert unbestimmt enthalten kénnen. Wir miissen also zunéchst eine
dreiwertige Variante von CSL definieren.

Bevor wir uns anschlieend dem Model Checking fiir dreiwertiges CSL auf abstrakten
zeitstetigen Markov-Ketten zuwenden, werden wir noch das quantitative Erreichbar-
keitsproblem isoliert betrachten, wobei wir weitgehend dem Ansatz aus [BHKHO04]
folgen werden. Dabei werden wir voraussetzen, dass die gegebene Markov-Kette uni-
form ist. Anschlieffend beschéftigen wir uns mit der Frage, wie das Erreichbarkeits-
problem fiir die Verifikation von Spezifikationen verwendet werden kann und zeigen,
dass Spezifikationen, die fiir eine Abstraktion erfiillbar oder unerfiillbar sind, auch
in der zugehorigen urspriinglichen Markov-Kette erfiillbar bzw. unerfiillbar sein
miissen. Diese Beobachtung erlaubt uns dann, in der Abstraktion Eigenschaften
zu iiberpriifen und daraus Riickschliisse auf die gegebene Markov-Kette ziehen zu
konnen.

4.1 3-CSL (3-valued Continuous Stochastic Logic)

Die Menge der 3-CSL Formeln ist syntaktisch genau wie die der CSL Formeln in-
duktiv definiert. Bei der Semantik muss jedoch beriicksichtigt werden, dass die
Giiltigkeit einer Formel auch unbestimmt sein kann. Fiir den aussagenlogischen
Anteil haben wir schon in Kapitel 2.7 festgestellt, dass die Semantik wie im zwei-
wertigen Fall {iber Komplement und meet definiert werden kann. Die Semantik des
Next-Operators reduziert sich auf die Semantik von Nachfolgezustdnden, falls es
solche gibt, und muss ebenfalls nicht neu definiert werden. Die Definition des Until-
Operators muss nur geringfiigig erweitert werden. Wenn weder die Bedingung fiir
Giiltigkeit noch die fiir Ungiiltigkeit erfiillt werden kann, so muss das Ergebnis unbe-
stimmt sein. Wie der Wahrheitswert der Until-Formel fiir einen Pfad algorithmisch
bestimmt werden kann, wird spéter in Kapitel 4.3 erlautert werden.

Fiir den Operator Ppq, muss im Grunde eine @hnliche Modifikation durchgefiihrt
werden wie bei Until. In der Definition der CSL Semantik wurde der Fall der Un-
erfiillbarkeit jedoch nicht explizit festgelegt. Die Vorraussetzung fiir die Erfillbarkeit
von Py (1) war, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Pfade mit Eigenschaft ¢ beziiglich
des gegebenen Zustands den Wert p nicht unterschreitet. Damit diese Vorraus-
setzung mit Sicherheit verletzt ist, miisste die Wahrscheinlichkeit grofier sein als
1 — p, dass auf den Pfaden die Eigenschaft ¢ definitiv nicht gilt (siehe Tabelle 5).
Dann bleibt fiir die Wahrscheinlichkeit von erfiillbaren und unbestimmten Pfaden
beziiglich 1 nur noch weniger als Wahrscheinlichkeit p tibrig.
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A FD>1l—p
- <dp ——
— <dp —
T ? 1L
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P Bp —
v - <1 —p A

Abbildung 34: Zusammenhang dreiwertiger Wahrscheinlichkeiten

Wir verwenden als Abkiirzungen fiir obere und untere Schranken fiir Wahrschein-
lichkeitsmaflen beziiglich einer Pfadmenge M im Folgenden:

Pri(M) = inf,cesp) Pr(M)
Pr(M) = sup,cgsn Pr(M)

Fiir einen Zustand s, eine Pfadformel ¥ und o € B? schreiben wir als Abkiirzungen:

Prl(s,¥,a) = Pri({c € Pfad, | [0, ¥] = a})
Pri(s,¥,«a) = Pr*({o € Pfad, | [o,¥] = a})

Fiir P, (1)) ergibt sich die Semantik fast analog. Um nicht obere Grenze von Wahr-
scheinlichkeiten Pr* verwenden zu miissen, schreiben wir die Bedingung ein wenig
um, sodass iiber Pr! argumentiert werden kann. Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir
die Erfiillbarkeit von 1 hochstens den Wert p haben soll, so ist dies gesichert, falls
die Wahrscheinlichkeit, dass v sicher verletzt wird, mindestens 1 — p betrégt. Ent-
sprechend ist P« (1)) definitiv nicht erfiillbar, wenn die minimale Wahrscheinlichkeit,
dass 9 erfiillt ist, mindestens p betrigt (siche Abb. 34). Die in Tabelle 5 verwendete
Menge Sat(¢) = {s | [s,%] = T} bezeichnet die Menge aller Zustéinde, in denen eine
Zustandsformel v erfiillt ist. Die Menge der Zusténde, in denen eine Zustandsformel
¥ nicht erfiillen kann, bezeichnen wir mit Fls(¢) = {s | [s,v] = L}.

Nun ist es uns moglich zu abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten Spezifikationen an-
zugeben. Da sich diese kaum vom denen in CSL unterscheiden, verzichten wir darauf
dies an einem Beispiel zu demonstrieren. Interessanter wird die Frage nach einem
Model Checking Verfahren fiir 3-CSL, was wir in Kapitel 4.3 behandeln werden.

4.2 Quantitative, zeitabhingige Erreichbarkeit

Betrachten wir nun das quantitative, zeitabhéngige Erreichbarkeitsproblem fiir ab-
strakte zeitstetige Markov-Ketten, also die Frage nach der grofiten bzw. kleinsten
Wahrscheinlichkeit, von einem Startzustand s aus in héchstens ¢ Zeiteinheiten einen
Zustand der Zielmenge B zu erreichen. Fiir abstrakte zeitstetige Markov-Ketten
kann es je nach Scheduler verschiedene Wahrscheinlichkeiten fiir die Erreichbarkeit
einer Zielmenge geben.
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T falls 3t el:([oQt ] =T
AVt el0,t): [cQt ] =T)

[o,ntdap] = 1 fallsVitel: ([oQt ] =1
v 3t el0,t): [eQt ] = 1)
?  sonst
T falls Pri{o € Pfad | [o,¥] =T} >p
[s, Pop(¥)] = 1L falls Pri{o € Pfad | [o,¥] = L} >1—p
?  sonst
T falls 1 —p< Pri{o € Pfad™ | [0, 9] = L}
[s,P<p(¥)] = 1L falls  p<Pri{o € Pfad | [o,9] = T}
?  sonst
mit ¢, 1, ¢ € SM; W e PMip € [0,1],1 € T;
< falls < =<
de{<,<ha=
< falls < =<
> falls > = >
>e{<,<hp=
> falls> = >

fiir eine gegebene abstrakte zeitstetige Markov-Kette M

Tabelle 5: 3-CSL Semantik
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Da wir im weiteren Verlauf immer minimale Wahrscheinlichkeiten verwenden wer-
den, behandeln wir im Folgenden nur diesen Fall. Der Fall mit maximalen Wahr-
scheinlichkeiten kann auf dhnliche Weise behandelt werden. Wir interessieren uns
also nun fiir die Wahrscheinlichkeit, die gerade so klein ist, dass sie von keinem
Scheduler mehr unterboten werden kann, also die grofite Wahrscheinlichkeit, die un-
abhdngig vom Scheduler die Eigenschaft erfiillt, mindestens so klein zu sein, wie die
Wahrscheinlichkeit, einen Zustand in B innerhalb von ¢ Zeiteinheiten zu erreichen:

inf,csmy Pri(Reach<(s, B))

Hierbei sei Reach<i(s, B) = {0 € Pfad"' | 0@t € B fiir ein t' € [0,t]} die Menge
aller Pfade einer Markov-Kette M die von s aus in maximal ¢ Zeiteinheiten einen
Zustand aus B erreichen. Mit Pr" bezeichnen wir das Wahrscheinlichkeitsmaf fiir
eine Pfadmenge in der durch Scheduler 7 induzierten zeitstetigen Markov-Kette.

Wie wir aus dem Grundlagenkapitel wissen, sind uniforme CTMCs fiir die Betrach-
tung der Transient Eigenschaften geeignet. Dass uniforme ACTMCs ausschlief3lich
uniforme CTMCs induzieren, kénnen wir im Folgenden fiir die Transient Analyse
ausnutzen. Wir gehen im folgenden also von uniformen ACTMCs aus, wobei wir
mit E,,;; immer die uniforme Exitrate bezeichnen werden.

Wir betrachten nun also Pfade, die in einen Zustand aus der Menge B fithren. Um
die Berechnung zu vereinfachen, fithren wir eine Transformation fiir Markov-Ketten
ein, durch die die Wahrscheinlichkeiten dieser Pfade nicht verindert werden. Die
Transformation ist relativ simpel und besteht darin, fiir alle sp € B die ausgehenden
Kanten zu entfernen, und sie stattdessen mit self-loops mit Wahrscheinlichkeiten
Eins auszustatten. Dadurch miissen wir nicht mehr alle Positionen eines Pfads nach
Zusténden in B absuchen, sondern es geniigt die jeweils letzten Zustéinde der Pfade
zu betrachten, da durch die Transformation sichergestellt wurde, dass nach Erreichen

eines Zustandes aus B kein anderer Zustand mehr folgen kann?7.

Stellen wir nun eine Gleichung auf, fiir die Wahrscheinlichkeit einen Zustand aus B
zu erreichen. Dazu betrachten wir die induzierten Markov-Ketten. Fiir uniforme
CTMCs wissen wir, dass der Vektor m(a,t) = a-> " @(Eynif - t,n) - P" die Wahr-
scheinlichkeiten liefert, von einer Startverteilung « in genau t Zeiteinheiten in die
verschiedenen Zustinde in S zu gelangen. Statt der Wahrscheinlichkeitsmatrix P
haben wir bei der beziiglich B transformierten und durch einen Scheduler 7 induzier-
ten Markov-Kette die Matrix P, p. Da uns nur diejenigen Pfade interessieren, die
in Zusténden aus B enden, fiigen wir noch den Vektor i3 hinzu, der fiir Zusténde
aus B den Wert Eins hat und ansonsten Null. Pfade, die in einem Zustand aus
S\ B enden, werden sozusagen durch eine Multiplikation mit Null aus dem Ergebnis
entfernt.

Da die konkrete zeitstetige Markov-Kette, die durch den Scheduler 7 induziert wird,
in der Regel einen unendlichen Zustandsraum S* und damit eine unendlich grofie

?"Tn einem solchen Zustand ist die Eigenschaft atp A (A X true) erfiillt. Vergleiche dazu Punkt
4.2 in [EL8T7]
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Wahrscheinlichkeitsmatrix P hat, erhalten wir zunéchst einen unendlichen Vektor
von Wahrscheinlichkeiten, von einem gegebenen Zustand o € ST der induzierten
Markov-Kette aus in einen B-Zustand zu gelangen:

(Pri(Reach<i(s, B)))ges+ = Yonzo ¢(Bunif - t,n) - P p - i

mit i3 = (ip(0))ses+ und ig(o) =

1 fallso e (S*-B)
0 sonst

P,(0,0’") falls o & (S*- B)
sowie P, g(o,0') = ¢ 1 falls o € (S* - B) und o’[|0’|] = of|o]]
0 sonst

Da wir von einer festen uniformen Exitrate E,,;; ausgehen, ergibt sich die transfor-
mierte Ratenmatrix wie folgt:

R, (0,0") fallso & (S*-B)
Ry 5(0,0") = Eunis falls o € (S* - B) und o’'[|0’|] = o]|o]]

0 sonst

Fir die induzierte uniforme CTMC konnen wir die Wahrscheinlichkeiten des Er-
reichbarkeitsproblems wie iiblich berechnen, indem wir aus dem Vektor den Wert
fiir unseren Startzustand s auswéhlen?8:

Prn(ReaChSt(Sa B)) = (Zzo:o @(Eum'f : t>n) : PZ,B : iB) (3)

Da wir die unendliche Summen im Allgemeinen nicht numerisch berechnen kénnen,
beschrénken wir uns hier wie schon bei den CTMCs in Kapitel 2.4 auf die Approxi-
mation durch:

Pr}(Reach<i(s, B)) = (Xh_o#(Bunis - t,n) - Pl i) (5)

Der Parameter k ldsst sich unabhéngig von Zustand und Scheduler abschétzen, so-
dass eine gewiinschte Genauigkeit € € (0, 1) eingehalten werden kann: Da wir wissen,
dass alle Eintrage der Wahrscheinlichkeitsmatrix und die Werte des Vektors ip im
Intervall [0,1] liegen folgt, dass sich als Ergebnis der Matrixmultiplikation P} 5 -ip
wieder ein Vektor mit Werten aus [0, 1] ergibt. Diesen Vektor schétzen wir durch
den Eins-Vektor ig nach oben ab:

(Z?zo:kﬂ ‘P(Eumf “t,n) - PZ,B : Z‘B) (s) < (ZZO:M ‘P(Eum'f “t,n) - Z'S) (s)
Zzozk-i-l QD(Eum'f - t, n)
< ¢

Wir wissen, dass fiir die Poisson-Verteilung Y °  ¢(A,n) = 1 gilt. Da auBerdem
©(A\,n) > 0 fiir alle n € N gilt, ist f(\ k) = Zﬁzoi/)(/\,n) eine streng monoton

ZFiir eine Startverteilung @ erhilt man die Wahrscheinlichkeiten, indem man fiir die Startver-
teilung und die unendliche Summe eine Matrixmultiplikation durchfiihrt. Der Einfachheit halber
beschrénken wir uns hier auf einen Startzustand s.
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steigende Funktion {iber N. Um ein zu ¢ passendes k zu berechnen, miissen wir
lediglich ein k& mit f(\, k) > 1 — ¢ bestimmen, denn:

S pen) = (Tooe(An) = (Xh_g @A n))
= 1—f()\,k:)

g

gdw. 1 —¢ < f(\k)

IA

Dies kann effizient implementiert werden, indem man die Poisson-Verteilung durch
e(An) = p(A\n—1)- % fiir alle n > 0 und ¢(\,0) = e~ rekursiv berechnet.
Summiert man parallel zur Berechnung von ¢(\, k) die Zwischenergebnisse (A, n)
fiir n = 0, ..., k auf, so erhélt man in jeder Rekursionsstufe den entsprechenden Wert
fn).

Die Approximation iiber eine feste maximale Pfadldnge ist auch aus einem weite-
ren Grund vorteilhaft. Fiir unendliche Pfade ist die Menge der extremen Scheduler
wie schon frither erwéhnt wurde abzdhlbar. Fiir abzdhlbar unendliche Mengen ist
die Existenz eines Maximums oder eines Minimums jedoch nicht zwingend gegeben,
weswegen wir etwa in Abschnitt 3.7 von Supremum und Infimum sprechen mus-
sten. Durch die Beschriankung der maximalen Pfadlinge auf k wird es nun unndotig
Scheduler zu unterscheiden, die in den ersten k& Schritten dieselben Entscheidungen
treffen. Es gentigt also fiir eine Menge solcher Schedulern lediglich einen Représen-
tanten zu betrachten. Die Menge der benottigten extremen Scheduler beziiglich der
maximalen Pfadléinge k, die wir im Folgenden mit £S5 bezeichnen wollen, ist dann
nur noch endlich. Dann kénnen wir auch statt von Supremum und Infimum wieder
von Maximum und Minimum sprechen.

Bevor wir zum Algorithmus zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten fiir das quanti-
tative Erreichbarkeitsproblem kommen, wollen wir zunéchst noch einmal ein Beispiel
betrachten. Dieses Beispiel werden wir anschlieffend zu einer ACTMC abéndern und

untersuchen, wie wir darin die Berechnungen verniinftigerweise durchfithren kénnen.

Beispiel 25 (Erreichbarkeit bei CTMCs). Sei die uniforme zeitstetige Markov-Kette
M mit E,,;;y = 1 wie in Abbildung 35 gegeben, sq der Startzustand und B =
{sp}. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die gepunkteten Pfeile niemals in den
Zustand sp fithren kénnen. Die dadurch angedeuteten Pfade konnen wir damit bei
der Betrachtung des Erreichbarkeitsproblems aufien vor lassen.

Im diesem Beispiel bezeichnen wir mit ¢/ die Wahrscheinlichkeit fiir einen Pfad der
Lénge i der bisher in s endet, noch mit maximal 3 — ¢ Schritten von Zustand s aus
in den Zustand sp zu gelangen. Pp bezeichet die Wahrscheinlichkeitsmatrix der
beziiglich B transformierten Markov-Kette. Die Werte lassen sich rekursiv berech-
nen durch:

s Pp-q; falls s € S\B
41 =
1 O(Bunif -t,i— 1)+ ¢ fallsse B
und ¢j =0 fiir alle s € S

fiir i € {1,2,3}
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Abbildung 35: Erreichbarkeitsanalyse bei CTMCs

Wir benutzen wegen der besseren Lesbarkeit nun die folgende Abkiirzungen:

k . j
oh =30 @(Bunig - t,) und @; = ¢’

g = ( q;°, ' 4 4t @7 )
a3 = ( 0, 0, 0, 0, 3, ...
3= ( 0, 0, 1-p3, 3-93, @5, ..)
¢ = ( 393 1 1-ps, 163, 5-93, o, )
=0 3-2-p3+%- 2193, 1-1-93, L9, -9}, @ .)

In diesem Beispiel wiirde sich das Ergebnis bei der Betrachtung weiterer Schritte
nur noch um den Faktor gpfj verdndern. Umso grofler die betrachtete Zeitspanne
ist, umso grofler wird die Wahrscheinlichkeit, dass die lingeren Pfade signifikante
Beitrige zum Ergebnis liefern. Die kumulierten Poisson-Wahrscheinlichkeiten liefern
wie zuvor beschrieben ein Abbruchkriterium, das von der gewiinschten Genauigkeit
abhéngig ist.

Beispiel 26 (Erreichbarkeit bei ACTMCs). Andern wir das Beispiel wie folgt zu
einer abstrakten Markov-Kette mit Exitraten [1,1] in allen Zustinden ab?®:

Hier betrachten wir also eine abstrakte uniforme Markov-Kette, in der ein Scheduler
ausschliellich in sq eine echte Wahl treffen kann. Um einen Scheduler n zu finden, der
die Wahrscheinlichkeit minimiert, von den Zustéinden s € S\ B aus sp zu erreichen,
miissen wir jeweils bei der Berechnung von ¢;_; die Gleichung Y, ¢ Py B(s, ') 'qf,
minimieren. In diesem Beispiel ergeben sich damit neue Werte fiir ¢;° und ¢;°. Da
T =qP >l =1 1-p3und 393 = ¢ > ¢ = 0, werden ¢° und ¢}°

Der Ubersichtlichkeit halber wurden die Punktintervalle nicht ausgeschrieben. Korrekterweise
miissten alle Kanten mit Intervallen beschriftet werden. Ebenso fehlt die Beschriftung mit Wahr-
scheinlichkeitsintervallen. Da die Exitrate mit Ey,n;y = 1 gegeben ist, stimmen jedoch die Wahr-
scheinlichkeiten mit den Raten iiberein.
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Abbildung 36: Erreichbarkeitsanalyse bei ACTMCs

minimiert, wenn mit moglichst grofler Wahrscheinlichkeit der Pfad iiber s; und s
gewahlt wird:

Q1:( %'%'@37 %'1'(1037 1(10%7 %@%7 (10%7 )
=00 3-3-¢3+3 1193, §-1-03, 1-9%, 1.9} 3 .)

Wie das Beispiel nahelegt werden wir nun einen Algorithmus entwickeln, der auf
einer Riickwértsanalyse basiert und in jedem Iterationsschritt die Wahrscheinlichkeit
minimiert, in einem Schritt in einen Zustand zu gelangen, von dem aus mit moglichst
hoher Wahrscheinlichkeit ein Zustand in der Zielmenge erreicht werden kann. Durch
die Rickwirtsanalyse sind letztere Wahrscheinlichkeiten immer bekannt.

Grundsétzlich suchen wir nach einem HD-Scheduler, der die Wahrscheinlichkeit mi-
nimiert, in héchstens £ € N Schritten einen Zustand in B zu erreichen. Wie wir in
Satz 5 gesehen haben, ist dafiir die Menge der extremen Scheduler ebensogut geeig-
net, wie die Menge aller HD-Scheduler. Da Scheduler zu einer gegebenen Markov-
Kette M in jedem Schritt andere Werte aus den Intervallen wéihlen kénnen, wollen
wir eine Bezeichnung fiir die im i-ten Schritt gewéhlte Wahrscheinlichkeitsmatrix
eines minimalen Schedulers einfiihren.

Definition 31 (Wahrscheinlichkeitsmatrizen eines minimalen Schedulers).

Sei M = (S, R, P! E! , L) eine zeitstetige abstrakte Markov-Kette und k£ € N
die maximale betrachtete Pfadlinge. Dann ist PP die im i-ten Schritt von einem
minimierenden Scheduler np € £S;(M) gewihlte Wahrscheinlichkeitsmatrix, wobei
np die Wahrscheinlichkeit minimiert, in maximal k Schritten eine Zielmenge B C S
zu erreichen.

Wenn aus dem Kontext hervorgeht, welche Menge die Zielmenge darstellt, so schrei-
ben wir statt PP auch einfach P;.

Damit kénnen wir nun eine formale Definition von ¢; beziiglich einer maximalen

Pfadlange k geben, wobei Pfade der Linge 0 aufgrund der fehlenden Transition
gesondert behandelt werden:
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G = o-iB+q

G = S _(on-Pi-. Py, -ip)
i Piig+Pi- Y b (pn Pire Pyip)
= @i Piip+Pi-qin
fiir i € {1,...,k} und gx1(s) = 0 fiir alle s € S.

Der erste Summand in der Definition von ¢; entspricht dabei der Wahrscheinlichkeit
fiir einen Pfad der Lénge ¢ — 1 im néchsten Schritt und innerhalb von t Zeiteinheiten
in einen Zustand sp € B zu gelangen. Der zweite Summand driickt die Wahr-
scheinlichkeit aus, von den moglichen Nachfolgezustéinden aus einen B-Zustand zu
erreichen. In ¢o(s) kénnen wir dann die Wahrscheinlichkeit ablesen, von s aus in
maximal ¢ Zeiteinheiten einen Zustand aus B zu erreichen. Da bei der Berechnung
von einer maximalen Pfadliange k ausgegangen wird, wird auf diese Weise der Wert
jedoch nur approximiert.

Die Frage die sich nun stellt ist die, wie wir an die Matrizen P; gelangen kénnen.
Dazu untersuchen wir den Vektor g; etwas genauer beziiglich der einzelnen Kompo-

nenten:
ai(s) = (pi-Pi-ip+Pi-qir1)(s)
= (pi- (Pi-ig)(s) + (Pi-qiy1)(s))
= (pi-(Pi(s,-)-ip) + (Pi(s,") - qir1))
min,ces, (M) (0i - Poa(s,+) i + Py p(s,:) - git1) (Def. 31)

= mingees, (m)(Xyes i Pnp(s,s') -ip(s)
+2 ves Pun(s, ) - i1 ()

= mingees, (m) (Dyes(i - Prp(s,s') ip(s)
+Py5(s,5") - gi+1(5")))

= mingegs, (M) (Does Prs(s,8) - (vi-ip(s) + giv1(s))

=p(s’)

= minneggk(M)(Pn,B(37’)'p))

Der Vektor p ist zum Zeitpunkt der Berechnung bekannt und enthélt die Wahr-
scheinlichkeiten, von den einzelnen Zustédnden aus in einen B-Zustand zu gelan-
gen. Geht man davon aus, dass die in p verwendeten Wahrscheinlichkeiten durch
einen minimalen Scheduler gewahlt wurden, so ist es nun fiir jeden Zustand s € S
moglich, einen minimalen Scheduler fiir P, g(s,-) - p zu berechnen. Dazu teilt man
den Nachfolgezustinden s’ € S mit den grofiten Werten p(s’) die kleinstmoglichen
Wahrscheinlichkeiten zu. Wiirde man eine Wahrscheinlichkeit von § > 0 dem Nach-
folgezustand s’ € S zuordnen, obwohl die untere Intervallgrenze des Zustands s’
damit {iberschritten wiirde, so wiirde man die Wahrscheinlichkeit einen Zustand aus
der Menge B zu erreichen stéirker vergrofiern, als wenn die Wahrscheinlichkeit ei-
nem anderen Nachfolger s” € S mit p(s”) > p(s') zugeordnet wiirde®’. Damit sind

30Es ist hierbei zu beachten, dass die Verwendung von Schedulern beziiglich abstrakten zeitsteti-



96 4 MODEL CHECKING FUR ABSTRAKTE MARKOV-KETTEN

wir also nicht mehr auf einen brute-force Ansatz angewiesen, sondern kénnen einen
minimierenden Scheduler direkt berechnen.

Wir wollen nun ein Ergebnis festhalten, welches im Grunde klar sein sollte wegen
der Tatsache, dass wir eine Riickwirtsanalyse verwenden. Dabei handelt es sich
um die Feststellung, dass man einen Scheduler der minimierend ist fiir Pfade mit
maximaler Lénge k£ + 1 aus einem Scheduler konstruieren kann, der minimierend
ist fiir Pfade mit maximaler Linge k. Wir werden dieses Ergebnis im Beweis zum
Hauptsatz dieses Kapitels noch benéGtigen, weswegen wir es in folgendem Lemma
festhalten.

Lemma 9 (Rekursive Bestimmung minimierender Scheduler).

Sei M = (S,R!,P! E! L) ecine abstrakte zeitstetige Markov-Kette und die Sche-
duler 7 € ES1(M) fiir k € N seien solche, die die Wahrscheinlichkeit minimieren,
die Menge B C S mit maximaler Pfadldnge k zu erreichen. Die im i-ten Schritt von
einem Scheduler 77% gewahlte Wahrscheinlichkeitsmatrix sei P; und die fiir einen
Scheduler 7]?1 sei P,. Dann gilt aufgrund der rekursiven Definition, dass es fiir k

und k + 1 minimierende Scheduler 77% und 77?1 gibt, sodass gilt:

P, =P firalleie {1,.. k}

Beweis. Wir fiihren den Beweis per Induktion iiber k. Fiir den Induktionsanfang
k = 0 gibt es keine zu erfiillende Bedingung, da kein i € {} existiert.

Fiir den Induktionsschritt & — k41 betrachten wir nun ¢ und ¢, die per Definition

gegeben sind als:

@ = woinp+>iti(pn Pl Py -ip)

= o ip+e1-PLip+ P (o, Py Pl ip)
= o ip+P (o1 ip+ Y (@p Py Pl i)

= o ip+Pl-(p1-ip+e2-Phoip+ ...+ @p1 - Py Pl -ip))

=a
G0 = @o-in+t>m_i(on Pro.-Pyeip)
= wo-ip+e1-Prip+..+¢p-P1-...-Py-ip)

Der Summand ¢q - ¢p ist unabhingig vom Scheduler und kann daher hier ver-
nachlissigt werden. Ein minimierender Scheduler muss das Matrixprodukt P} - a
minimieren. Wir haben bereits gesehen, wie dieses Matrixprodukt minimiert wer-
den kann, sofern a bekannt ist und von einem minimierenden Scheduler bestimmt
wurde. Vergleicht man ¢g mit a so fillt sofort ins Auge, dass beide Terme abgese-
hen von den um 1 verschobenen Indizes der Matrizen P; mit ¢ € {1,...,k} und P}
mit ¢ € {2,...,k + 1} genau gleich sind. Da wir als Induktionsvoraussetzung von g
verlangen, dass es durch einen minimierenden Scheduler bestimmt wurde, kénnen
wir jeweils P; | durch P; ersetzen. Die Wahrscheinlichkeitsmatrix P} muss dann
nur noch so bestimmt werden, dass das Matrixproduktes P - @ minimal ist.

gen Markov-Kette immer auch die Anwendung des cut impliziert.
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Damit wissen wir also, wie ein minimierender Scheduler fiir maximale Pfadldnge
k + 1 angegeben werden kann, der in den letzten k Schritten gleich ist zu einem
minimalen Scheduler fiir maximale Pfadldnge k. Die Behauptung des Lemmas ist
also giiltig.

O

4.3 3-CSL Model Checking

Model Checking fiir 3-CSL auf abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten stellt eine
deutlich schwierigere Aufgabe dar als das fiir CSL auf CTMCs. In [BHHKO03] wird
gezeigt, wie letzteres effizient gelost werden kann. Leider ist dieses Verfahren nicht
ohne weiteres auf Model Checking fiir ACTMCs iibertragbar. Im Moment ist noch
nicht klar, wie man fiir Intervalle der Form [t, '] mit 0 < ¢ < ¢’ die minimale oder
maximale Wahrscheinlichkeiten dafiir bestimmen kann, eine bestimmte Zielmenge
zu erreichen.

Auch mit Markov-Entscheidungsprozessen kommt man hier vorerst nicht weiter:
Wie wir schon im vorigen Kapitel festgestellt haben geniigen extreme Scheduler, falls
nur maximale und minimale Wahrscheinlichkeiten von Interesse sind. Zusammen mit
der Endlichkeit der Zustandsmenge der Markov-Ketten kénnen von extremen Sche-
dulern nur endlich viele verschiedene Kombinationen von Raten gew#hlt werden. Be-
trachten wir nun jede Wahl einer dieser Kombinationen als eine Aktion, so kann man
abstrakte zeitstetige Markov-Ketten als zeitstetige Markov-Entscheidungsprozesse
auffassen (sieche Kapitel 2.6). Model Checking fiir ACTMCs liele sich also (zu-
mindest teilweise) auf Model Checking fiir CTMDPs reduzieren. Abgesehen vom
Erreichbarkeitsproblem fiir uniformisierte CTMDPs scheint bisher jedoch nur wenig
in diesem Bereich erforscht zu sein, sodass eine Reduktion auf CTMDPs zu diesem
Zeitpunkt nicht sehr hilfreich ist.

Aufbauend auf den Erkenntnissen aus dem vorigen Kapitel werden wir nun ein Mo-
del Checking Verfahren fiir 3-CSL entwickeln. Wir beschrianken uns dabei wegen
des Algorithmus fiir das Erreichbarkeitsproblem auf uniforme ACTMCs. Weiterhin
beschrianken wir uns auf Until mit Intervallen der Form [0,¢] mit ¢ € Ryo. Diese
Beschriankung ist deswegen notig, da die extremen Scheduler ansonsten nicht aus-
reichend wéren, wie wir in Beispiel 24 gesehen haben.

Der aussagenlogischen Teil des Model Checking verlduft auch hier wie iiblich, nur
dass die Semantik der dreiwertigen Logik verwendet werden muss, um mit atomaren
Eigenschaften mit unbestimmter Erfiillbarkeit umgehen zu kénnen. Model Checking
fiir den Next-Operator ist relativ simpel, da die Semantik sich weitestgehend auf die
der moglichen Nachfolgezustinde zuriickfiithren liasst. Als Spezialfall miissen absor-
bierende Zusténde s behandelt werden, von denen aus keine Pfade o € Pfad, mit
Lénge |o| > 1 existieren, weswegen auch kein solcher Pfad eine Nezt-Eigenschaft
erfiillen kann. Ansonsten bestimmt man die Wahrscheinlichkeit fiir Pfade mit Ei-
genschaft X71) auf die iibliche Weise, indem man alle Zustéinde mit der Eigenschaft
1 bestimmt und anschliefend die Vorgénger aller Zustdnde betrachtet. Abhéngig
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vom Intervall I und der Exitrate des Vorgingerzustands s, kann dann die Wahr-
scheinlichkeit X (s, I') berechnet werden, den Zustand s zu verlassen. Zusammen mit
der kumulierten Wahrscheinlichkeit zu einem nachfolgenden Zustand v iiberzugehen
in dem v gilt, erhélt man dann die Wahrscheinlichkeit beziiglich der ausgehenden
Pfade von s, dass diese X4 erfiillen. Die vom Scheduler 7 gewihlte Verteilung in s
bezeichnen wir mit g € distr(P,-) und erhalten damit:

Pri{o € Pfad, | [o,X")] = T} = X(5,1) - 3 e sar(y) £(v)

Da extreme Scheduler zur Berechnung der unteren und oberen Wahrscheinlichkeits-
grenzen ausreichen, kann man diese entweder mit dem brute-force Ansatz oder iiber
das in Kapitel 4.2 beschriebene Verfahren bestimmen.

Korollar 3. Sei M = (S,R!, P!, E! L) eine abstrakte zeitstetige Markov-Kette.
Mit Prl(s, X4, o) und Pr¥(s, X1¢,a) mit s € S, ¢ € Sy, @ € B und I € T sind
die Grenzen der Wahrscheinlichkeit fiir die Erfillbarkeit bzw. Unerfiillbarkeit von
X1+ bezeichnet. Dann gilt fiir alle i € distr(P(s,)):

Pri(s, X1, T) < X(s,1) - 3 cgar) Mv) < Pr(s, X1y, T)
Prl(37 Xlwv —L) < X(37 I) ’ ZUEFls(zp) ﬂ(v) < PT“(S, XIl/Ja —]—)

Fiir Model Checking von Until-Formeln wollen wir die Situation etwas genauer un-
tersuchen: Until-Eigenschaften kénnen wie im Fall von CTMCs auf das Erreich-
barkeitsproblem reduziert werden. Ist die Formel von der Form true U1, so ist
die Reduktion offensichtlich. Es muss lediglich als Zielmenge Sat(1)) gewéhlt wer-
den. Die Zustandseigenschaft true gilt per Definition in allen Zusténden, sodass
beziiglich eines Zustands s fiir die Wahrscheinlichkeit von Pfaden o € Pfad, mit
[o, true U] = T gilt:

Pri(s, true U2, T) = inf,csam) Pr"(ReachgupI(s, Sat()))

Nun fithren wir den Fall fiir Until-Formeln der Form U 15 durch eine Transfor-
mation der gegebenen Markov-Kette auf den obigen Fall zurtick:

Damit die Until-Formel fiir einen gegebenen Pfad erfiillt ist, muss in den Zusténden
des Pfades vor dem ersten s-Zustand immer 1, gelten. Dass es keine anderen
Pfade geben kann, die zu einem 15 Zustand fiihren, kann dadurch sichergestellt wer-
den, dass von Zustéinden s’ der gegebenen Markov-Kette M mit [s/,¢1] # T und
[s',12] # T sémtliche ausgehenden Kanten entfernt werden. Alle Zustéinde von de-
nen aus ¥1U19 nicht erfiillt werden kann werden also zu absorbierenden Zustédnden,
sodass auf allen Pfaden der transformierten Markov-Kette M’, abgesehen vom letz-
ten Zustand des Pfades, entweder 11 oder 1o gelten muss. Falls der gesamte Pfad
keinen Zustand mit 1o enthélt, so muss die Until-Formel auf diesem Pfad ungiiltig
sein.

Beziiglich eines Zustands s entspricht die Wahrscheinlichkeit von Pfaden o € Pfadéw
mit [o, ¥1U ps] = T also der von Pfaden o’ € Pfad™ mit [0/, true UTps] = T in
der transformierten Markov-Kette:
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Pri(s,gnUd"apy, T) = inf,csm) Pri(Reacht (s, Sat(v)))

<sup I

Wir konnen dieses Konzept algorithmisch umsetzten, indem wir die Zusténde beziig-
lich der Kombinationen von Wahrheitswerten fiir ¢); und ¢ zunéchst in verschiedene
Mengen einordnen, dann die Transformation beziiglich dieser Mengen definieren und
anschliefend eine passende Erreichbarkeitsanalyse starten, wobei wir ebenfalls diese
Mengen zur Hilfe nehmen werden.

Mit WT" bezeichnen wir die Menge aller Zustédnde, in denen die Until-Formel defi-
nitiv erfiillt ist und mit W' die Menge derjenigen Zustéinde, in denen die Erfiill-
barkeit nicht mehr zweifelsfrei nachgewiesen werden kann. Entsprechend bezeichnet
WL die Menge aller Zusténde in denen die Until-Formel definitiv verletzt wird
und W+~ die Menge der Zusténde, in denen eine Verletzung der Formel nicht mehr
mit Sicherheit vorkommen kann. Im Fall einer zweiwertigen Logik wiirden W und
WL sowie W und W' zusammenfallen. Wie wir nun sehen werden, unterschei-
den sie sich jedoch in der hier verwendeten dreiwertigen Logik. Die Zuordnungen in
den folgenden Abschnitten sind in Tabelle 6 zusammengefasst.

Betrachten wir zunéchst die einfacheren Félle: Falls 1o in einem Zustand erfiillt
ist, so ist natiirlich auch U 4y erfiillt. Solche Zustinde sind also in den bei-
den Mengen WT" und WL~ enthalten. Ein zweiter sehr einfacher Fall ist der mit
[s,11] = [s,v2] = L fiir Zustand s. In diesem Fall wird die Until-Formel definitiv
verletzt, sodass solche Zustéinde den Mengen W'~ und W' zuzuordnen sind. So-
weit stimmen die Mengen W und Wt sowie W' und Wt wie im zweiwertigen
Fall iiberein.

Wenn in einem Zustand 19 ungiiltig oder unbestimmt ist und 1 nicht definitiv erfiillt
wird, ist die Erfiillbarkeit der Until-Formel nicht mehr mit Sicherheit nachweisbar,
da der Fall ¥ ist unbestimmt im Zweifelsfall auch als unerfiillbar behandelt werden
kann. Daher sind solche Zusténde in der Menge W'~ enthalten. Aufer wenn ), und
1o definitiv nicht erfiillbar sind, was dem zweiten einfachen Fall entspricht, fallen
die Mengen W'~ und W' ab hier jedoch nicht mehr zusammen.

Fiir Zustidnde s mit [s,1¢3] = ? kann man im Zweifelsfall auch annehmen, dass
1y erfiillbar ist, wodurch diese Zustéinde der Menge W zuzuordnen sind. Fiir
[s,12] = ? und [s,11] # T kann also keinerlei gesicherte Aussage iiber die Erfiillbar-
keit oder die Unerfiillbarkeit der Until-Formel beziiglich Zustand s gemacht werden,
da der Zustand dann sowohl W' als auch W+~ zugeordnet ist.

Fiir die iibrigen Kombinationen kénnen keine weiteren Zugehorigkeiten festgestellt
werden. Ist ¢ erfiillt und s unbestimmt oder verletzt, so hingt die Erfillbarkeit
von ¢nU 1y von den nachfolgenden Zusténden ab. Ist v erfiillt oder unbestimmt
aber 1o definitiv verletzt, so miissen zum Nachweis der Unerfiillbarkeit der Until-
Formel ebenfalls die Nachfolger betrachtet werden.

Da fiir einen einzigen gegebenen Pfad die Nachfolger und die Verweildauern jedes
Zustands des Pfades bekannt sind, konnen wir den Pfad in den Zeitintervallgrenzen
chronologisch nach Zustdnden der W-Mengen durchsuchen. Da die Intervalle als un-
tere Grenze den Wert 0 haben, muss man also immer beim Startzustand des Pfades
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P2
I ? T
LT LT | T LTt 1-
Y7 | T T L | TY Lo
T 1| Tt 1~

Tabelle 6: Zugehorigkeit zu W-Mengen fiir Until-Formel 11U 5.

beginnen. Sobald man einen Zustand gefunden hat, der in einer dieser Mengen ent-
halten ist, kann man Aussagen iiber die Erfiillbarkeit bzw. iiber die Unerfiillbarkeit
der Until-Formel machen.

Beispiel 27 (Until auf einzelnen Pfaden). Wir wollen uns nun anhand von zwei Bei-
spielen verdeutlichen, wie die W-Mengen zur Berechnung von Until-Eigenschaften
verwendet werden kénnen. Der Einfachheit halber verzichten wir auf ein Zeitinter-
vall, wodurch auch die Raten vernachlissigt werden konnen. Was wir hier betrachten
sind im Grunde also nur Transitionssysteme. Die Giiltigkeit der Eigenschaften
und v in den jeweiligen Zusténden ist wie in der Tabelle in Abbildung 37 gegeben.
Daraus lassen sich die Zugehorigkeiten zu den W-Mengen nach Tabelle 6 bestimmen.

S So 81 S2 |t t1 T2 U3
[s, 1] T L 7?07 7 1 7
[s,00] |7 T 2 |L L L T

sewT’ v v
seWT™ v v Vv
sGVVL+ v
seWt |v v v v

Abbildung 37: Until-Figenschaft beziiglich Pfaden
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Wir wollen nun fiir verschiedene Pfade o; die Eigenschaft 1U/1» untersuchen:

® 01 — Sy — S1-

Zunéchst stellen wir fest, dass der Pfad bereits aufgrund von sy € W+ nicht
mit Sicherheit die Eigenschaft 11Uy verletzten kann. Dies liegt daran, dass
der Wert von 15 in sy unbestimmt ist.

Da sy weder in WT" noch in W' enthalten ist, miissen wir also den nach-
folgenden Zustand sy des Pfades betrachten. Dieser ist in wTt enthalten,
woraus folgt, dass [o1, U1 U] =T

® 09 = S — S9.

Dass die erste Feststellung beziiglich Pfad o nicht automatisch bedeutet, dass
[o, 1ilUrpe] = T fiir alle Pfade o mit o[0] = so gilt, zeigen wir nun anhand
dieses Pfades. Wir untersuchen wieder den Nachfolger von sg, der diesmal s
ist, und stellen fest, dass er in der Menge W'~ enthalten ist. Insgesamt ergibt
sich also [og, V1UY] = 7.

L] O’3=to—>t1—>t2:

Der Zustand tg ist in keiner W-Menge enthalten. Die Semantik von [o3, ¥1U9]
entspricht also genau der von [t; — to, Y1Uys]3'. Da 4y in ¢ nicht gilt und
19 unbestimmt ist, ist die Erfiillung der Until-Formel nicht moglich. Was je-
doch moglich ist, ist die sichere Verletzung von ¥ Us. Wére 11 in t; verletzt,
so wire YUYy automatisch auch verletzt. Ist das Gegenteil der Fall, so miissen
wir den néchsten Zustand des Pfades betrachten. Da dieser in W= enthalten
ist, wissen wir also, dass die Until-Formel fiir den Pfad o3 nicht erfiillt ist.

L] O’4=to—>t1—>t3:

Die Beobachtungen beziiglich des Pfadanfangs aus o3 gelten natiirlich auch
hier. Da die Until-Formel schon ab t; nicht mehr erfiillt werden kann, hilft es
auch nichts, dass t3 in WT" enthalten ist. Da der Zustand aber auch in WL~
enthalten ist, gilt im Gegensatz zu o3 fiir diesen Pfad nicht [og, 1UYe] = L
sondern [oy, 1UYs] = 7.

Die Erweiterung der Pfade durch Verweildauern und der Until-Formeln durch Inter-
valle ist nur um weniges aufwindiger. Da nur Intervalle der Form [0,¢] mit ¢ € R
zugelassen sind, kann die Vorgehensweise von den Transitionssystemen iibernom-
men werden. Man muss lediglich den gegebenen Pfad hinter dem letzten Zustand
abschneiden, der noch vor dem Zeitpunkt ¢ besucht wird. An den abgeschnitte-
nen Pfad fiigt man einen virtuellen Zustand®? an, der die abgeschnittenen Zustinde

31 Achtung: Betrachtet man zeitstetige Markov-Ketten, so ist dies nicht zwingend der Fall. Pfade
haben in diesem Zusammenhang zusitzlich pro Zustand (auBler dem letzten) noch Verweildauern,
sodass beziiglich einer intervallbeschrénkten Until-Formel die Semantik von o3 und von t; — t2
unterschiedlich sein kann.

32Mit einem virtuellen Zustand bezeichnen wir hier einen Zustand, der in der urspriinglichen
Markov-Kette nicht enthalten ist und ausschliefllich zur Vereinfachung der Verifikation benétigt
wird.
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reprasentiert. In diesem Zustand darf v und 19 nicht erfiillt sein. Wenn also nicht
bereits frither auf dem Pfad die Erfiillbarkeit der Until-Formel entschieden wurde,
wird sie wie gewiinscht als unerfiillbar erkannt, sobald der neu angehéingte letzte
Zustand des Pfades erreicht wurde.

Statt Aussagen zu einzelnen Pfaden wollen wir uns nun Aussagen iiber alle Pfade, die
von einem gegebenen Zustand ausgehen, zuwenden. Dazu werden wir eine Kombi-
nation aus W-Mengen und Erreichbarkeit in abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten
betrachten.

Fiir die Erfiillbarkeit einer Until-Formel beziiglich Pfaden sind nur die W "-Mengen
von Bedeutung, bei der Unerfiillbarkeit dagegen sind es die W--Mengen. Mit
den Mengen W' und W' kann man die schon beschriecbene Transformation
durchfiihren, die beziiglich der gegebenen Until-Formel dieselben Ergebnisse liefert.
Betrachten wir Erfiillbarkeit, so kann man fiir Zusténde in denen die Eigenschaft
verletzt wird, also die Zustinde der Menge W T, siimtliche ausgehenden Kanten ent-
fernen. Bei der Unerfiillbarkeit entfernt man stattdessen die Zustédnde der Menge
W™ . Zusténde, in denen die Erfiillbarkeit bzw. Unerfiillbarkeit sofort gegeben ist,
also diejenigen, die in den Mengen WT" bzw. WL enthalten sind, konnen wie in
Kapitel 4.2 beschrieben mit einem self-loop mit Wahrscheinlichkeit Eins ausgestattet
werden nachdem ebenfalls alle ausgehenden Kanten entfernt wurden.

Sofern die dadurch erhaltene abstrakte zeitstetige Markov-Kette uniform ist, kann
man nun die Erreichbarkeitsanalyse mit der Zielmenge W bzw. W' verwen-
den, um die minimalen Wahrscheinlichkeiten iiber der Menge aller ausgehenden
Pfade des Zustands zu bestimmen, dass ¥ U 1y erfiillt ist. Wenn bereits die gege-
bene abstrakte zeitstetige Markov-Kette uniform war, so kann man durch Anfiigen
von self-loops an die absorbierenden Zustdnde und durch entsprechende Wahl der
Rateintervalle aller durch die Transformation erhaltenen self-loops als [Eyp;f, Eynif]
wieder eine uniforme abstrakte Markov-Kette erhalten. Durch die Ausstattung der
absorbierenden Zusténde mit self-loops éndert man die Semantik beziiglich der ge-
gebenen Until-Formel natiirlich nicht, da sich der Wahrheitswert der Formel durch
Zustandsiibergénge tiber self-loops nicht mehr &ndern kann.

Damit haben wir im Grunde auch schon die Frage nach einem Model Checking Algo-
rithmus fiir Pq,,-Formeln gekldrt. Einziger noch fehlender Baustein ist der Vergleich
mit der gegebenen Wahrscheinlichkeit p. Dieser muss nach der Semantiktabelle 5
durchgefiihrt werden. Um die Prozedur zu veranschaulichen betrachten wir nun ein
einfaches Beispiel.

Beispiel 28 (Until-Eigenschaften beziiglich Zustinden). Um den Umfang des Bei-
spiels im Rahmen zu halten, betrachten wir eine uniforme ACTMC mit F,,;f = 6,
fiir die zum Nachweis der Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit der Spezifikation P<,(1)1U1)2)
jeweils keine Transformation durchgefiithrt werden muss. Die Giiltigkeit der Eigen-
schaften 17 und 5 in den jeweiligen Zusténden ist wie in der Tabelle gegeben.
Daraus lassen sich wieder die Zugehorigkeiten zu den W-Mengen nach Tabelle 6
bestimmen.
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S So S1 S2 S3
[s,n] | T L L L
[s,2] | L T 27 L

seWwT’ v
sew’” v v
se Wi’ v
sewW+ v

Abbildung 38: Until-Eigenschaften beziiglich Zusténden

Nach der Semantik von 3-CSL gilt:

T falls 1 —p < Pri{o € Pfad! | [o, ¢1ldypo] = L}
[[807P§P(w1u¢2)]] — 1 falls p < PTI{O' S Pfadé\gl ‘ [[O', ¢1u¢2]] = T}

7 sonst

Wir miissen also die Wahrscheinlichkeiten Pr'{c € Pfadé\g( | [o, v1Urbs] = L} und
Pri{o ¢ Pfadfgl | [o, Y1U1ps] = T} berechnen. Da keine Transformation der Markov-
Kette notig ist, muss fiir den ersten Teil nur eine Erreichbarkeitsanalyse mit Ziel-
menge Wt = {s3} durchgefiihrt werden. Ein Scheduler der die Wahrscheinlichkeit
minimiert, in einem ersten Zustandsiibergang nach sz zu gelangen, muss die Vertei-
£, %, 1) € distr(P(so,-)) wihlen. Fiir i € {1,2,3} gibt es jeweils nur die eine
Méoglichkeit, fis, € distr(P(s;,-)) mit fis;(s;) = 1 zu wéhlen. Zusammen ergeben die

lung (0

Verteilungen fis, fir i € {0,1,2,3} die Matrix P; des minimalen Schedulers.

Da fiir fis, immer nur (0,0,0,1) gewihlt werden kann, gilt also P;(s3) = (0,0,0,1)
fiir i € Nvg. Damit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit Prt{c € Pfadﬁgt | [o, YnUUps] =
L} iiber die unendliche Summen wie folgt:

(¢(00,0) - isy + 220:1 p(oo,n) Py .. Pp-igy)(s0)

= ¢(00,0) - 0+ (3,21 p(oo,n) - Py Py iy ) (s0)
)-Py-...-P,-(0,0,0,1)T
)

=21 p(o0,m) - %
=5 2y (00, n)
“(=p(00,0) + 3202 ¢(00, n))
Do (00, n)

NI ST T

Die Wahrscheinlichkeit Pri{c € Pfadﬁg‘ | [o,1p] = T} erhdlt man auf gleiche
Weise, nur dass die Zielmenge W' = {s1} ist und der minimierende Scheduler da-
her die Verteilung (0,0, %, %) € distr(P(sg,-)) wihlt. Das Ergebnis der Berechnung
ist 0, sodass gefolgert werden kann, dass:
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1
T falls1—p<3

T fallsp >
[s0, P<p(rillhe)] = ¢ L falls  p<0 =
7 falls p <

D= D=

7 sonst

Nun wissen wir also, wie Model Checking fiir abstrakten zeitstetigen Markov-Kette
durchgefiihrt werden kann. Wir wissen jedoch noch nicht, wie aus Spezifikationen
beziiglich einer Abstraktion in Form einer ACTMC Riickschliisse auf die urspriing-
liche Markov-Kette gezogen werden kénnen. Dass, sofern uns kein unbestimmtes
Ergebnis vorliegt, die Giiltigkeit und die Ungiiltigkeit einer Formel in der Abstrak-
tion auch die Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit der Formel beziiglich der simulierten
Zusténde in der urspriinglichen Markov-Kette folgt, werden wir nun zeigen.

Da jedoch das in Kapitel 4.2 behandelte Verfahren fiir die quantitative, zeitab-
héngige Erreichbarkeitsanalyse wegen der Bestimmbarkeit von minimalen und ma-
ximalen Schedulern nur Zeitintervalle der Form [0,¢] zulésst, miissen wir uns bei
dem folgenden Satz auf zeitbegrenztes 3-CSL beschréanken.

Definition 32 (Zeitbegrenzte 3-CSL Formeln). Die Menge IE‘/SVt( aller zeitbegrenzten
3-CSL Formeln ist eine Teilmenge der Menge aller 3-CSL Formeln F 4 beziiglich
einer abstrakten zeitstetigen Markov-Kette M = (S, R, P! E!, L). Die induktive
Definition der zustandsbezogenen Formeln in beiden Fillen gleich ist, die Menge der
pfadbezogenen zeitbegrenzten 3-CSL-Formeln setzt sich wie folgt induktiv zusam-
men:

o (XYY € Py falls ¢ € Spy

o (Y1U0Myy) € Poy falls b1, 002 € S

Satz 6 (Preservation von zeitbegrenzten 3-CSL-Formeln). Seien s und s’ Zustéinde
einer abstrakten zeitstetigen Markov-Kette M = (S, R, P! E!, L) mit s < s/, dann
gilt fiir zeitbegrenzte 3-CSL-Formeln ) € Fjg\/tt:

[s".¥] # 7 = [s, 9] =[5, ¢] (11)

Beweis. Wir zeigen per struktureller Induktion iiber den Formelaufbau, dass (11)
aus s < s folgt.

Fiir den Induktionsanfang betrachten wir zunéchst die atomaren Formeln 1) €
{true}U{a | a € AP} in F4p.

[s' true] = T = [s, true] fiir alle s,s" € S v
Fiir a € AP und [¢',a] # ? gilt nach Definition 24.1:

[s',a] = L(s',a) = L(s,a) = [s,d] v



4.3 3-CSL MoDEL CHECKING 105

Induktionsannahme (IA) sei im Folgenden: Fiir alle direkten Teilformeln ¢ von 1/;
sei [s',9] = 7 oder [¢',¢] = [s,]. Dies impliziert:

[s", 9] = a=[s,¢] = a fir s <s und a € B

Fall 1: 1/; =
Ist [/, 9] = 7, so ist [/, ] = [¢/,¥]¢ = ?¢ = 7. Andernfalls gilt:

[, ~] = [, ¢ 2 [s,00° = [s, ] v

Fall 2: 1/; =1 Ao
Genau dann wenn [s',¢1] = ? und [¢/,¢2] # L, oder wenn [s',91] # L und

[s',12] = 7, dann gilt nach Tabelle 4, dass [s',91 A ¥3] = ?. Andernfalls gilt
(ebenfalls nach Tabelle 4):

[, 1 Ata] = [, ¥n] U [/, o] = [, 41 ] U [s, o] 22 [, 461 A o]

Hierzu betrachten wir den Fall [s',11] = L und [¢,12] = ? etwas niher. Losen wir
zuniichst die Gleichung [s', 1] U [¢', 2] A [s,11] U [s, 2] etwas weiter auf:

[, ] U s v = LU? = L2 1 U [s,400] = [5,91] U [, vo]

Uber [s, 4] konnen wir nichts weiter sagen, auBer dass es ein Wert aus B sein muss.
Dajedoch LUL = 1 = 1UT, ist die Gleichung in jedem Fall giiltig. Fiir [s',11] = ?
und [s',4] = L gilt dieselbe Uberlegung und die iibrigen Fille sind trivialerweise
erfiillt. v

Fall 3: ¢ = P, (X1y)

Falls s’ absorbierend ist, gilt F(s") = 0. Nach Definition 24.2.2 folgt damit, dass auch
E(s) =0, also s ebenfalls absorbierend ist. Da fiir alle Pfade o die in absorbierenden
Zusténden beginnen |o| = 0 gilt, erhélt man fiir alle ¢ € S 4p beziiglich solcher Pfade
[o, X19] = L. Demnach folgt direkt aus Tabellen 3 und 5, dass Pr(s, X7, T) =
0= Pr(s', XT3, T) und damit gilt [s, P<,(X1)] = [s', P<p(X1)].

Betrachten wir den Fall, dass s’ nicht absorbierend und [s', Pg,(X11)] = T ist.
Wie wir in Kapitel 4.1 festgestellt haben, ist dies gegeben, wenn mindestens mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p im néchsten Zustand v nicht erfiillt ist (siehe Tabelle 5 auf
Seite 89). Aus Korollar 3 wissen wir, dass fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
g€ distr(P(s',-)) gilt:

PT’Z(S/, XI¢7 J-) < X(8/7 I) ’ ZveFls(w) /,_L/(’U) < Pru(8/7 XI¢7 J—)

Wihlen wir nun einen Ratenvektor i, € rates(R(s,-)), fiir dessen zugehorige
Verteilung fimin € distr(P(s,-)) gilt X(s,I) - 32, prg(y) Bmin(w) = Pri(s, X2, T),
dann existiert nach Definition 24.2 ein Ratenvektor u/ € rates(R(s',-)) mit der
zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilung i’ € distr(P(s’,-)) und eine Gewichtung
A, so dass:
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1—p Q9 Pri(s, X1y, 1)
< X(L ) Y verisw) F (V)
= (e POV By W) (= [t t)
= (e Bt _ =Bl tu) . dverisw) B (v)  (Def. 24.2.2)
= X(s,1) - Xveris) H' (V)
= X(8,1) - Xveris(p)ues A, v) (Def. 24.2.1.3)
= X(8,1) - Xverisw)uuzo AW v) (Def. 24.2.1.1)
= X(8,1) - 2 veris() uu=o AU, ) (IA)
< X(s D) - Xuerisi)wes A v)
= X(s,1I)- ZueFls(zp) Fimin (w)

= Prl(s,Xll/J,J_)

Das bedeutet also, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Pfade mit Eigenschaft X4 in
Zustand s’ hochstens so grof} ist wie in Zustand s.

Der Fall mit s’ ist nicht absorbierend und [s’, P<,(X7%)] = L verliuft analog zu
obigem Fall. Man muss lediglich T und L miteinander vertauschen und Fls(v))
durch Sat(1)) sowie 1 — p < durch p < (im Sinne von Tabelle 5) ersetzen.

v

Fall 4: z; = Pﬂp(¢1ul¢2)

Wir zeigen im Folgenden, dass [s', P<,(1ilfip2)] = T = [s, P<p(ildpa)] = T.
Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt [s',1;] = a = [s, ;] = a fir i € {1,2}
und o € B. Da die Giiltigkeit von 1 in s’ auch die von ¢ in s’ impliziert und
selbiges auch fiir s gilt, ist im Fall von [¢',12] = T die Behauptung offensichtlich
korrekt. Ein weiterer trivialer Fall ist der, dass [s',11] = [¢/,42] = L. In einem
solchen Zustand s’ ist natiirlich auch die Formel z; unerfiillbar. Da fiir alle s < s’
gilt, dass [[s,11] = [s,¢2] = L, gilt folglich auch [[s,z;]] = 1.

Da es fiir [s, 1;]] = 7 nichts zu zeigen gibt, bleibt als nicht-trivialer Fall lediglich noch
der mit [s,41] = T und [s,1o] # T iibrig3®. Aus Kapitel 4.2 wissen wir, dass die
minimale Wahrscheinlichkeit fiir das Erreichbarkeitsproblem fiir eine Zielmenge B
und Zeitschranke ¢ in einer uniformen zeitstetigen Markov-Kette mit Exitrate Eyy;
iiber die folgende Summe berechnet werden kann:

@ = ¢(Eunis-t,0)-ip+q
= SD(Eum'f . t,O) . iB +ZZO:1 ((,D(Eum'f . t,n) . P1 et Pn . iB)
(0)

(n)

ﬂ-Eunif't 7l—Euxnif't

Mit den einzelnen Summanden 7g,, . f.t(i) bezeichnen wir im Folgenden die Wahr-

scheinlichkeiten des Erreichbarkeitsproblems fiir Pfade der Lénge ¢ € N>g. Mit B’

33Die nicht-trivialen Fille entsprechen den Zellen der W-Mengen-Tabelle auf Seite 100, in denen
weder TT noch T~ eingetragen ist.
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bezeichnen wir die Menge der Makro-Zusténde fiir die gilt, dass jeweils alle reprisen-
tierten Zustdnde der urspriinglichen Markov-Kette in der Zielmenge B enthalten
waren.

Wir werden durch Induktion iiber die Pfadléinge i zeigen, dass ﬂ;(i)(s’ ) < ﬂg\i)(s)
fir alle s,s' € S mit s < s’ und alle i € N>q gilt. Diese Erkenntnis werden wir
anschliefend verwenden um zu zeigen, dass die minimalen Wahrscheinlichkeit fiir
die gesuchten Pfade beliebiger Linge beziiglich der Abstraktion nur maximal so
grof} sein konnen, wie Pfade beziiglich der urspriinglichen abstrakten Markov-Kette.

Induktionsanfang: (i = 0)

O = (e(00) i) (5)
(p(N,0)-ig)(s) (wg. s=<s = (s€ Bgdw. s € B))
= 70()
A

InduktionsschluB: (i — i+ 1)

Die Menge aller Zustéande, in denen ¢ oder 15 erfiillt ist, also solche, in denen die
Giiltigkeit von 11U 1 noch moglich ist®*, notieren wir mit S. Fiir Zustinde aus S
gilt insbesondere aufgrund der dufleren Induktionsvoraussetzung:

(u=xvAveS)=uecs

Wir zeigen nun, dass die Ungleichung aus der Behauptung fiir i 4+ 1 gilt, falls sie
bereits fiir ¢ gilt:

7T,}\(H-l)(s/) = o\ i+1) (XesPi Py Pl -ip)(v) (8)
< Nt 1) -3 s (Pr-Pa - Py -ip)(u)) (s)
= wg\iﬂ)(s)

Wie im Nezt-Fall betrachten wir wieder einen Ratenvektor pi,., € rates(R(s,-)),
der zu einer minimalen Wahrscheinlichkeit Pr!(s, U o, T) gehort. Eine solcher
Ratenvektor impliziert fip, € distr(P(s,-)). Nach Definition 24.2 existiert ein
entsprechender Ratenvektor p/ € rates(R(s',+)) mit der zugehorigen Wahrschein-
lichkeitsverteilung i’ € distr(P(s’,-)) und eine Gewichtung A, mit denen wir zeigen
konnen, dass die folgende Ungleichung gilt:

(>, g(P' Py Pl ip)(0)) (5)

= D el (v)- (P,2 'P;L+1 ~ip)(v) (weg. i/ € distr(P(s',)))
> ueg A(S,v) - (P Pl -ip)(v) (Def. 24.2.1.3)

= D uveSuu<e AU ,v) ( Pl ig)(v)  (Def. 24.2.1.1)

< Zuvesuu<vA( u,v) - (P// Pl ig)(u) (IA, Lemma 9)

< e ( S)- (P -...-Py-ip)(u)

= D ues bmin(u) - (P .. P -ip)(u)

= (ZueE(Pl Py Puyr-ip)(u)) (s) (Lemma 9)

34Diese Zustiinde entsprechen genau denen, die nicht in der Menge W'  enthalten sind.
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Aus der inneren Induktion folgt also:

713\(2:)(3’) < ﬂg\i)(s) | fiir s < ¢’ und alle i € Nx
= Y% 3\(2)(3,) < >3 WE\Z)(S) fiir s < s
= m(s") < ma(s) fiir s < &

Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Pfade mit der Eigenschaft ¢;U v in
Zustand s’ hochstens so groB ist wie in Zustand s. Falls also [s, P, (1 UL 4h2)] =
T gilt, so gilt auch [s, Py (P1Ul1pe)] = T fiir alle p’ € [p,1] und daher auch
[[87 ,Pﬂp(wl u’ ¢2)]] =T.

Fiir [s', Pap(1 U 1h9)] = L =[5, P<p(v1 U 99)] = L muss die Beweisfiihrung nur
leicht modifiziert werden. Auf die Ausfithrung dieses zweiten Teils werden wir hier
jedoch verzichten.

v

Der letzte Fall mit ¢) = P, (11U 1) verliuft analog zu Fall 4. Anhand der Seman-
tiktabelle 5 sieht man, dass die Bedingungen fiir [[s, P, (11U 1p2)] = T fast genau
denen fiir [s, P<,(11U1p2)] = L entsprechen und die fiir [[s, P, (11U1p2)] = L fast
genau denen fiir [s, P, (1)) = T.

Damit ist die Preservation von CSL Formeln des gegebenen Fragments bewiesen.

O

Beispiel 29 (Model Checking in Abstraktionen zeitstetiger Markov-Ketten).
Betrachten wir nun noch einmal abschlieBend das Triple Redundant Modular System
in der abgewandelten Version aus Beispiel 7. Wir interessieren uns im Folgenden
ob die Wahrscheinlichkeit einen Wert p iiberschreitet, dass innerhalb von ¢ Zeit-
einheiten eine Erneuerung des gesamten Systems notwendig wird. Dies lédsst sich
mathematisch beschreiben als:

Pp(—down UL down)

Statt beziiglich der zeitdiskreten Markov-Kette soll nun diese Eigenschaft auf der Ba-
sis einer Abstraktion des Modells nachgewiesen werden. Um in abstrakten Markov-
Ketten probabilistische Aussagen iiber Pfadeigenschaften machen zu kénnen, miissen
wir zunéchst eine Uniformisierung durchfithren. Dazu benétigen wir zunéchst eine
uniforme Exitrate .,y bestimmen, fiir die die folgenden Ungleichungen erfiillt sind:

E(1111) = 3\ + & + 7 < Eyniy
E(0111) =2X+ v+ p < Eyniy
E(1771) =2 X+ e+ 7+ p < Eyniy
E(1001) = A+ e 47 + pt < Eynis
E0771) = A+ v+ i < Eyniy
E(0001) = v+ p < Eynis

(0000)

&

0000) = 6 < Eypi
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ups up2 up1 upo

3A+e+p+y
down

Abbildung 39: Uniformisiert mit Eyp;r = 3\ +¢&+ v+ p + 0.

Eynip = 3\ +¢e+7+ p+ 6 erfiillt diese Ungleichungen fiir alle A, e,v, 11,6 € R5¢. Die
Uniformisierung mit E,,;; filhrt zur zeitstetigen Markov-Kette in Abbildung 39.

Abstrahieren wir die so erhaltene uniforme zeitstetige Markov-Kette beziiglich der
Partitionierung .4 = {{0000},{0111,1771,0771,1001,0001,1111}}, wobei wir den
Zustand {0000} umbenennen zu sy und den anderen zu si, so erhalten wir die
abstrakte zeitstetige Markov-Kette3> M in Abbildung 40 links. Wir wihlen hier eine
noch stirkere Abstraktion als in Beispiel 7 angedeutet wurde, um die Verifikation
der Spezifikation so einfach wie moglich zu gestalten.

[Eunzf -7 Eunzf - ’Y] [Eunzf -7 Eunzf - ’Y]

[0, 6] ' [7,7] [v,7]

down @ down @

Abbildung 40: Abstraktion (links) und transformierte ACTMC (rechts)

Um nun die quantitative Erreichbarkeitsanalyse zur Bestimmung der unteren Wahr-
scheinlichkeitsschranke Prl{o € Pfad, | [o, ~down U®Ydown] = T} fiir Zustinde s
anwenden zu konnen, miissen wir die Mengen WT" und W'~ bestimmen. Natiirlich
ist W1 = {so} die Menge der down-Zustéinde. In W sind nach Tabelle 6 genau
die Zustéinde s enthalten, fiir die gilt [s,down] # T und [s,down] # L. Da in
der Abstraktion keine Zusténde enthalten sind, fiir die [s, down] = 7 gilt, sind also

35Der iibersichtlichkeit halber wurden die Wahrscheinlichkeitsintervalle nicht notiert.
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in W'~ keine Zustéinde enthalten. Die Transformation beziiglich der W-Mengen
besteht also darin, die ausgehende Kante von Zustand sy zu entfernen und die Rate
des self-loop auf den Wert E,,;; festzulegen. Die Transformation ergibt demnach
die ACTMC M’ in Abbildung 40 rechts, fiir die gilt:

Pri(o € Pfad™' | [o, true U down])
= Prl(o € Pfad™ | [0, ~down U down]).

Die erhaltene abstrakte zeitstetige Markov-Kette M’ ldsst keinen Spielraum fiir den
Scheduler, sodass die P; fiir alle i € N5 gegeben sind sind mit:

P, =

Wir wir aus Kapitel 4.2 wissen, erhélt man eine Approximation des Ergebnisses
durch Loésen des folgenden Gleichungssystems nach qq:

qo = (P(Eunzf : t7n) : i{Sl} +q1
¢ = ©(Bunif - t,1) - Pi gy + Pi qi1
fir i € {1,...,k} und gx4+1(s) =0 fiir alle s € S.

Eine geeignete maximale Pfadlange k ldasst sich wie in Kapitel 4.2 beschrieben durch
Vergleichen der kumulierten Poisson-Wahrscheinlichkeiten mit der gewiinschten Ge-
nauigkeit bestimmen.

Sofern das Ergebnis der Berechnung fiir s; grofler ist als p ist die Spezifikation
beziiglich s also giiltig. In diesem Beispiel eine eher negativ zu bewertende Eigen-
schaft, da in der Regel eine hiufige Erneuerung des Systems nicht gewiinscht ist.
Wegen Satz 6 iibertragt sich diese Eigenschaft von s; auf alle durch s; simulierten
Zusténde der urspriinglichen Markov-Kette, hier also auf alle Zusténde, aufier 0000.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine neue Technik zur Abstraktion fiir zeitstetige Markov-
Ketten eingefithrt. Statt {iber eine Bisimulationsrelation Zustédnde zu finden die
sich gleich verhalten, wollten wir eine M&glichkeit haben, auch Zustdnde mit &hn-
lichem Verhalten zusammenfassen zu kénnen. Was dabei als dhnliches Verhalten
aufzufassen ist, hangt von der jeweiligen Anwendung ab und wurde hier nicht wei-
ter untersucht. Da zu starke Abstraktion dazu fiihren kann, dass die gegebenen
Sperzifikationen weder nachgewiesen noch widerlegt werden koénnen, haben wir eine
dreiwertige Logik eingefiihrt, mit der die Unbestimmtheit einer Aussage ausgedriickt
werden kann.

Beim Modellierungsformalismus haben wir uns gegen Markov-Entscheidungsprozesse
und fiir die abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten entschieden, da bei den Entschei-
dungsprozessen eine Abstraktion mehrerer Kanten von einem Zustand zu einem
anderen nicht moglich ist. Die Scheduler als Hilfsmittel zur formalen Behandlung
des Nicht-Determinismus in abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten wurden dagegen
praktisch von den Markov-Entscheidungsprozessen iibernommen. Wir mussten fest-
stellen, dass durch die Zusammenhénge, die zwischen Raten, Wahrscheinlichkeiten
und Exitraten bestehen, nicht beliebige Werte aus den Intervallen der abstrakten
Markov-Kette von einem Scheduler gewihlt werden kénnen. Um Werte zu ent-
fernen, die von einem Scheduler nicht zu einer giiltigen zeitstetigen Markov-Kette
vervollstindigt werden koénnen, haben wir daher den cut eingefiihrt. Dieser ist deut-
lich aufwéndiger als der fiir zeitdiskrete Markov-Ketten, weswegen wir lediglich die
Konvergenz nachgewiesen haben. Die Frage, ob die Berechenbarkeit nachgewiesen
werden kann oder wie ein Verfahren zur Approximation beziiglich einer gegebenen
Genauigkeit aussehen konnte, wurde offen gelassen.

Die probabilistische Simulation, die wir spéter in erster Linie dazu verwendet haben,
die Préaservation von Spezifikationen beziiglich der Abstraktion nachzuweisen, stellte
sich im Vergleich zur Bisimulation als recht kompliziert heraus. Da die nachfol-
genden Abstraktionsmethoden jedoch die probabilistische Simulation der einzelnen
Zusténde durch ihre Makro-Zustéinde implizierten, war im weiteren Verlauf keiner-
lei Bestimmung oder Uberpriifung einer solchen probabilistischen Simulationsrela-
tion mehr notig. Bei den Abstraktionsmethoden A und B, wo versucht wurde mit
moglichst wenig Aufwand eine Abstraktion zu bestimmen, mussten wir feststellen,
dass diese nicht die erhoffte Genauigkeit boten. Mit der Abstraktion C gelang es
dann den Schnitt aus den ersten beiden Abstraktionen zu bilden, wodurch deren
Schwichen jeweils eliminiert werden konnten.

Da die uniformen Markov-Ketten bei der Bestimmung der Transient Eigenschaften
von Bedeutung sind, haben wir diese etwas genauer untersucht. Fin auf den ersten
Blick erstaunliches Ergebnis war, dass fiir uniforme Markov-Ketten die drei Abstrak-
tionen dieselben Ergebnisse liefern®. Leider war nicht klar, wie nicht-uniforme ab-
strakte Markov-Ketten uniformisiert werden kénnen. Fiir nicht-abstrakte zeitstetige

36Wegen des Next-Operators wird die Abstraktion C dennoch nicht obsolet.



112 5 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Markov-Ketten dagegen ist die Uniformisierung ein einfaches und bekanntes Verfah-
ren. Wir konnten Nachweisen, dass fiir nicht-abstrakte zeitstetige Markov-Ketten
die Uniformisierung und anschlieBende Abstraktion zu einer uniformen abstrakten
Markov-Kette fiihrt.

Ein Vergleich der vorgestellten Abstraktion mit der beziiglich zeitstetiger Markov-
Ketten zeigte, dass ausgehend von einer abstrakten zeitstetigen Markov-Kette die
Abstraktion auf der zeitstetigen Ebene mit anschlieffender Bereinigung mindestens
so genau ist wie die Abstraktion auf zeitdiskreter Ebene beziiglich der eingebetteten
Markov-Kette. Ob auch die umgekehrte Inklusion gilt, also ob die Abstraktion auf
zeitdiskreter Ebene mindestens so genau ist wie die auf zeitstetiger Ebene, hatten wir
dabei nicht betrachtet. Ein weiteres Ergebnis beziiglich des Vergleichs der beiden
Arten von Markov-Ketten war, dass Zusténde, die in probabilistischer Simulati-
onsrelation stehen, auch in der eingebetteten Markov-Kette in Simulationsrelation
beziiglich zeitdiskreter Markov-Ketten stehen.

Vorbereitend fiir das Kapitel {iber Model Checking von abstrakten zeitstetigen Mar-
kov-Ketten haben wir dann ein Wahrscheinlichkeitsmafl definiert, das uns erlaubt
tiber Wahrscheinlichkeiten von Pfadmengen zu sprechen. Ein fiir die Erreichbar-
keitsanalyse in zeitstetigen Markov-Ketten wichtiges Ergebnis ist, dass die Betrach-
tung der extremen Scheduler bei der Betrachtung von Infimum und Supremum von
Pfadwahrscheinlichkeiten ausreichend ist. Dadurch konnte spéter die Wahl des Sche-
dulers innerhalb eines Zustandes auf eine endliche Zahl von Alternativen begrenzt
werden.

Bevor Model Checking fiir abstrakte zeitstetige Markov-Ketten behandelt werden
konnte, musste noch die Spezifikationslogik CSL auf die dreiwertige Logik angehoben
werden. Anschlieend betrachteten wir die quantitativen Erreichbarkeitsanalyse fiir
uniforme abstrakte zeitstetige Markov-Ketten, die den Kern des Model Checking fiir
Until-Formeln bildet. Uber eine Transformation des Modells beziiglich einer gegebe-
nen Until-Formel und der zugehorigen W-Mengen konnte dann das Model Checking
fir Until auf die Erreichbarkeitsanalyse zuriickgefithrt werden. Das letzte Ergeb-
nis dieser Arbeit handelte von der Préiservation des untersuchten 3-CSL Fragments.
Falls das Verfahren fiir Model Checking von abstrakten zeitstetigen Markov-Ketten
nicht ein unbestimmtes Ergebnis liefert, so lisst sich die Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit
der Spezifikation auf die urspriingliche Markov-Kette iibertragen.

Das Thema dieser Diplomarbeit ldsst noch weiterfithrende Forschung in verschiedene
Richtungen zu. So wére es noch interessant zu sehen, ob und gegebenfalls wie Model
Checking fiir weitere Teile von 3-CSL durchgefiihrt werden kénnte. Die Hinzunahme
des Steady-State Operators konnte noch untersucht werden und auch eine Vergrofie-
rung der Menge von zuléssigen Zeitintervallen fiir Until wire wiinschenswert.

Ein Punkt, der insbesondere auch fiir den praktischen Einsatz von Interesse sein
diirfte, ist die Verfeinerung von Abstraktionen. Erhilt man durch das Model Check-
ing Verfahren ein unbestimmtes Ergebnis, so wire eine automatische oder halb-
automatische Verfeinerung der Abstraktion von grofler Hilfe. Dazu miissten er-
stens Makro-Zusténde identifiziert werden, die fiir die Unbestimmtheit des Ergeb-
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nisses verantwortlich sind, und zweitens eine ausreichend feine Abstraktion fiir die
Zusténde gefunden werden, die durch den Makro-Zustand repréisentiert werden.

Weiterhin wére es interessant zu sehen, von welchem Nutzen die vorgestellte Ab-
straktionstechnik in der Praxis ist. Dazu miisste zunéchst ein Model Checker im-
plementiert werden. Die Untersuchung einiger Fallstudien sollte dann iiber die Pra-
xistauglichkeit Aufschluss geben. Im Rahmen der Fallstudien wiren auch Moglich-
keiten fiir die automatische oder halbautomatische Generierung von sinnvollen Ab-
straktionen bzw. Partitionierungen des Zustandsraums zu erforschen.
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