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KurzdarstellungIn der heutigen Zeit, in der der Bedarf an immer komplexer werdender Software in immer kürze-ren Abständen ständig steigt und eingebettete Systeme in immer mehr Lebensberei
hen Einzughalten, gewinnt die Softwareveri�kation zunehmend an Bedeutung. Glei
hzeitig �nden heapba-sierte, dynamis
he Datenstrukturen in den modernen Programmierkonzepten mehr und mehrVerwendung und sind aus diesen längst ni
ht mehr wegzudenken. Bei der Veri�zierung stellenunendli
he Zustandsräume, wie sie bei der Auswertung von Programmen auftreten, die mithilfevon heapbasierten, dynamis
hen Datenstrukturen arbeiten, ein Problem dar. Dur
h Abstrakti-onste
hniken lassen si
h jedo
h endli
he Repräsentation herstellen, auf denen dann Te
hnikenwie Model Che
king zur Veri�kation angewandt werden können. Als Grundlage zur Abstraktionkönnen Hyperkantenersetzungsgrammatiken (engl. hyperedge repla
ement grammar, HRG) die-nen, die � um Korrektheit des Vorgehens gewährleisten zu können � einige spezielle Eigens
haftenbesitzen müssen. Die Form einer geeigneten Grammatik hängt dabei stark von der zugrunde lie-genden Datenstruktur und dem Zeiger-Programm ab. Um den Nutzer ni
ht vor das Problem desGrammatikentwurfs stellen zu müssen, ist das automatis
he Generieren von geeigneten HRGszu gegebenen Zeiger-Programmen sowie die Herstellung der geforderten Eigens
haften von gros-sem Interesse. In dieser Diplomarbeit werden die Anforderungen an HRGs zur Heapabstraktionim Detail diskutiert, um im Ans
hluss einen Algorithmus zur Konstruktion einer diese Eigen-s
haften erfüllenden, äquivalenten Grammatik angeben zu können. Mit diesen Voraussetzungenwird dann ein Lernalgorithmus erarbeitet, der als Resultat eine für Abstraktionszwe
ke geeigneteHyperkantenersetzungsgrammatik liefert.
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Kapitel 1
EinleitungIn Zeiten, wo immer komplexere Software in immer kürzeren Produktionszeiten entwi
kelt wirdund eingebettete Systeme in immer mehr Lebensberei
hen Einzug halten, in denen Fehlfunktionenernstzunehmende Konsequenzen na
h si
h ziehen, gewinnt die Softwareveri�kation zunehmend anBedeutung. Glei
hzeitig sind heapbasierte Datenstrukturen in den heutigen Programmierkonzep-ten allzeit präsent und aus diesen längst ni
ht mehr wegzudenken. Dadur
h, dass zur LaufzeitObjekte erstellt oder entfernt werden können, und damit die Menge der mögli
hen Heapzuständeim Allgemeinen unendli
h und zur Kompilierzeit ni
ht bestimmbar ist, stellen sie allerdings fürdie meistgenutzten Veri�kationste
hniken ein Problem dar. Man ist daher bemüht potentiell un-endli
he Strukturen dur
h endli
he Abstraktionen zu repräsentieren ohne relevante Informationenzu verlieren.Eine Mögli
hkeit zur Abstraktion von Heapzuständen bietet das Konzept der Hyperkantenerset-zungsgrammatiken [Hab92℄. Dabei wird ein Heapzustand dur
h einen Hypergraphen repräsen-tiert, die Produktionsregeln der Grammatik werden zum Abstrahieren und Konkretisieren derHypergraphen angewandt. Die grundlegende Idee besteht darin, die Rü
kwärtsanwendung vonProduktionsregeln zuzulassen, diesen Vorgang bezei
hnen wir als Abstraktion. Falls notwendigkönnen abstrahierte Teilgraphen dur
h normale Regelanwendung wieder konkretisiert werden.Dies hat zur Folge, dass keine Semantik für die abstrakten Teile der Graphen gebrau
ht wird, daOperationen nur auf konkreten Teilgraphen ausgeführt werden müssen [RN08℄.Zur korrekten Abstraktion von Heapzuständen muss eine HRG festgelegte notwendige Eigen-s
haften erfüllen, damit z.B. gewährleistet wird, dass keine relevanten Informationen, wie dieAnzahl und der Inhalt von Programmvariablen, verloren gehen. Die rü
kwärtige Nutzung vonProduktionsregeln führt zusätzli
h zu weiteren Anforderungen an die Grammatik, damit die Ter-minierung des Abstraktionsvorgangs oder die Existenz entspre
hender Konkretisierungsregeln ga-rantiert werden können. Für die Abstraktion geeignete HRGs nennen wir Heapabstraktionsgram-3



Kapitel 1 Einleitungmatiken. Es existiert allerdings keine universelle Heapabstraktionsgrammatik, vielmehr hängtdiese stark von dem betra
hteten Zeiger-Programm ab und muss individuell für dieses erstelltwerden. Dabei hat man vers
hiedene Mögli
hkeiten eine HRG zu bestimmen: manuell dur
h ge-naue Betra
htung der Datenstruktur und der zu veri�zierenden Anwendung, automatis
h dur
hInferenz einer Grammatik aus einer Beispielmenge von Graphen und Lernen von Grammati-kregeln während der Programmausführung oder eine Kombination der genannten Ansätze. Beijeder Grammatikgenerierung muss im Na
hhinein si
hergestellt sein, dass alle für ein korrektesAbstraktionsverfahren benötigten Anforderungen in der erstellten HRG gegeben sind. Um demAnwender die häu�g s
hwierige Grammatikgenerierung abzunehmen, wird in dieser Diplomarbeitein Algorithmus zum automatis
hen Lernen von HRGs vorgestellt. Als Grundlage dient der Al-gorithmus zum Inferieren von Hyperkantenersetzungsgrammatiken aus [JK90℄. Das Lernen vonGrammatiken wird dabei ausgehend von einer Positivmenge von Eingabegraphen dur
h iterativeDekomposition von Graphen realisiert.Der Algorithmus arbeitet mit einer Beispielmenge von ungeri
hteten und unbes
hrifteten Einga-begraphen und weist zudem ho
hgradig ni
htdeterministis
hes Verhalten auf, weshalb er in derursprüngli
hen Form für hier betra
htete Zwe
ke ni
ht einsatzfähig ist. Daher wird anlehnend eindeterministis
her Lernalgorithmus entwi
kelt, der sowohl mit Hypergraphen als Eingabe umge-hen kann als au
h das Lernen von weiteren Produktionsregeln während der Programmausführungunterstützt. Initiiert wird dieser dur
h das Auftreten eines Heapzustandes, der dur
h vorhandeneProduktionsregeln ni
ht ausrei
hend abstrahiert werden kann. Für den Lernprozess werden fünfBasisoperationen benötigt, die als Resultat eine erweiterte Grammatik liefern, anhand derer si
hder zuvor problematis
he Heapzustand nun abstrahieren lässt. Der Algorithmus soll zusätzli
hgewährleisten, dass die für eine Heapabstraktionsgrammatik geforderten Eigens
haften gegebensind. Im Verlauf der Arbeit hat si
h die Idee, während der Grammatikkonstruktion auss
hlieÿli
hProduktionsregeln zu erlernen, die geforderte Eigens
haften ni
ht verletzen, als problematis
hherausgestellt und es wurde eine alternative Lösung gesu
ht.Getrennt vom Lernvorgang wurde ein Algorithmus entworfen, der zu einer gegebenen Grammatikeine äquivalente Grammatik konstruiert, die alle Anforderungen zur Heapabstrakion erfüllt. Erberuht auf einer Umformung der Eingabegrammatik in eine Normalform, die es dur
h einfa
heKantenersetzung erlaubt, die geforderten Eigens
haften herzustellen. In [EHL94℄ ist bereits eineähnli
he Konstruktion für die Greiba
h Normalform betra
htet worden. Da sie aber auss
hlieÿli
hfür HRG-Spra
hen mit bes
hränktem Grad vorgesehen ist und damit ni
ht mit Datenstrukturenwie z.B. gewurzelten Bäumen arbeiten kann, wurde basierend auf der Greiba
h Normalform eineneue Normalform entworfen, die au
h unbes
hränkten Eingangsgrad zulässt. Die Umformungeiner Eingabe-HRG in diese neue Normalform erfolgt analog zum Algorithmus der Greiba
hNormalform. Knoten mit unbes
hränktem Eingangsgrad müssen jedo
h getrennt betra
htet undaufgesplittet werden, um weiterhin Korrektheit des Verfahrens gewährleisten zu können.Diese vom eigentli
hen Lernalgorithmus abgekoppelte Vorgehensweise hat den Vorteil, dass sie es4



ermögli
ht au
h eine Startgrammatik � sollte der Nutzer eine vorgeben wollen � in eine geeigneteHeapabstraktionsgrammatik umformen zu können.S
hlussendli
h erhalten wir dur
h die Kombination beider Algorithmen � des Lernalgorithmussowie des Algorithmus zur Herstellung der Normalform � eine zulässige Heapabstraktionsgram-matik, die zur Laufzeit des zu veri�zierenden Programmes automatis
h erlernt werden kann. Dabeisteht es dem Nutzer frei eine Startgrammatik vorzus
hlagen, oder diese na
h Bedarf generierenzu lassen.Aufbau der Arbeit In Kapitel 2 werden wi
htige Grundlagen zu Hypergraphen und Hy-perkantenersetzungsgrammatiken eingeführt. Auÿerdem wird in einem Unterabs
hnitt auf dieÜbertragbarkeit zweier herkömmli
her Graphalgorithmen auf HRGs betra
htet, da diese Algo-rithmen später im Lernprozess benötigt werden. Daran ans
hlieÿend bes
häftigt si
h Kapitel 3mit der Heaprepräsentation dur
h Hypergraphen, sowie mit ihrer Abstraktion und Konkretisie-rung dur
h HRGs. Der zweite Teil des Kapitels bes
häftigt si
h mit den Anforderungen an Hea-pabstraktionsgrammatiken, Eigens
haften wie Kontextfreiheit, Variablenfreiheit und lokal apexwerden vorgestellt. Das darau�olgende Kapitel 4 widmet si
h der lokalen Apex-Eigens
haft. Sieist die komplexeste Eigens
haft, die an Heapabstraktionsgrammatiken gestellt wird. Ihre Gül-tigkeit wird im Lernprozess zu einer gegebenen HRG dur
h die Konstruktion einer äquivalentenGrammatik mit lokaler Apex-Eigens
haft si
hergestellt. Diese Konstruktion wird im Verlauf desKapitels erarbeitet. Unter Zuhilfenahme der Apex-Konstruktion wird in Kapitel 5 ein Lernalgo-rithmus für HRGs entwi
kelt, der anhand von fünf Basisoperationen eine bestehende Grammatikum weitere Produktionsregeln erweitert, sobald eine Abstraktion ein im Programmverlauf deszu veri�zierenden Zeiger-Programmes auftretender Heapzustand dur
h bestehende Regeln ni
htausrei
hend mögli
h ist. Abs
hlieÿend werden in Kapitel 6 die Ergebnisse der Arbeit zusammen-gefasst und für den Lernalgorithmus interessante Fragestellungen aufgeführt, deren Betra
htungfür weitere Arbeit auf dem Gebiet der Heapabstraktion von Interesse ist.
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Kapitel 2GrundlagenHyperkantenersetzungsgrammatiken lassen si
h bei der Abstraktion von auf heap-basierten, dy-namis
hen Datenstrukturen basierenden Zeigerprogrammen als intuitive, graphis
he Modellier-spra
he einsetzen und bieten in den meisten Fällen ausrei
hende Ausdru
ksstärke [HNR09℄. Indiesem Kapitel werden Grundlagen von Hypergraphen und Graphersetzungsgrammatiken sowiewi
htige Begri�e eingeführt, die zum besseren Verständnis der na
hfolgenden Kapitel beitragen.Die De�nitionen halten si
h an die Doktorarbeit [Hab92℄, diese haben si
h als gute Grundlage imVerlauf der Arbeit herausgestellt.2.1 Hyperkanten und HypergraphenHypergraphen stellen eine Generalisierung der im Allgemeinen übli
hen Graphen dar, indem sienormale Kanten dur
h Hyperkanten ersetzen. Eine Hyperkante erweitert das Konzept der Kantendarum, dass sie eine beliebige Anzahl von anliegenden Knoten besitzen kann, anstatt auf zweiKnoten bes
hränkt zu sein. Eine übli
he, geri
htete Kante lässt si
h dabei dur
h eine Hyperkantemit genau zwei anliegenden Knoten darstellen.De�nition 2.1.1 (Hyperkante) Eine Hyperkante v ist ein bes
hriftetes Objekt mit einer ge-ordnete Menge von anliegenden Tentakeln.Bevor wir zur der De�nition von Hypergraphen kommen, betra
hten wir no
h einige grundlegendeAnnahmen und Notationen. Sei Σ ein Alphabet. Wir nehmen im Folgenden an, dass si
h Σ ausden disjunkten Mengen T und N zusammensetzt, d.h. dass Σ = N ∪ T und N ∩ T = ∅ gilt.7



Kapitel 2 GrundlagenWir bezei
hnen die Menge N als Ni
htterminalmenge und nutzen Grossbu
hstaben, um ihreElemente zu bezei
hnen. T hingegen nennen wir Terminalmenge, ihre Elemente werden dur
hKleinbu
hstaben gekennzei
hnet. Weiterhin de�nieren wir zu einer Menge V die Menge allerZei
henketten über V mit V ∗. Für eine Element ω ∈ V ∗ s
hreiben wir |ω| für die Länge von
ω und ω(i) für das i-te Zei
hen von ω. Die Identitätsfunktion auf einer Menge V wird mit idVbezei
hnet. Abs
hlieÿend de�nieren wir die Restriktion f |E′ einer Funktion f : E → V als
f |E′ : E′ → V , f(e) = f(e) , ∀e ∈ E′, falls E′ ⊆ E.De�nition 2.1.2 (Hypergraph über Σ) Ein Hypergraph H über dem Alphabet Σ ist ein 5-Tupel (V,E, lab, att, ext) mit den folgenden Komponenten:

• V - Knotenmenge
• E - Menge von Hyperkanten
• lab : E → Σ - Bes
hriftungsfunktion
• att : E → V ∗ - Bindungsfunktion
• ext ∈ V ∗ - externe Knoten

VH , EH , labH , attH , extH bes
hreibt die einzelnen Komponenten von H. Die Menge aller Hyper-graphen über Σ wird mit HΣ bezei
hnet .Bemerkung 2.1.1 Eine Kante mit Ni
htterminalbezei
hner nennen wir Ni
htterminalkante.Diese Konvention gilt analog für Terminalsymbole. Ein Knoten wird als Ni
htterminalknotenbezei
hnet, wenn an ihm mindestens eine Ni
htterminalkante anliegt.Die Menge der an einem Knoten v anliegenden Kanten wird mit E(v) bezei
hnet. Den an einerKante e dur
h Tentakel i anliegenden Knoten v erhält man mit v = nod(e, i) = att(e)(i).Notation 2.1.1 Zur graphis
hen Darstellung eines Hypergraphen orientiert si
h diese Arbeit aneinem weitverbreiteten Standard. Knoten werden dabei als Kreise dargestellt, während Hyperkan-ten dur
h Re
hte
ke und von diesen ausgehenden Tentakeln als ungeri
htete Kanten abgebildetwerden. Sowohl die Tentakeln einer Hyperkante als au
h die externen Knoten werden aufstei-gend, beginnend bei 1, mit natürli
hen Zahlen i ∈ N bes
hriftet. Terminalkanten bilden bei dieserNotation eine Ausnahme, sie werden als herkömmli
he, geri
htete Kante dargestellt. Der Quell-knoten ist dabei der an Tentakel 1 anliegenden Knoten.8



2.1 Hyperkanten und Hypergraphen
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Abbildung 2.1: Graphis
he Darstellung eines HypergraphenBeispiel 2.1.1 Ein Beispiel für eine graphis
he Darstellung eines Hypergraphen ist in Abbildung2.1 zu �nden.Die grün hinterlegten Knoten, die mit i ∈ [1, 3] bes
hriftet sind, stellen die externen Knoten dar.Die geri
hteten Kanten mit Bes
hriftungen l, r und n sind Terminalkanten. Das Re
hte
k oberhalbdes zweiten externen Knotens entspri
ht einer Ni
htterminalkante. Sie besitzt drei Tentakel, diewiederum eine Zahl i ∈ [1, 3] tragen.Führen wir an dieser Stelle no
h einige im weiteren Verlauf nützli
he De�nitionen bezügli
hHypergraphen ein.De�nition 2.1.3 (Rang eines Hypergraphen/einer Hyperkante) Der Rang eines Hyper-graphen rk(H) entspri
ht der Anzahl seiner externen Knoten, d.h. rk(H) = |ext(H)|. Der Rangeiner Hyperkante rk(e) entspri
ht der Anzahl der ihr zugeordneten Knoten, d.h. rk(e) = |att(e)|.Die Menge aller externen Knoten eines Hypergraphen H notieren wir als [extH ] = {v ∈ V | v =
ext(i) für ein 1 ≤ i ≤ rk(H)}.De�nition 2.1.4 (Henkel) Sei A ∈ Σ. Wir nennen einen Hypergraphen H = (V,E, lab, att, ext)ein A-Henkel A•, falls |V | = |ext| und E = {e} mit ∀v ∈ V : v = ext(i) ∧ v = nod(e, i) gilt, fürein i ∈ [1, |ext|]. Die Bezei
hung A(m)• wird analog verwand, wenn rk(e) = m. 9



Kapitel 2 Grundlagen2.2 HyperkantenersetzungsgrammatikIn diesem Abs
hnitt wird das Konzept der Hypergraphen um Grammatiken erweitert, die diegezielte Ersetzung von Hyperkanten dur
h komplette Hypergraphen erlauben. Diese Grammati-ken werden Hyperkantenersetzungsgrammatiken genannt. Sie arbeiten im Grunde analog zu denbekannten Stringgrammatiken. Jedo
h wird bei Anwendung einer Produktionsregel kein Zei
hendur
h eine Zei
henkette ersetzt, sondern eine Hyperkante dur
h einen Hypergraphen. Die linkenSeiten der Produktionsregeln sind daher mit Ni
htterminalen bes
hriftet. Bei der Ersetzung vonHyperkanten muss man jedo
h auf eine Feinheit a
hten: Hyperkante und Hypergraph müssen denglei
hen Rang haben, d.h. die Anzahl der dur
h die Entfernung der Hyperkante �freigegebenen�Knoten entspri
ht der Anzahl der Knoten des Hypergraphen, die �angedo
kt� werden sollen. Be-vor wir zur De�nition einer Hyperkantenersetzungsgrammatik kommen, formalisieren wir vorerstdas hier intuitiv bes
hriebene Konzept der Kantenersetzung.De�nition 2.2.1 (Hyperkantenersetzung) Gegeben ein Hypergraph H. Die Ersetzung derHyperkante e ∈ EH dur
h einen Hypergraphen K induziert eine zulässige Hyperkantenersetzung
H[K/e], falls rk(e) = rk(K) gilt. Es entsteht ein Hpergraph H[K/e] = (V ′, E′, lab′, att′, ext′) wiefolgt:

• V ′ = VH ∪ (VK \ [extK ])

• E′ = (EH \ {e}) ∪ EK

• lab′ = (labH | (EH \ {e})) ∪ labK

• att′ = repl ◦ (attH | (EH \ {e})) ∪ attK mit
repl = idVH[K/e]

[extK(1)/attH (e)(1), . . . , extK(rk(e))/attH (e)(rk(e))]

• ext′ = extHAnhand dieser Grundlagen de�nieren wir nun Grammatiken, die dur
h Kantenersetzung aufHypergraphen operieren.De�nition 2.2.2 (Produktionsregel) Gegeben die Menge von Hypergraphen HΣ sowie eineMenge von Ni
htterminalen N ∈ Σ. Eine Produktionsregel p = (X,H) ist ein geordnetes Paarmit X ∈ N und H ∈ HΣ.Bemerkung 2.2.1 Im Folgenden wird eine Produktionsregel (X,H) au
h als X → H ges
hrie-ben und wir bezei
hnen X als die �linke Seite� der Produktion, analog H als �re
hte Seite�.10



2.2 HyperkantenersetzungsgrammatikDe�nition 2.2.3 (Hyperkantenersetzungsgrammatik) Sei Σ eine Alphabet. Eine kontext-freie Hyperkantenersetzungsgrammatik G ist ein 4-Tupel (N,T, P, S) mit:
• N : Menge von Ni
htterminalen, wobei N ∈ Σ

• T : Menge von Terminalen, wobei T = Σ \N

• P : Menge von Produktionsregeln über N
• S: Axiom bzw. Ausgangsgraph mit S ∈ HΣBemerkung 2.2.2 Die Menge aller HRGs über dem Alphabet Σ bezei
hnen wir mit HRGΣ.Die Menge der X-Grammatikregeln, d.h. alle Regeln der Form X → H, einer HRG G wird imFolgenden mit GX bezei
hnet.Na
hdem de�niert wurde, wie eine Hyperkantenersetzungsgrammatik aussieht, soll nun geklärtwerden, was wir unter der Spra
he verstehen, die diese Grammatik bes
hreibt. Bei Stringgram-matiken lassen si
h �Sätze� einer Spra
he bilden, indem man Ni
htterminale - ausgehend vomStartsymbol - sukzessive anhand der Produktionsregeln ersetzt. Übertragen auf Hypergraphgram-matiken werden neue Hypergraphen abgeleitet, indem man ausgehend vom Axiom, Hyperkantendur
h Hypergraphen ersetzt.De�nition 2.2.4 (Ableitung) Seien H1,H2 zwei Hypergraphen über dem Alphabet Σ. H2 lässtsi
h mittels einer Produktionsregel p : (X,K) von H1 ableiten, wenn in H1 eine Hyperkante emit lab(e) = X existiert, H1[K/e] zulässige Hyperkantenersetzung ist und H2 = H1[K/e].Bemerkung 2.2.3 Lässt si
h ein Hypergraph H2 dur
h eine Produktionsregel p von einem Hy-pergraphen H1 ableiten, s
hreiben wir verkürzt au
h H1

p
⇒ H2.De�nition 2.2.5 (Spra
he einer Hypergraphgrammatik) Die Spra
he, die eine Hypergraph-grammatik G = (N,T, P, S) bes
hreibt, wird mit L(G) bezei
hnet und besteht aus allen Hypergra-phen, die auss
hlieÿli
h Terminalkanten besitzen und vom Axiom S ausgehend, abgeleitet werdenkönnen, d.h.

L(G) = {H ∈ HT |S
P
⇒

∗
H}. 11



Kapitel 2 GrundlagenBeispiel 2.2.1 Zum besseren Verständnis von Hyperkantenersetzungsgrammatiken, dem Dur
h-führen von Kantenersetzung und zugehörigen oben eingeführten De�nitionen, betra
hten wir andieser Stelle ein ausführli
hes Beispiel. Als Grundlage dient die Datenstruktur aller binärer Bäu-me mit verketteter Blattfront, die uns au
h in den na
hfolgenden Kapiteln immer wieder als Fort-führung dieses Beispiels begleiten wird. Denn sie ist ni
ht unnötig komplex und bietet trotzdemeine breite Palette an Eigens
haften, die viele Problematiken bei der Erstellung einer Heapabstrak-tionsgrammatik aufzeigen können. Einen Beispielbaum mit verketteter Blattfront ist in Abbildung2.2 gegeben. Eine Grammatik G, die jeden saturierten Binärbäum mit verketteter Blattfront er-zeugen kann, ist in Abbildung 2.3 zu �nden.
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nnnAbbildung 2.2: Beispielgraph: binärer Baum mit verketteter Blattfront
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nAbbildung 2.3: Grammatik: binärer Baum mit verketteter BlattfrontIn Abbildung 2.3 sind vier Produktionsregeln (B,H1), . . . , (B,H4) gegeben. Die linken Regelseitensind auss
hlieÿli
h mit dem Ni
htterminal B bes
hriftet, daher gilt in diesen Fall GB = G. Die12



2.3 Hypergraphen und HRGs: grundlegende Eigens
haftenHypergraphen der vier re
hten Regelseiten sind alle vom Rang 3, d.h. sie besitzen drei externeKnoten. Der Rang der Hyperkanten mit Bes
hriftung B aus der zweiten, sowie aus allen weiterenRegeln, beträgt wiederum 3, da sie jeweils 3 anliegende Knoten besitzt.Der Vollständigkeit halber s
hauen wir uns no
h einen Ableitungss
hritt an, um den Vorgangder Kantenersetzung am Beispiel deutli
h zu ma
hen. Betra
hten wir den Hypergraphen aus derzweiten Regel (B,H2) der Beispielgrammatik. Die vorhandene Ni
htterminalkante e mit der Be-s
hriftung B soll gemäÿ einer Produktionsregel p : (B,H) ersetzt werden. Dies ist natürli
h nurmögli
h, falls H2[H/e] eine zulässige Kantenersetzung induziert. Wählen wir hier die einzigeTerminalregel der Grammatik � Regel 1 � gilt o�ensi
htli
h rk(B) = rk(H1) und damit bildet
H2[H1/e] eine zulässige Kantenersetzung. Abbildung 2.4 zeigt den resultierenden Hypergraphen
H2

′ des Ableitungss
hrittes. Dieser Ableitungss
hritt lässt si
h damit verkürzt dur
h H2
p
⇒ H2

′darstellen. Da wie oben bes
hrieben rk(B) = rk(H2) gilt, lässt si
h H2 wiederum aus dem B-Henkel herleiten, d.h. B(3)• ⇒ H2 ⇒ H2
′. Weiterhin ist anzumerken, dass H2

′ ein Terminalgraphist, d.h. H2
′ ∈ HT und in der Spra
he L(G) liegt, falls S P

⇒
∗
H2.
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nAbbildung 2.4: Kantenersetzung: binärer Baum mit verketteter Blattfront
2.3 Hypergraphen und HRGs: grundlegendeEigens
haftenIm weiteren Verlauf sind einige grundlegende Eigens
haften, die Hypergraphen oder Hyperkan-tenersetzungsgrammatiken von Haus aus mitbringen, sehr hilfrei
h. Au
h ist es man
hmal nötig,zusätzli
he Anforderungen an Graph oder Grammatik zu stellen, um diese sinnvoll einsetzen zukönnen. In diesem Abs
hnitt sollen allgemein bekannte Eigens
haften erläutert werden. 13



Kapitel 2 Grundlagen2.3.1 Inhärente Eigens
haftenZu den bekanntesten und wi
htigsten Eigens
haften bzw. Folgerungen, die per De�nition bereitsvon jeder HRG erfüllt sind, gehört die Kontextfreiheit. Ein formaler Beweis dieser Eigens
haftfür HRGs ist in [Eng97℄ zu �nden. Er benötigt einige grundlegende Eigens
haften der Kantener-setzung in Hypergraphen, die daher no
h vor dem Kontextfreiheitslemma für HRGs betra
htetwerden sollen. Da sie bereits dur
h andere Formalismen, die auf Ersetzung anhand von Gram-matikregeln basieren, bekannt sind, folgt hier nur eine kurze Aufzählung. Für zugehörige Beweisesiehe [Cou87℄.Sequenzierung & Parallelisierung SeiH ein Hypergraph mit Ni
htterminalkanten e1, . . . , en ∈
EH und Hi ein Hypergraph mit rk(Hi) = rk(ei), i ∈ [1, . . . , n]. Dann gilt:

H[H1/e1, . . . ,Hn/en] = H[H1/e1] . . . [Hn/en].Kon�uenz Sei H ein Hypergraph mit zwei Ni
htterminalkanten e1, e2 ∈ EH und Hi ein Hyper-graph mit rk(Hi) = rk(ei), i ∈ {1, 2}. Dann gilt:
H[H1/e1][H2/e2] = H[H2/e2][H1/e1].Assoziativität Seien H,H1,H2 Hypergraphen mit Ni
htterminalkanten e1 ∈ EH und e2 ∈ EH1 ,so dass rk(e1) = rk(H1) und rk(e2) = rk(H2). Dann gilt:
H[H1/e1][H2/e2] = H[H1[H2/e2]/e1]Die Eigens
haft der Sequenzierung und Parallelisierung besagt, dass glei
hzeitige Ausführung vonKantenersetzung in demselben Hypergraphen resultiert wie die Ausführung der einzelnen Kante-nersetzungen hintereinander. Dies ist au
h der Grund, warum es für De�nition 2.2.1 ausrei
hendist, die Ersetzung einer einzelnen Hyperkante zu betra
hten. Kon�uenz folgt eigentli
h direkt ausder Sequenzierung und Parallelisierung und bes
hreibt die Tatsa
he, dass es keinen Unters
hiedma
ht, in wel
her Reihenfolge die Ni
htterminalkanten des Ausgangsgraphen dur
h Hypergra-phen ersetzt werden. Die Assoziativität der Kantenersetzung besagt, dass die Kantenersetzungnur lokale Auswirkungen auf den Hypergraphen hat, in dem sie angewandt wird. Der resultierendeHypergraph bleibt derselbe, egal ob im Ausgangshypergraphen eine Kante ersetzt und in diesemneuen Teilgraphen wiederum Kantenersetzung dur
hführt wird, oder ob erst die Kantenersetzungin einem Hypergraphen dur
hführt wird, um diesen dann für eine Kante im Ausgangsgraphenaustaus
hen.14



2.3 Hypergraphen und HRGs: grundlegende Eigens
haftenAus den obigen Eigens
haften lässt si
h die Kontextfreiheit von Hyperkantenersetzungsgramma-tiken mithilfe von Induktion direkt folgern. Für String-Grammatiken ist die Kontextfreiheit eineverbreitete Eigens
haft. Ihr Hauptmerkmal ist die implizite Aussage, dass Ableitungen in Teila-bleitungen zerlegt und beliebig wieder zusammengefügt werden können. Da dieses wi
htige Merk-mal au
h für HRGs gilt, wird das folgende Lemma häu�g als Kontextfreiheitslemma für HRGsbezei
hnet. Detaillierte Beweise sind in [Eng97, Hab92, Lau88℄ zu �nden. Zur Überprüfung, ob füreine Spra
he eine kontextfreie HRG existiert, gibt es � völlig analog zu String-Grammatiken � einPumping-Lemma, wel
hes hier ni
ht näher betra
htet werden soll. Details zum Pumping-Lemmasind in [Hab92℄ zu �nden.Lemma 2.3.1 (Kontextfreiheit von HRGs) Gegeben eine HRG G = (N,T, P, S) über demAlphabet Σ, ein Hypergraph H ∈ HRGΣ und ein Terminalgraph K ∈ HRGT . Seien e1, . . . , endie Ni
htterminalkanten von H mit labH(ei) = Xi, i ∈ [1, . . . , n]. Dann gilt:
H ⇒∗ K gdw.∃K1, . . . ,Kn ∈ HRGT mit K = H[K1/e1] . . . [Kn/en] und Xi(rk(ei))

• ⇒∗ Ki füralle 1 ≤ i ≤ n.Es gilt sogar, dass die Länge der Ableitung H ⇒∗ K glei
h der Summe der Längen der Ableitungen
Xi(rk(ei))

• ⇒∗ Ki für 1 ≤ i ≤ n ist.An dieser Stelle sei no
h erwähnt, dass einige bekannte Normalformen für String-Grammatikenin sehr ähnli
her Form au
h für HRGs existieren und ihre Konstruktion fast analog verläuft. ImKapitel 4 wird ein Vertreter � die Greiba
h Normalform � für HRGs ausführli
h diskutiert.Einen ähnli
hen Sa
hverhalt bes
hreibt au
h das Dekompositionslemma, wel
hes si
h als Folge-rung aus den obigen Eigens
haften von HRGs ergibt. Für den Beweis sei an dieser Stelle ledigli
hauf [Hab92, Cou87, Lau88℄ verwiesen.Lemma 2.3.2 (Dekompositionslemma) Gegeben eine HRG G = (N,T, P, S) und Hyper-graphen H,K ∈ HRG(N∪T ). Seien e1, . . . , en Ni
htterminalkanten von H mit labH(ei) ∈ N ,
1 ≤ i ≤ n. Dann gilt:
(H ⇒∗ K) ⇔ (∃K1, . . . ,Kn ∈ HRG(N∪T ) : K = H[K1/e1, . . . ,Kn/en] ∧ Xi(rk(ei))

• ⇒∗

Ki, ∀ 1 ≤ i ≤ n)2.3.2 Spezielle Eigens
haftenBetra
hten wir no
h einige weitere Anforderungen, die des öfteren an HRGs gestellt werden,beginnend mit den von String-Grammatiken bekannten Eigens
haften der Produktivität und desWa
hstums. 15



Kapitel 2 GrundlagenDe�nition 2.3.1 (Produktivität einer HRG) Gegeben eine HRG G ∈ HRGΣ. Die Gram-matik G ist produktiv, wenn sie auss
hlieÿli
h Ni
htterminale besitzt, aus denen Terminalgraphen(Graphen, die nur Terminalkanten enthalten) ableitbar sind, d.h. ∀X ∈ NΣ : L(G,X•) 6= ∅.Um die Bedeutung der wa
hsend-Eigens
haft für Hyperkantenersetzungsgrammatiken erfassen zukönnen, wird ein Maÿ für die Gröÿe eines Hypergraphen benötigt, die wir dur
h seine Anzahl anKanten und Knoten de�nieren.De�nition 2.3.2 (Gröÿe eines Hypergraphen) Sei H = (V,E, lab, att, ext) ein Hypergraph.Wir bezei
hnen seine Gröÿe mit |H|, wobei |H| = |V | + |E|.De�nition 2.3.3 (Wa
hsende HRG) Gegeben eine HRG G ∈ HRGΣ. Die Grammatik G istwa
hsend, falls für jede ihrer Regeln (X,H) mit H /∈ HGT die re
hte Produktionsseite gröÿer istals die linke Produktionsseite, d.h. ∀X → H ∈ G : labH(EH) ∩NΣ 6= ∅ → |X•| < |H|.Eine weitere Anforderung ist die Isolationsfreiheit von Hypergraphen. Sie besagt, dass es keinealleinstehenden externen Knoten geben darf.De�nition 2.3.4 (Isolationsfreiheit) Ein Hypergraph H ist isolationsfrei, wenn alle ihm zuge-hörigen externen Knoten mindestens eine anliegende Kante besitzen, d.h. einen Grad ≥ 1 haben.Eine HRG G ist isolationsfrei, wenn alle re
hten Produktionsregelseiten isolationsfrei sind.Lemma 2.3.3 (Erhaltung der Isolationsfreiheit [Eng92℄) Gegeben zwei isolationsfreie Hy-pergraphen H,K. Wenn H eine Ni
htterminalkante e besitzt mit rk(e) = rk(K), dann ist au
hder Hypergraph H[K/e] isolationsfrei.Bisher wurden keine weiteren Anforderungen an HRGs gestellt, was die Bes
hriftung oder dieForm der Hyperkanten betri�t. So dürfen zum Beispiel Hyperkanten mit vers
hiedenen Rängendieselben Bezei
hner tragen oder mehrere Tentakel einer Hyperkante an ein und demselben Kno-ten anliegen. Spezielle HRGs, in denen diese Fälle ni
ht auftreten dürfen, werden als typisiertbzw. wohlgeformt bezei
hnet.De�nition 2.3.5 Eine HRG G = (N,T, P, S) wird typisiert genannt, wenn eine Funktion ltype :
N → N × N existiert, so dass Folgendes erfüllt ist: (∀RmitA → R ∈ P,∀e ∈ ERmit labR(e) ∈
N : ltype(labR(e)) = rk(e)) ∧ (∀(A,R) ∈ P : ltype(A) = rk(R)).16



2.3 Hypergraphen und HRGs: grundlegende Eigens
haftenDe�nition 2.3.6 Ein Hypergraph HΣ ist wiederholungsfrei, falls extH(i) 6= extH(j) für alle
i, j ∈ [1, rk(H)] mit i 6= j. Eine Hyperkante e ∈ EH ist wiederholungsfrei, falls attH(e, i) 6=
attH(e, j) für alle i, j ∈ [1, rk(e)] mit i 6= j. Eine HRG ist wiederholungsfrei, falls alle ihrere
hten Produktionsregelseiten wiederholungsfrei sind.De�nition 2.3.7 Eine HRG G = (N,T, P, S) ist wohlgeformt, falls sie wiederholungsfrei ist undalle mit Bezei
hnern aus N versehenen Hyperkanten in G wiederholungsfrei sind.Dass diese Eigens
haften keine Eins
hränkung für HRGs darstellen, zeigen das Typisierungstheo-rem und das Wohlgeformtheitstheorem aus [Hab92℄.Theorem 2.3.1 (Typisierungstheorem) Zu jeder HRG lässt si
h eine äquivalente, typisierteHRG konstruieren.Theorem 2.3.2 (Wohlgeformtheitstheorem) Zu jeder HRG lässt si
h eine äquivalente, wohl-geformte HRG konstruieren.Kommen wir an dieser Stelle no
h zur Apex-Eigens
haft. Anhand dieser lassen si
h HRGs kate-gorisieren, dessen Spra
he nur aus Hypergraphen mit bes
hränktem Grad besteht.De�nition 2.3.8 Eine HRG G = (N,T, P, S) wird als apex bezei
hnet, falls für jede Produk-tionsregel und darin an jedem externen Knoten auss
hlieÿli
h Terminalkanten anliegen. Analogwird ein Knoten v als apex bezei
hnet, wenn an ihm nur Terminalkanten anliegen.Wie bereits erwähnt lässt si
h zeigen, dass HRGs mit Apex-Eigens
haft genau die Spra
henbes
hreiben, die nur aus Hypergraphen mit bes
hränktem Grad bestehen. Theorem 2.3.3 forma-lisiert diese Eigens
haft. Für weitere Informationen und einem ausführli
hen Beweis zu dieserKategorisierung sei auf [EHL94℄ verwiesen.Theorem 2.3.3 ([EHL94℄) HRGs mit Apex-Eigens
haft erkennen genau die Hypergraph-Spra-
hen mit bes
hränkten Grad. 17



Kapitel 2 Grundlagen2.4 Graphalgorithmen für HRGsBeim automatisierten Lernen von Hyperkantenersetzungsgrammatiken zur Heapabstraktion be-nötigen wir Algorithmen zur Lösung verbreiteter Probleme, dem Errei
hbarkeitsproblem und denminimalen S
hnitt für Hypergraphen. In diesem Abs
hnitt stellen wir die benötigten graphen-theoretis
hen Grundlagen kurz vor und führen gängige Algorithmen ein.Das Errei
hbarkeitsproblem bes
häftigt si
h mit der Frage, ob im betra
hteten Graphen G =
(V,E) ein Weg von einem Knoten v1 zu einem weiteren Knoten v2 existiert, v1, v2 ∈ V . Ist einsol
her Weg vorhanden, nennen wir v2 von v1 aus errei
hbar. Dieses Problem lässt si
h � au
hin Hypergraphen � dur
h eine einfa
he Tiefen- oder Breitensu
he lösen und stellt uns vor keineweiteren S
hwierigkeiten, da die zur Heapabstraktion genutzten Hypergraphen endli
h sind. Fürdie im Abs
hnitt 5 benötigte Art der Errei
hbarkeit betra
hten wir alle Kanten im Hypergraphenals ungeri
htet.Als weiteres Problem soll der minimale S
hnitt (engl. min-
ut) zwis
hen zwei Knoten eines Gra-phen betra
htet werden. Dabei de�nieren wir ihn wie folgt.De�nition 2.4.1 (Minimaler S
hnitt) Gegeben ein ungeri
hteter Graph G = (V,E), sowiezwei Knoten v1, v2 ∈ V . Dann ist die Kantenmenge E(v1, v2) ein S
hnitt zwis
hen v1 und v2,falls im Graphen G = (V,E \ E(v1, v2)) kein Weg von v1 na
h v2 existiert. E(v1, v2) ist einminimaler S
hnitt, falls gilt: ∀E′(v1, v2) : |E(v1, v2)| ≤ |E′(v1, v2)|.Um zu einem gegebenen Graphen einen minimalen S
hnitt zu bestimmen, gibt es mehrere mehroder weniger bekannte Vorgehensweisen. Die meisten basieren auf Flussalgorithmen, die in einemNetzwerk den maximalen Fluss bestimmen um daraus einen minimalen S
hnitt im Graphenableiten zu können. Hierzu wird das Max-Flow-Min-Cut-Theorem benötigt, wel
hes den genauenZusammenhang von minimalem S
hnitt und maximalem Fluss formuliert.Theorem 2.4.1 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem [EFS56℄) Der maximale Fluss hat genauden Wert des minimalen S
hnitts im Netzwerk.Algorithmen, um den maximalen Fluss in einen Netzwerkes zu bere
hnen, sind zahlrei
h. Derwohl Bekannteste, der an dieser Stelle zumindest genannt werden sollte, ist der Ford-Fulkerson-Algorithmus [FF56℄. Seine grundlegende Idee besteht darin, sukzessive im Netzwerk den Flussentlang �ussvergröÿernder Pfade zu erhöhen, bis dies ni
ht weiter mögli
h ist.18



2.4 Graphalgorithmen für HRGsZur Vermeidung der Notwendigkeit für Hypergraphen einen neuen Algorithmus entwi
keln zumüssen, �übersetzen� wir den betra
hteten Hypergraphen im Vorfeld in einen gewöhnli
hen Gra-phen. Diese Umformung muss natürli
h eine sol
he Gestalt haben, dass na
h Bere
hnung desminimalen S
hnittes im gewöhnli
hen Graphen bestimmbar ist, wel
he Hyperkanten entspre-
hend für den Hypergraphen im minimalen S
hnitt enthalten sein müssen. Die �Übersetzung� istintuitiv: Hyperkanten werden dur
h den vollständigen Graphen zwis
hen den anliegenden Kno-ten ersetzt. Dieses Vorgehen garantiert, dass bei der Bere
hnung des S
hnittes Hyperkanten mitniedrigerem denen mit höherem Rang vorgezogen werden.Um den eigentli
hen Algorithmus zur Bere
hnung des minimalen S
hnittes anwenden zu können,muss der betra
htete Graph zuerst in ein Netzwerk konvertiert werden. Dazu wird jede ungeri
h-tete Kante dur
h zwei geri
htete ersetzt und jeder Kante die Kapazität 1 zugeordnet. Gehört eineder geri
hteten Kanten zum minimalen S
hnitt des Netzwerkes, wird die entspre
hende ungeri
h-tete Kante im Eingabegraphen in seinen minimalen S
hnitt aufgenommen.Der � wie oben bes
hrieben � bere
hnete S
hnitt wird im Ans
hluss wieder �rü
kübersetzt�. Dabeiwird eine Hyperkante in den S
hnitt des Hypergraphen aufgenommen, wenn mindestens eineihrer Stellvertreterkanten in der S
hnittmenge des gewöhnli
hen Graphen vorhanden ist. Mithilfedieser kleinen Umformungen lassen si
h mit gängigen Algorithmen minimale S
hnitte au
h fürHypergraphen bestimmen.Damit s
hlieÿen wir das Kapitel über die Grundlagen ab und widmen uns der Heapabstraktiondur
h Hyperkantenersetzunggrammatiken.
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Kapitel 3HeapabstraktionDur
h den immer gröÿer werdenden Ein�uÿ von objekt-orientierten Programmierspra
hen sindheapbasierte, dynamis
he Datenstrukturen au
h in der Softwareveri�kation immer häu�ger ander Tagesordnung. Objekte können zur Laufzeit - zur Kompilierzeit im Allgemeinen unabsehbar -generiert werden, wodur
h die Menge der Heapzustände und damit der Zustandsraum potentiellunendli
h wird. Unendli
he Zustandsräume stellen aber für viele Veri�kationste
hniken wie z.B.das Model Che
king ein Problem dar, da die Terminierung der Algorithmen ni
ht mehr garantiertwerden kann. Als logis
he Konsequenz werden entweder Veri�kationsalgorithmen gebrau
ht, diemit unendli
hen Zustandsräumen umzugehen vermögen oder Methoden zur Abstraktion, um diepotentiell unendli
he Menge von Heapzuständen dur
h endli
he Strukturen zu repräsentieren.Eine Mögli
hkeit zur Abstraktion von Heapzuständen bieten die im vorangegangenen Kapiteleingeführten Hyperkantenersetzungsgrammatiken. Dabei wird ein Heapzustand dur
h einen Hy-pergraphen repräsentiert, der dann dur
h Anwendung der Regeln der Grammatik abstrahiertbzw. konkretisiert werden kann. Da der Zustand des Heaps dur
h Abarbeitung des zu veri�zieren-den Programmes verändert wird, müssen wir au
h die Auswirkungen der einzelnen Anweisungenauf den Hypergraphen festlegen. Dies kann natürli
h ni
ht ges
hehen ohne si
h vorher auf einegrundlegende Programmierspra
he geeinigt zu haben. Mit der Problematik der Heaprepräsenta-tion dur
h Hypergraphen befasst si
h der nä
hste Abs
hnitt.3.1 HeaprepräsentationAls Ausgangspunkt zur Heaprepräsentation wird eine Programmierspra
he dienen, die mithilfevon Zeigern auf dem Heap operiert. Folgli
h muss es eine Mögli
hkeit geben Variablen und Zeigerdirekt im Hypergraphen zu modellieren. Um dies zu ermögli
hen werden zwei neue Mengen von21



Kapitel 3 HeapabstraktionTerminalkanten V arΣ und SelΣ eingeführt: V arΣ enthält Kanten vom Rang 1, die mit Varia-blennamen bes
hriftet sind, wohingegen SelΣ Kanten vom Rang 2 enthält, die mit Selektorenbes
hriftet werden. Dabei bilden diese Bezei
hner die gesamte Terminalmenge T des Alphabets
Σ eines heaprepräsentierenden Hypergraphen , d.h. TΣ = V arΣ ⊎SelΣ. Ein Hypergraph, der mitdiesen Mitteln einen Heapzustand repräsentiert, wird Heapkon�guration genannt. Diese darf fürjede Programmvariable hö
hstens eine Hyperkante enthalten.De�nition 3.1.1 Gegeben ein Hypergraph H über dem Alphabet Σ. H ist eine Heapkon�gurati-on, falls er keine externen Knoten besitzt und es gilt:

• ∀x ∈ V arΣ : |{e ∈ EH | labH(e) = x}| ≤ 1

• ∀v ∈ VH : ET (v) = {e ∈ EH(v) | labH (e) ∈ T} → labH(ei) 6= labH(ej), ∀ei, ej ∈
ET (v), ei 6= ejDie Syntax der verwendeten Zeiger-Programme ist wie folgt de�niert.De�nition 3.1.2 (Syntax der Zeiger-Programme) Ein Zeiger-Programm besteht aus einerFolge von Anweisungen der Form:

• PExp := PExp (Zuweisung)
• new(PExp) (Objekterzeugung)
• if BExp goto n (bedingte Sprunganweisung)
• goto n (Sprunganweisung)Dabei seien die Zeiger- und bool's
hen Ausdrü
ke PExp und BExp de�niert als:
• PExp := nil |x (∈ V arΣ) |x.s (x ∈ V arΣ, s ∈ SelΣ)

• BExp := PExp = PExp |BExp ∧BExp | ¬BExpAn dieser Stelle fällt s
hnell auf, dass keine Anweisung existiert, die ein bestehendes Objekt ent-fernen kann. Realisiert wird das Lös
hen eines Objektes daher dur
h seine Isolierung, d.h. dur
hdas Entfernen aller ihn involvierenden Zeiger. Ein Garbage Colle
tor übernimmt das Au�ndenund Entfernen ungenutzter Objekte, siehe [HNR09℄ für Details.Bis hierher können wir nun einen Heapzustand dur
h einen Hypergraphen repräsentieren, wiesi
h allerdings Programmanweisungen in Letzterem auswirken ist no
h ungeklärt. Die De�nition22



3.1 Heaprepräsentationeiner Semantik auf Hypergraphen stellt allerdings keine Probleme dar. Im Gegenteil ist sie sogarsehr intuitiv erfassbar, was im nä
hsten Beispiel kurz verans
hauli
ht werden soll.Beispiel 3.1.1 Wir betra
hten die ersten Zeilen eines Baum-Traversier-Algorithmus 3.1 und dieHeapkon�guration aus Abbildung 3.1(a). Die if-Anweisung in der ersten Zeile hat keine Auswir-kungen auf die Heapkon�guration, da weder Variablen zugewiesen no
h Zeiger geändert werden.Sie beein�uÿt allerdings den Programmverlauf: In diesem Fall wird sie zu false ausgewertet, wes-halb ihre Anweisung goto 15 ignoriert wird.Algorithm 3.1 Baum-Traversier-Algorithmus1: if root = nil goto 152: new(sen)3: prev := sen4: cur := root5: next := cur.l6: . . .
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root sen
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n(b) Heapkon�guration: na
hZeile 3 rl

root sen

prevcur

next

1 1
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1
n(
) Heapkon�guration: na
h Zeile 5Abbildung 3.1: Beispiel: Heapkon�gurationDie Objekters
ha�ung mit new(sen) fügt eine neue Variable hinzu und lässt diese auf einen neuenKnoten in der Heapkon�guration zeigen. Im Ans
hluss wird in Zeile 3 einer neuen Variablen

prev der Wert von sen zugewiesen. Die resultierende Heapkon�guration ist in Abbildung 3.1(b)zu �nden.Anweisung 4 wiederholt das Vorgehen von 3 mit anderen Variablen. In Zeile 5 wird dann eineneue Variable next erstellt, die cur.l zugewiesen bekommt. Die Heapkon�guration wird wiederumum eine Variable erweitert, die am Knoten anliegt, auf den der l-Selektor von cur zeigt. Es ergibtsi
h die Heapkon�guration aus Abbildung 3.1(
) 23



Kapitel 3 HeapabstraktionDa die Semantik der gegebenen Zeiger-Programmierspra
he aus De�nition 3.1.2 den übli
henKonventionen folgt, soll sie hier nur für die Programmanweisungen und ohne ausführli
he Be-s
hreibung formalisiert werden. Es sei no
h erwähnt, dass bei Vorkommen einer na
h der Pro-grammierspra
he unzulässigen Anweisung, eine Fehlerkon�guration err eingeführt wird.De�nition 3.1.3 (Semantik der Programmanweisungen) Sei H eine Heapkon�guration über
Σ und pExp ∈ PExp ein Zeigerausdru
k.

• x := pExp mit x ∈ V arΣ, sei auÿerdem p der Knoten, der si
h dur
h den Zeigerausdru
k
pExp ergibt

p

x
1

⇒

p

x

1

• x.s := pExp mit x ∈ V arΣ, x 6= nil, sei auÿerdem p der Knoten, der si
h dur
h denZeigerausdru
k pExp ergibt
p

x
1 s ⇒

p

x
1

s

• x := nil (x.s := nil analog)
x

1 ⇒

• new(x) mit ∄ e ∈ EH : lab(e) = x

⇒ x
1

• new(x.s), x 6= nil und am mit x verbundenen Knoten existiert keine Kante mit der Be-s
hriftung s ∈ SelΣ

x
1 ⇒ x

1 s

• x.s := pExp mit x = nil und new(x.s), x = nil führen zu einer Fehlerkon�guration Herr3.2 Abstraktion & KonkretisierungZu einem dynamis
hen, heapbasierten Programm existiert eine potentiell unendli
he Menge anHeapzuständen und damit au
h Heapkon�gurationen, die bei unbes
hränktem Heap ihrerseits24



3.2 Abstraktion & Konkretisierungpotentiell keine endli
he Darstellung besitzen. Um zur Veri�kation benötigte endli
he Repräsen-tationen zu �nden, betra
hten wir die Abstraktion von Heapkon�gurationen. Die grundlegendenIdee besteht darin, die vom jeweils nä
hsten Programms
hritt unbeein�ussten Teile des Hyper-graphen zu abstrahieren und erst bei Bedarf wieder zu konkretisieren. Als temporär ni
ht relevantgelten dabei alle Teilgraphen, in denen momentan keine Kanten e mit lab(e) ∈ V ar vorkommenund die ni
ht dur
h eine Anweisung im nä
hsten S
hritt "betreten" werden können. Sind rele-vante Teilgraphen abstrahiert, ist die betra
htete Heapkon�guration unzulässig und wird solangekonkretisiert bis sie die Vorgaben erfüllt. Dadur
h werden Operationen nur auf konkreten Teilgra-phen ausgeführt und es wird keine De�nition der Semantik für die abstrakten Teile der Graphenbenötigt. Zur Hypergraphtransformation werden Regeln in Form einer Hyperkantenersetzungs-grammatik angegeben, wobei ihre übli
he Anwendung der Konkretisierung dient, wohingegen ihre"Rü
kwärtsanwendung" Teile eines Hypergraphen abstrahiert.De�nition 3.2.1 (Zulässige Heapkon�guration) Gegeben eine Heapkon�guration H über demAlphabet Σ = N ∪ T . H ist eine zulässige Heapkon�guration, falls die Menge der Verlet-zungspunkte V P (H) ⊆ EH × N leer ist. Dabei ist das Paar (e, i) in V P (H) enthalten, falls
lab(e) ∈ NΣ ∧ ∃ e′ ∈ EH ,∃ v ∈ VH : lab(e′) ∈ V arΣ ∧ att(e′)(1) = v ∧ v = attH(e)(i).Beispiel 3.2.1 Ma
hen wir uns mit den Begri�en Abstraktion, Konkretisierung und zulässigeHeapkon�guration anhand der Datenstruktur der Bäume mit verketteter Blattfront vertraut, des-sen HRG bereits in Abbildung 2.3 eingeführt wurde.Die Heapkon�guration aus Abbildung 3.2(a) besitzt einen Verletzungspunkt (e, 1) mit lab(e) = Ban der Variablen next und ist damit ni
ht zulässig. Um diesen Verletzungspunkt zu entfernenwenden wir eine Produktionsregel an, die am Knoten v = nod(e, 1) Terminalkanten produziert.Wir wählen hier beispielhaft die einzige Terminalregel der Grammatik. Die entspre
hende zulässigeKon�guration ist in Abbildung 3.2(b) zu sehen.Die Heapkon�guration ist allerdings no
h ni
ht vollständig abstrahiert. Der linke Teilbaum enthältkeine Variable und muss daher ni
ht konkret erhalten bleiben. Wir wenden daher dieselbe Regelwie im vorangegangenen S
hritt an, diesmal rü
kwärts. Der resultierende, vollständig abstrahierteHypergraph ist in Abbildung 3.2(
) zu �nden.Die Verwendung einer Hyperkantenersetzungsgrammatik zur Abstraktion von Heapzuständenbirgt einige Problematiken, da sie ursprüngli
h zur einseitigen Regelanwendung konzipiert wur-de. Dies führt unter Umständen dazu, dass z.B. die Terminierung des Abstraktionsverfahrenni
ht gewährleistet werden kann. Dur
h das Einführen zusätzli
her Anforderungen lassen si
h25



Kapitel 3 Heapabstraktion
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3.2 Abstraktion & Konkretisierungdiese Probleme umgehen. Da der Heapabstraktion damit aus te
hnis
her Si
ht ni
hts mehr imWege steht, bezei
hnen wir Grammatiken mit diesen zusätzli
hen Eigens
haften Heapabstrakti-onsgrammatiken. Bevor die formale De�nition letzterer eingeführt wird, soll zuvor anhand einigerBeispiele verans
hauli
ht werden um wel
he problematis
hen Fälle und Auswege aus diesen essi
h konkret handelt.Beispiel 3.2.2 (Produktivität) Unproduktive Regeln in einer HRG bereiten ni
ht nur Proble-me bei der Heapabstraktion, sie sind vor allem einfa
h unerwüns
hte und über�üssige Regeln, daaus ihnen keine Terminalgraphen mehr ableitbar sind. Betra
hten wir die Grammatik für binäreBäume aus Abbildung 2.3, die erweitert wird dur
h die Regeln aus Abbildung 3.3.
B →

1

3

r

2

l

X

1

2 3 n

X →

1

3

r

2

l

X

1

2 3 nAbbildung 3.3: Bäume mit verketteter Blattfront: unproduktive RegelnEntsteht dur
h Ableitung in irgendeinem S
hritt eine Ni
htterminalkante mit Bezei
hner X imHypergraphen, lässt si
h dieser dur
h keinerlei Regeln in einen Terminalgraphen überführen. Un-produktive Regeln vergröÿern die betra
htete Grammatik damit unnötig und führen dazu, dassabstrahierte Teilgraphen unter Umständen ni
ht mehr konkretisiert werden können. Sie sollendaher ni
ht betra
htet werden, was man dur
h einfa
hes Lös
hen unproduktiver Regeln errei
ht.Beispiel 3.2.3 (Wa
hstum) Eine wa
hsende Grammatik muss gefordert werden, um die Ter-minierung der Abstraktion zu gewährleisten. Betra
hten wir wiederum die Grammatik aus Abbil-dung 2.3 und erweitern diese um eine ni
ht wa
hsende Produktionsregel, siehe Abbildung 3.4.
B →

1

32

B

1

2 3Abbildung 3.4: Bäume mit verketteter Blattfront: ni
ht wa
hsende Regel 27



Kapitel 3 HeapabstraktionDie neu hinzugekommene Produktionsregel lässt si
h, sobald eine mit B bes
hriftete Ni
httermi-nalkante vorhanden ist, sowohl beim Konkretisieren als au
h beim Abstrahieren immer wiederanwenden ohne den resultierenden Hypergraphen zu verändern. Dies führt zu potentiell unendli-
hen Ableitungen und damit zu ni
ht terminierenden Abstraktionen.Beispiel 3.2.4 (Variablenfreiheit) Die Problematik dieses Beispiels besteht darin, dass beimAbstrahieren wi
htige Informationen über die Programmvariablen verloren gehen. Betra
hten wirwiederum die Grammatik aus Abbildung 2.3, sowie eine zusätzli
he Produktionsregel, die eineVariable enthält, zu sehen in Abbildung 3.5.
B →

1

3

r

2

l

B

x

1

2 3

1

nAbbildung 3.5: Bäume mit verketteter Blattfront: Regel mit VariableBeim rü
kwärtigen Anwenden der neu hinzugekommenen Produktionsregel lassen si
h nun Teil-graphen, in denen Variablen enthalten sind, abstrahieren. Die Informationen über die Variablengehen vollständig verloren. Man kann im Na
hhinein keine Aussage mehr über Anzahl und Art derVariablen in einem abstrahierten Teilgraphen mehr tre�en. Daher verbieten wir das Vorkommenvon Variablen in Produktionsregeln.Na
hdem wir die Problematik von Variablenvorkommen in Produktionsregeln in obigen Beispielgesehen haben, formalisieren wir hier die Eigens
haft der Variablenfreiheit um Miÿverständnissezu vermeiden.De�nition 3.2.2 (Variablenfreiheit) Gegeben eine HRG G ∈ HRGΣ. G ist variablenfrei,falls gilt: ∀X → H ∈ PG : lab(EH) ∩ V arΣ = ∅.Beispiel 3.2.5 (Typisierung) Bei mehrfa
her Abstraktion und Konkretisierung kann es zu Fäl-len kommen, in denen die resultierenden Hypergraphen eine unzulässige Form annehmen. Um dies28



3.2 Abstraktion & Konkretisierungzu verans
hauli
hen, betra
hten wir die Datenstruktur der einfa
h verketteten Listen, dessen Ob-jekte zusätzli
h einen Zeiger auf ihren Vorgänger aufweisen können. Die zugehörige HRG ist inAbbildung 3.6 gegeben. Eine mögli
he Abfolge aus Abstraktions- und Konkretisierungss
hritt wirdin Abbildung 3.7 eingeführt.
D →

1 N D 2
1 21 2

N → 1 2n 1 2
n

pAbbildung 3.6: Liste mit pot. Rü
kwärtszeigern: ni
ht typisiert
D

1 2

n

p
Abstr.
⇒

N

D
1 2

1 2

p
Konkr.
⇒ D

1 2

n

p

pAbbildung 3.7: Liste mit pot. Rü
kwärtszeigern: Abstraktion & KonkretisierungDer resultierende Hypergraph besitzt nun an einem Knoten zwei ausgehende Kanten mit derselbenBes
hriftung und stellt damit keine zulässige Heapkon�guration mehr dar. Um dies zu verhindern,erweitern wir die Typisierung aus Abs
hnitt 2.3.2 im vorangegangenen Kapitel.Als Typisierung bezei
hnen wir die Eigens
haft, dass jedes Ni
htterminal sowohl einen festenRang als au
h feste, ausgehende Terminalkanten besitzt. Letztere Eigens
haft formalisieren wirdur
h die Einführung einer Terminalfolge für Ni
htterminale.De�nition 3.2.3 (Terminalfolge) Gegeben eine HRG G = (N,T, P, S) sowie eine Produkti-onsregel (X,R) ∈ P . Sei G′ die analoge Grammatik zu G mit R als Axiom, G′ = (N,T, P,R).Die Terminalfolge terminal(X,R) enthält dann für jeden externen Knoten ext(i) ∈ R mit
1 ≤ i ≤ rk(R) eine Terminalmenge Ti, wobei Ti = {t ∈ T | t ist ausgehende Kante am externenKnoten extH(i) eines Graphen H ∈ L(G′)}.Zuletzt passen wir die De�nition der Typisierung an. Es lässt si
h wieder zeigen, dass zu jederHRG eine äquivalente, typisierte HRG existiert. Der Beweis verläuft vollständig analog zumBeweis von Theorem 2.3.1 aus Abs
hnitt 2.3.2. 29



Kapitel 3 HeapabstraktionDe�nition 3.2.4 Eine HRG G = (N,T, P, S) wird typisiert genannt, wenn eine Funktion ltype :
N → N × N existiert, so dass Folgendes erfüllt ist:

• (∀R mit A → R ∈ P,∀e ∈ ER mit labR(e) ∈ N : ltype(labR(e)) = rk(e)) ∧ (∀(A,R) ∈ P :
ltype(A) = rk(R).

• ∀A1 → R1, A2 → R2 ∈ P : R1 = R2 ⇒ terminal(A1, R1) = terminal(A2, R2).Beispiel 3.2.6 (Lokale Apex-Eigens
haft) Als wir uns zu Beginn dieses Abs
hnitts mit un-zulässigen Kon�gurationen und der Konkretisierung von diesen bes
häftigt haben, sind wir still-s
hweigend davon ausgegangen, dass zu jeder Kon�guration Produktionsregeln existieren, die einekorrekte Konkretisierung zulassen. Dies ist jedo
h ni
ht immer der Fall. Betra
hten wir dazuwiederum die Grammatik für Bäume mit verketteter Blattfront aus Abbildung 2.3 und die Heap-kon�guration aus Abbildung 3.8.
r

rl

l

B

x

1

2 3

1
nnAbbildung 3.8: Bäume mit verkettete Blattfront: zul. Kon�gurationWird im folgenden S
hritt nun zum Beispiel die Anweisung y := x.n ausgeführt, muss am Knotendes zweiten Tentakels der B-Kante konkretisiert werden. Zwei Regeln aus der Beispielgrammatikkommen dazu in Frage, nämli
h diejenigen Regeln, die am externen Knoten 2 auss
hlieÿli
hTerminalkanten besitzen. Egal wel
he der beiden Regeln man nun anwendet, man übergeht dabeiimmer die Heapkon�gurationen, in denen am betra
hteten Knoten ein weiterer Teilbaum existiert.Dies darf beim Konkretisieren ni
ht passieren, da dabei mögli
he, auftretende Heapzustände ni
htkorrekt wiederhergestellt werden können.Um zu garantieren, dass zum Konkretisieren immer geeignete Produktionsregeln vorhanden sind,die es au
h weiterin erlauben die gesamte Spra
he zu generieren, führen wir die lokale Apex-Eigens
haft ein. Diese geht sogar no
h einen S
hritt weiter und garantiert, dass beim Konkreti-sieren jeweils in einem Ersetzungss
hritt eine zulässige Kon�guration errei
ht werden kann. Umgarantieren zu können, dass na
h dem Kontretisieren eine äquivalente Spra
he erkannt wird, ist30



3.2 Abstraktion & Konkretisierungdie lokale Apex-Eigens
haft allein jedo
h ni
ht ausrei
hend. Daher fordern wir für eine Heapab-straktionsgrammatik, dass sie für jedes Ni
htterminal X ∈ N in Teilgrammatiken partitioniertwerden kann, die alle X-Regeln umfassen und die zusammen mit den no
h ni
ht zu betra
htetenNi
htterminalregeln dieselbe Spra
he erkennen wie die gesamt Heapabstraktionsgrammatik. Die-se mit der lokalen Apex-Eigens
haft verknüften Anforderungen �nden si
h im letzten Punkt derAnforderungsliste von De�nition 3.2.6 wieder.Die lokale Apex-Eigens
haft stellt eine Anpassung der Apex-Eigens
haft aus Kapitel 2 an dieHeapabstraktion mithilfe von HRGs dar.De�nition 3.2.5 (Lokale Apex-Eigens
haft) Eine HRG G = (N,T, P, S) wird für das Ni
ht-terminal X ∈ N und am externen Knoten ext(i) mit i ∈ [1, rk(X)] als lokal apex bezei
hnet,falls labH(EH(ext(i))) ⊆ TΣ, ∀X → H ∈ G.Bemerkung 3.2.1 Wird darauf verwiesen, dass ein externer Knoten für eine Menge an Re-geln lokale Apex-Eigens
haft besitzt, so ist analog zur obigen De�nition gemeint, dass an diesemKnoten nur Terminalkanten anliegen.Zur Si
herstellung der Korrektheit des Verfahrens muss die verwendete Hyperkantenersetzungs-grammatik die oben genannten Anforderungen erfüllen. Eine Grammatik, die die gefordertenEigens
haften besitzt, wird als Heapabstraktionsgrammatik bezei
hnet. Weiterführende Detailszum Ansatz der Heapabstraktion sind in [HNR09, RN08℄ zu �nden.De�nition 3.2.6 (Heapabstraktionsgrammatik) Gegeben eine HRG G ∈ HRGΣ. Weiterhinsei GX := G\GX . Man bezei
hnet G als Heapabstraktionsgrammatik, falls
• G produktiv
• G wa
hsend
• G typisiert
• G variablenfrei
• für jedes Ni
htterminal X ∈ N mit Rang rk(X) = k Teilgrammatiken GX

1 , ..., G
X
k ⊆ GXexistieren, so dass1. ⋃k

i=1G
k
i = GX ,2. L(GX

i ∪GX ,X•) = L(G,X•), ∀ 1 ≤ i ≤ k,3. GX
i lokal apex, ∀ 1 ≤ i ≤ k. 31



Kapitel 3 Heapabstraktion3.3 ErweiterungenAuf der einen Seite kann die Konstruktion einer HRG mit Apex-Eigens
haft zu einer deutli
h grö-ÿeren Produktionsregelmenge führen, vergli
hen mit einer äquivalenten Grammatik ohne Apex-Eigens
haft. Auf der anderen Seite bes
hränkt die lokale Apex-Eigens
haft die bes
hreibarenDatenstrukturen auf diejenigen, die dur
h Grammatiken erkannt werden, dessen Spra
he ausGraphen mit bes
hränktem Rang besteht. Diese beiden genannten Na
hteile lassen si
h dur
hdie Lo
kerung der Apex-Anforderung in einem Fall ganz beseitigen oder im anderen Fall deutli
hreduzieren. Wir erhalten dadur
h einerseits eine kleinere Heapabstraktionsgrammatik und ande-rerseits die Mögli
hkeit, Datenstrukturen mit unbes
hränktem Grad abstrahieren zu können.Die Idee besteht darin bei der Wiederherstellung einer zulässigen Kon�guration nur an Ni
htter-minalkanten zu konkretisieren, die dur
h eine Programmanweisung im nä
hsten S
hritt dur
h-laufen werden können. Dies entspri
ht in dem in [HNR09℄ vorgestellten Framework genau denje-nigen Ni
htterminalkanten, die bei Konkretisierung zu mindestens einer ausgehenden Kante ambetra
hteten externen Knoten führen können, d.h. dessen Terminalfolge ni
ht leer ist.Do
h betra
hten wir zuerst, wel
he Problemfälle uns hauptsä
hli
h zur Lo
kerung der Apex-Eigens
haft bewogen haben.Beispiel 3.3.1 Betra
hten wir die HRG aus Abbildung 3.9. Sie stellt die Datenstruktur von ein-fa
h verketteten Listen dar, in denen jedes Objekt zusätzli
h über einen Zeiger auf den Wur-zelknoten verfügt. Dass man zu dieser HRG keine äquivalente Grammatik mit Apex-Eigens
haftkonstruieren kann, lässt si
h lei
ht erkennen. Da am Wurzelknoten beliebig viele eingehende Kan-ten entstehen können, würden in der apex HRG ebensoviele Regeln benötigt werden um jeden Fallmit auss
hlieÿli
h anliegenden Terminalkanten am betra
hteten Knoten darzustellen. Dies würdezu einer unendli
h grossen Anzahl von Produktionsregeln führen. Die hier bes
hriebenen Zusam-menhänge sind in Theorem 2.3.3 no
hmals konkret formuliert und in der glei
hen Weise auf HRGsmit lokaler Apex-Eigens
haft übertragbar.
L →

1 2n

r

1 L 2
1 2 n

rAbbildung 3.9: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszeigern: GrammatikUm Datenstrukturen wie die Listen aus Abbildung 4.5, gewurzelt Bäume et
. dur
h eine Heapab-straktionsgrammatik darstellen zu können, muss die Apex-Eigens
haft entspre
hend abgeändert32



3.3 Erweiterungenwerden. Dabei ist es für unsere Zwe
ke ausrei
hend, ledigli
h einen unbes
hränkten Eingangsgradzu akzeptieren, da der Ausgangsgrad in jedem Fall im benutzten Framework dur
h die Anzahl derTerminalsymbole im Alphabet bes
hränkt ist, siehe au
h Bemerkung 3.3.1.Bemerkung 3.3.1 Es wird im Allgemeinen angenommen, dass der Ausgangsgrad eines jedenKnotens in den betra
hteten Hypergraphen bes
hränkt ist.Diese Annahme ist keine weitere Eins
hränkung der Datenstrukturen, die dur
h Heapabstraktionveri�zierbar sind, sondern vielmehr eine Folgerung aus den Gegebenheiten. Denn jedem Objektdarf jeder Selektor hö
hstens einmal zugeordnet werden. Daraus folgt, dass jeder Knoten im Ter-minalgraphen hö
hstens so viele ausgehende Kanten besitzen darf wie Terminale vorhanden sindund die Menge der Terminalsymbole endli
h ist.Zur Lo
kerung der lokalen Apex-Eigens
haft de�nieren wir zunä
hst diejenigen Tentakel derNi
htterminalkanten genauer, die bei Überprüfung auf unzulässige Kon�gurationen ni
ht betra
h-tet werden müssen, da sie ni
hts an der Zulässigkeit einer Kon�guration ändern. Wir bezei
hnensie als Reduktionstentakel.De�nition 3.3.1 (Reduktionstentakel) Sei G ∈ HRGΣ. (X, i) ist genau dann ein Redukti-onstentakel mit X ∈ N , i ∈ rk(X), wenn die Terminalmenge für den i-ten externen Knoten von
X leer ist, d.h. terminal(X)(i) = ∅.Dementspre
hend muss die De�nition der lokalen Apex-Eigens
haft auf die neuen Gegebenheitenübertragen werden.De�nition 3.3.2 (Erweiterte lokale Apex-Eigens
haft) Ein Knoten v besitzt erweiterte, lo-kale Apex-Eigens
haft, wenn alle an ihm anliegenden Kanten entweder auss
hlieÿli
h dur
h Re-duktionstentakel mit v verbunden oder Terminalkanten sind.Diese erweiterte, lokale Apex-Eigens
haft benutzen wir von hier an anstelle der lokalen Apex-Eigens
haft. In allen Zusammenhängen, in denen die lokale Apex-Eigens
haft genutzt wurde, istsie dur
h ihre Erweiterung auszutaus
hen, au
h wenn das hier ni
ht explizit ges
hieht. Wird inZukunft der Begri� lokale Apex-Eigens
haft genutzt, ist � sofern ni
ht anders angegeben � ihreErweiterung gemeint. 33



Kapitel 3 HeapabstraktionBemerkung 3.3.2 Im Folgenden wird die Menge der an einem Knoten v anliegenden Kanten
E(v) in Kanten, die auss
hlieÿli
h über Reduktionstentakel mit v verbunden sind Ered(v) undallen anderen Kanten aus E(v) \ Ered(v) partitioniert. Analog dazu wird ein Knoten nur no
hdann als Ni
htterminalknoten bezei
hnet, wenn er über mindestens eine ni
ht auss
hlieÿli
h überReduktionstentakel verbundene anliegende Ni
htterminalkante verfügt.

34



Kapitel 4Lokale Apex-Eigens
haft fürHeapabstraktionsgrammatikenEin notwendiger S
hritt bei der automatis
hen Generierung einer geeigneten Heapabstraktions-grammatik besteht darin, sie auf die Eigens
haften zu überprüfen, die eine sol
he gegenüber einereinfa
hen HRG auszei
hnet. Denn nur wenn die generierte Grammatik alle in Kapitel 3 einge-führten Anforderungen erfüllt, kann sie fehlerfrei für die Veri�kation von dynamis
hen Daten-strukturen eingesetzt werden. Weiterhin ist es wüns
henswert ein Verfahren zur Hand zu haben,wel
hes eine unzulässige Grammatik, die eine oder gar mehrere geforderte Eigens
haften verletzt,in eine zulässige Grammatik umformen kann.In diesem Kapitel wird die Überprüfung auf lokale Apex-Eigens
haft betra
htet und ein Verfahrenvorgestellt, dass eine beliebige HRG in eine äquivalente HRG mit dieser Eigens
haft überführt.4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haftLokale Apex-Eigens
haft für eine beliebige HRG herzustellen ist komplex und die Überführungin eine äquivalente zulässige Grammatik bringt in vielen Fällen, wie im vorigen Kapitel erwähnt,den Na
hteil mit si
h, dass die Anzahl der Produktionsregeln um ein Vielfa
hes ansteigt [Gro09,EHL94℄.In diesem Abs
hnitt wird gezeigt werden, dass die Existenz einer äquivalenten HRG mit lokalerApex-Eigens
haft mit einer kleinen Eins
hränkung immer gewährleistet ist. Dur
h die Lo
ke-rung der lokalen Apex-Eigens
haft tri�t dies au
h auf Datenstrukturen mit unbes
hränktem Ein-35



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für Heapabstraktionsgrammatikengangsgrad zu. Weiterführend wird eine Methode zur Konstruktion der geforderten Grammatikbetra
htet.Für eine Hypergraph-Spra
he L mit bes
hränktem Knotengrad lässt si
h zeigen, dass immer eineHRG G mit Apex-Eigens
haft existiert mit L = L(G) [Eng92℄. Diese Aussage lässt si
h au
h fürerweiterte, lokale Apex-Eigens
haft auf Spra
hen mit bes
hränktem Ausgangsknotengrad über-tragen. Als direkte Folgerung aus dieser Aussage werden wir sehen, dass selbst die erweitertelokale Apex-Eigens
haft weiter gelo
kert werden kann ohne die Korrektheit der Heapabstrakti-onsgrammatik zu verlieren. Fassen wir hier kurz die Ergebnisse und Vorgehensweise aus [Eng92℄zusammen, bevor wir die Modi�kation zur Überführung von HRGs mit bes
hränktem Ausgangs-knotengrad betra
hten.Grundlage des Beweises der Aussage im obigen Abs
hnitt bildet die De�nition einer speziellenNormalform in [Eng92℄. Liegt die betra
hetete HRG in dieser Normalform vor, lässt si
h dur
hdie Bes
hränktheit des Knotengrades zeigen, dass die vorliegende HRG dann au
h dur
h einfa
heKantenersetzung in Apex-Eigens
haft überführt werden kann. Diese spezielle Normalform wirdin [Eng92℄ als Greiba
h Normalform bezei
hnet und ist wie folgt de�niert.De�nition 4.1.1 (Greiba
h Normalform) Eine HRG G ist in Greiba
h Normalform, wennsie die folgenden zwei Eigens
haften besitzt:
• G ist isolationsfrei.
• keine Produktionsregel X → H ∈ P besitzt Ni
htterminalknoten vom Grad 1.Der entspre
hende Beweis, dass zu jeder HRG eine äquivalente HRG in Greiba
h Normalformexistiert und konstruiert werden kann, ist komplex und die exakte Konstruktion der Normalformist in [Eng92℄ implizit im Beweis enthalten.Hauptidee dieser Konstruktion ist das sogenannte �Falten� von Teilgraphen. Man konstruiert da-bei neue Ni
htterminale und Produktionsregeln für die Teilgraphen, die �zwis
hen� den, die Grei-ba
h Normalform verletzenden, Knoten liegen, man �faltet� diese Teilgraphen sozusagen. Somitkönnen die Knoten, die vorher in den Konkretisierungss
hritten die anliegende Ni
htterminal-kante wieder und wieder in eine weitere Ni
htterminalkante überführt haben, bis der dazwis
henliegende Teilgraph vollständig abgeleitet worden war, dur
h einen Konkretisierungss
hritt mit-hilfe des neu eingeführten Ni
htterminals diesen Teilgraphen in einem S
hritt ableiten. Damitwird an diesen Stellen wieder Greiba
h Normalform gewährleistet. Den Vorgang des �Faltens�führt man so oft hintereinander aus, wie die Greiba
h Eigens
haft verletzende Knoten an einerNi
htterminalkante vorhanden sind. Mit jedem dieser S
hritte eliminiert man dabei einen der36



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haftproblematis
hen Ni
htterminalknoten und erhält na
h endli
h vielen Faltvorgängen eine HRGin Greiba
h Normalform. Die Idee des �Faltens� lässt si
h an einem kleinen Beispiel sehr gutverans
hauli
hen.Beispiel 4.1.1 Betra
hten wir Grashüpfer, wie in Abbildung 4.1 zu sehen, als Datenstruktur. DerGrashüpfer (b) darf dabei ein beliebig langes Stü
k Gras (a) überspringen mit den Bedingungen,dass er nur �vorwärts� springen darf und einen neuen Sprung genau dort starten muss, wo erzuletzt gelandet ist.
a ba a a b a a ba a a a a aAbbildung 4.1: Datenstruktur: GrashüpferEinen Auszug aus einer HRG für die Datenstruktur der Grashüpfer ist in Abbildung 4.2 zu sehen,die Terminalregeln der Grammatik sind ni
ht angegeben. Dur
h das Anwenden der ersten Pro-duktionsregel �verlängert� si
h in jedem S
hritt die Länge des Grasabs
hnitts, das der Grashüpferüberspringt, wohingegen die zweite Regel Landung und Absprung konstruiert. Beim näheren An-s
hauen der ersten Produktionsregel fällt das Problem s
hnell auf. Der externe Knoten 2 wirdwieder und wieder bei Anwendung dieser Regel an eine Ni
htterminalkante mit Bes
hriftung X�weitergerei
ht�. Dieses Problem haben wir bereits in Beispiel 3.2.6 gesehen und es sollte dur
h dieApex-Eigens
haft unterbunden werden. Dur
h einen kurzen Bli
k auf die De�nition der Greiba
hNormalform stellen wir fest, dass der externe Knoten 2 dieser ni
ht genügt. Wir falten also denGrashüpfer, bzw. die Produktionsregeln der Grammatik, siehe Abbildung 4.3.

X →
2

1 X

2

1a 2

1 X

2

1

ba aAbbildung 4.2: HRG: GrashüpferDur
h die neu entstandene Produktionsregel lässt si
h ein kompletter Sprung des Grashüpfers ineinem Konkretisierungss
hritt konstruieren. Der übersprungene Grasabs
hnitt wurde unter jedemSprung �gefaltet�. Damit ist die unzulässige Produktionsregel, die in jedem S
hritt den Grasab-s
hnitt verlängert und den externen Knoten 2 wieder und wieder an eine Ni
htterminalkante wei-tergerei
ht hat, redundant geworden. Die neue Produktionsregel liegt nun in Greiba
h Normalformvor. 37
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abaa a b a abaaaaa

a
Y →

1

Z

X

1 2

1ba a
Abbildung 4.3: Datenstruktur & HRG: gefalteter GrashüpferFassen wir die genaue Greiba
h Normalform Konstruktion zum tieferen Verständnis an dieserStelle no
h kurz zusammen.Konstruktion: Greiba
h NormalformEingabe: HRG G mit bes
hränktem KnotengradAusgabe: HRG G′ in Greiba
h NormalformBere
hne die maximale Anzahl maxp der an einer Ni
htterminalkante anliegenden externen Kno-ten vom Grad 1 in allen Regeln. Bei jeder Ausführung der unterhalb aufgeführten S
hritte,verringert si
h maxp um mindestens 1. Wiederhole S
hritt 1 bis 5 solange, bis maxp = 0. Sei

Emax
H die Menge der Ni
htterminalkanten aus H, die maxp anliegende externe Knoten vom Grad

1 besitzen. Diese Kanten werden maximal genannt.1. Erstelle äquivalente Grammatik G1, die ledigli
h zusätzli
he Informationen über die unzu-lässigen externen Knoten in den Ni
htterminalkanten enthält. Die Produktionsregeln von
G1 werden unterteilt in vier vers
hiedene Klassen:Alte Produktionsregeln/old produ
tions: Entspre
hen den Regeln, die keine Ni
ht-terminalkante auf der re
hten Regelseite Emax enthalten.Einstiegsregeln/initial produ
tions: Beinhaltet Regeln, die den Anfang einer �Knotenweiterrei
henden� Ableitungskette bilden, d.h. der Einstieg in Kantenersetzungen, dieunzulässige Knoten an wiederum unzulässige Knoten weitergeben. Ni
htterminalkan-ten aus Emax werden dabei umbenannt, die neuen Bezei
hner enthalten Informationenzu den weitergegeben Knoten.Mittelregeln/middle produ
tions: Wie Einstiegsregeln, mit neuem Bezei
hner auf derlinken Regelseite.Endregeln/�nal produ
tions: Wie alte Produktionsregeln, mit neuem Bezei
hner aufder linken Regelseite.2. Für jeweils zwei Mittelregeln (X1,H), (X2,H

′) mit e ∈ EH ∧ lab(e) = X2 wird ein neues38



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haftNi
htterminal < X1,X2, φ > erstellt. Dieses Ni
htterminal wird während der weiterenKonstruktion Regeln erhalten, die eine beliebig lange Ableitungskette von Mittelregeln �also Regeln die momentan ni
ht in Greiba
h Normalform sind � simulieren sollen. φ istdabei eine Hilfsfunktion, die protokolliert, wel
he externen Knoten von Mittelregel X1 anwel
he externen Knoten von Mittelregel X2 weitergerei
ht werden.3. Es werden zwei Arten von Hilfsregeln konstruiert:Zwis
henregeln/intermediate produ
tions: Für jedes im vorangegangenen S
hritt neuerstellte Ni
htterminal < X1,X2, φ >, wird eine Zwis
henregel X1 → H erstellt. Sieenthält ledigli
h zwei Ni
htterminalkanten X2 und < X1,X2, φ > und übernimmt dieexternen Knoten von X1. Diese Regeln sind Stellvertreter einer Ableitung X1 → Hund H[X2/e].Ausstiegsregeln/tail produ
tions: Man konstruiert Ausstiegsregeln zu jeder Zwis
hen-regel < X1,X2, φ >, indem man in letzterer die Kante mit dem Bezei
her X2 dur
heine Endregel ersetzt. Diese Regeln repräsentieren eine beliebige Anzahl von Ablei-tungss
hritten anhand von Mittelproduktionen, abges
hlossen dur
h eine Endproduk-tion.4. Nun beginnt die eigentli
he Konstruktion der Grammatik in Greiba
h Normalform. Fol-gende Regeln werden zu G′ hinzugefügt:Alte Produktionsregeln/old produ
tions: Werden übernommen aus S
hritt 1.Brü
kenregeln/bridge produ
tions: Diese Regeln entstehen aus den Einstiegsregeln,in denen dur
h Kantenersetzung alle Ni
htterminalkanten aus Emax dur
h entspre-
hende End- oder Ausstiegsregeln ersetzt werden. Sie repräsentieren eine Abfolge vonAbleitungss
hritten, in denen keine alten Produktionsregeln genutzt werden.Faltregeln/non-�nal folding produ
tions: Faltregeln entstehen indem man eine Kan-te in einer Mittelregel dur
h eine entspre
hende Zwis
henregel, in der wiederum eineKante dur
h eine Mittelregel ersetzt wurde, austaus
ht. Daraufhin entfernt man alleunzulässigen externen Knoten mit anliegenden Ni
htterminalkanten aus Emax. DieZuweisung der externen Knoten wird entspre
hend angepasst.Endfaltregeln/�nal folding produ
tions: Hier wird für eine Mittelregel X1 → H alsRegelbezei
hner das Ni
htterminal < X1,X2, φ > gewählt, falls die re
hte Regelsei-te eine Kante X2 enthält. Wie für die Faltregeln werden nun au
h hier unzulässigeKnoten und Ni
htterminalkanten entfernt. Eine weitere Endfaltregel wird zusätzli
hanalog zur vorigen erstellt, jedo
h wird hier eine Mittelregel X2 → H ′ direkt in Heingesetzt, falls H ′ eine Kante X3 enthält und ein Ni
htterminal < X1,X3, φ
′ >vorhanden ist. Letzteres wird dann als Regelbezei
hner eingesetzt.5. In der so konstruierten Grammatik G′ wird für jede Regel an jeder enthaltenen Ni
httermi-nalkante jede in G′ enthaltene, anwandbare Produktionsregel benutzt. Die resultierendenRegeln werden zu einer neuen Grammatik G′′ hinzugefügt, die das Alphabet und das Axi-39



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für Heapabstraktionsgrammatikenom von G′ übernimmt. G′′ bildet die Eingabe für weitere Wiederholungen von S
hritt 1-5,sofern sie nun ni
ht bereits in Greiba
h Normalform vorliegt.Da für die Anwendung als Heapabstraktionsgrammatik auf der einen Seite die lokale Apex-Eigens
haft bereits ausrei
hend ist und auf der anderen Seite ledigli
h der Ausgangsknotengradals bes
hränkt angenommen werden kann, benutzen wir eine angepasste Greiba
h Normalform,die zum einen genau die gestellten Anforderungen erfüllt und es zum anderen zulässt, die Ergeb-nisse aus [Eng92℄ au
h auf HRGs mit unbes
hränkten Eingangsgrad zu übertragen.Um den Beweis des angepassten Theorems zur Apex-Eigens
haft zu vereinfa
hen, passen wir dieGreiba
h Normalform zusätzli
h so an, dass lokale Apex-Eigens
haft immer nur zu einem Ni
ht-terminal an einem zugehörigen externen Knoten herstellbar sein muss. Dadur
h erhalten wirdirekt dur
h Konstruktion der Greiba
h Normalform für Ni
htterminal X und externen Knoten
ext(i) die Teilgrammatik GX

i , siehe De�nition 3.2.6. Zur Vereinfa
hung de�nieren wir vorher dieMenge der Knoten, die dur
h Ableitung ausgehend von allen Produktionsregeln eines Ni
htter-minals an einen festen externen Knoten �angedo
kt� werden können.De�nition 4.1.2 (Erweiterte Map-Menge) Gegeben eine HRG G, ein Ni
htterminal X so-wie ein i ∈ [1, rk(X)]. Wir bezei
hnen (A, j) mit A ∈ N und j ∈ [1, rk(A)] als Map-Tupel,falls ausgehend von (X,H) ∈ P dur
h beliebig viele Ableitungss
hritte H ⇒∗ H ′[HA/eA] mit
eA ∈ E(ext(i)), lab(eA) = A und (A,HA) ∈ P , der externe Knoten ext(j) ∈ EHA

auf den ex-ternen Knoten ext(i) gemappt wird. Die Menge aller Map-Tupel (A, j) bezei
hnen wir als Map-Menge map(X, i). Die erweiterte Map-Menge extmap(X, i) enthält als Teilmenge der Map-Mengenur Map-Tupel, dessen zugehörige Ableitung potentiell ausgehende Kanten am externen Knoten
ext(i) induziert, und ist wie folgt de�niert: extmap(X, i) = {(A, j) ∈ map(X, i) | ∃B ∈ N, e ∈
E(ext(j)) : lab(e) = B ∧ nod(e, k) = ext(j) ∧ terminal(B, k) 6= ∅}.De�nition 4.1.3 (Lokale Greiba
h Normalfrom) Gegeben eine HRG G, ein Ni
htterminal
X und ein i ∈ [1, rk(X)]. G ist für X an Knoten ext(i) in lokaler Greiba
h Normalform, wennes die folgenden zwei Eigens
haften besitzt:

• G ist isolationsfrei.
• keine Produktionsregel X ′ → H ∈ P mit (X ′, j) ∈ extmap(X, i) ∪ {(X, i)} besitzt amexternen Knoten ext(j) ∈ H Ausgangsgrad 1.Au
h das Theorem zur Apex-Eigens
haft aus [Eng92℄ muss no
h für Heapabstraktionsgramma-tiken mit unbes
hränktem Eingangsgrad angepasst werden.40



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haftTheorem 4.1.1 Gegeben eine Spra
he L(G) einer HRG G. Ist der Knotenausgangsgrad von Lbes
hränkt, dann existiert eine HRG G mit folgenden Eigens
haften:Für jedes X ∈ N mit rk(X) = k und jedes 1 ≤ i ≤ k existiert eine Teilgrammatik GX
i mit

•
⋃k

i=1G
X
i = GX

• L(GX
i ∪GX ,X•) = L(G,X•) ,∀ 1 ≤ i ≤ k

• GX
i lokal apex, ∀ 1 ≤ i ≤ kBeweisidee. Die Beweisidee hier ist sehr intuitiv. Für jedes Ni
htterminal X und jeden zugehö-rigen externen Knoten ext(i) wird eine Grammatik GX

i in lokaler Greiba
h Normalform erstellt.Die Gesamtgrammatik ergibt si
h dann aus der Vereinigung der Teilgrammatiken. Es bleibtdann no
h zu zeigen, dass der betra
htete externe Knoten einfa
h in erweiterte, lokale Apex-Eigens
haft zu bringen ist. Die Idee ist nun dur
h eine Abfolge von Konkretisierungss
hrittenjede Regel X → H ∈ G an Knoten ext(i) in eine Regel mit erweiterter, lokaler Apex-Eigens
haftumzuwandeln. Die lokale Greiba
h Normalform garantiert, dass dies in endli
h vielen S
hrittenumsetzbar ist. Es muss natürli
h gewährleistet sein, dass jede beliebige HRG in diese Normalformzu überführen ist. Weiterhin ist no
h zu klären, wie die erweiterte Map-Menge korrekt bere
hnetwird.Wir benötigen no
h folgendes Theorem zur lokalen Greiba
h Normalform.Theorem 4.1.2 Zu jeder HRG kann eine äquivalente HRG in lokaler Greiba
h Normalformkonstruiert werden.Der ausführli
he Beweis dieser Aussage wird an dieser Stelle auf später vers
hoben. Für denBeweis von Theorem 4.1.1 setzen wir vorerst die Gültigkeit der obigen Aussage voraus. Nun mussweiter formalisiert werden, wie ein Konkretisierungss
hritt zum Erstellen einer Teilgrammatik mitlokaler Apex-Eigens
haft aussieht. Mit Hinbli
k auf bessere Verwendbarkeit bei dem zu führendenBeweis de�nieren wir dazu das Resultat eines sol
hen S
hrittes, wel
hes wiederum eine Grammatikdarstellt.De�nition 4.1.4 (Ersetzungsgrammatik) Gegeben eine HRG G = (N,T, P, S) in Greiba
hNormalform, ein Ni
htterminal X ∈ N und einen externen Knoten e = ext(i) mit 1 ≤ i ≤ rk(X).Die Ersetzungsgrammatik repl(G,X, i) übernimmt Ni
htterminale N , Terminale T und das Axi-om S von G. Auÿerdem enthält repl(G,X, i) für jede Regel X → H ∈ P folgende Produktionsre-geln:
41



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für HeapabstraktionsgrammatikenFall (a) am externen Knoten e sind Ni
htterminalkanten e1, . . . , en vorhanden, die ni
ht aus-s
hlieÿli
h dur
h Reduktions-Tentakel mit e verbunden sind:Sei labH(e1) → H1, . . . , labH(en) → Hn ∈ P

X → H[H1/e1, . . . ,Hn/en] ∈ repl(G,X, i)Fall (b) am externen Knoten e liegen nur Terminalkanten und Reduktions-Tentakel an:
X → H ∈ repl(G,X, i)Die hier de�nierte Ersetzungsgrammatik besitzt einige für den Beweis von Theorem 4.1.1 wi
htigeEigens
haften, die im nä
hsten Lemma aufgelistet werden.Lemma 4.1.1 Gegeben eine isolationsfreie HRG G. Dann gilt für repl(G,X, i):1. L(repl(G,X, i)) = L(GX).2. repl(G,X, i) ist isolationsfrei.3. Wenn der Grad des externen Ni
htterminalknotens v = ext(i) ∈ H für eine beliebige Regel

(X,H) grösser oder glei
h k ist (mit k ≥ 2), dann ist der Grad von v in repl(G,X, i) ≥ k+1.Au
h für diesen Beweis wird auf später verwiesen. Für diesen Moment nehmen wir an die Eigen-s
haften aus Lemma 4.1.1 gelten. Die bis hierher erworbenen Kenntnisse sind als Grundlage fürden Beweis von Theorem 4.1.1 ausrei
hend.Beweis. Gegeben ist eine HRG G = (N,T, P,Z), dessen Spra
he L(G) bes
hränkten Aus-gangsknotengrad hat. Dann lässt si
h G für jedes X ∈ N und i ∈ rk(X) in eine äquiva-lente Grammatik Gi,X = (N ′, T, P ′, Z) in lokaler Greiba
h Normalform umformen. Sei der in
L(G) = L(Gi,X) maximal vorkommende Ausgangsknotengrad b ∈ N. Nun erstellt man sukzessive
b − 1-mal für X und den betra
hteten externen Knoten v = ext(i) die Ersetzungsgrammatik
G′X

i,X = replb−1(GX
i,X ,X, i). Solange v die lokale Apex-Eigens
haft verletzt, d.h. mindestens eineni
ht auss
hlieÿli
h über Reduktionstentakel anliegende Ni
htterminalkante besitzt, wird dabei injedem S
hritt der Ausgangsgrad erhöht. Daraus folgt direkt, dass v spätestens na
h b− 1 S
hrit-ten lokale Apex-Eigens
haft besitzt, denn dann beträgt der Ausgangsknotengrad an v mindestens

k+(b−1), wobei k ≥ 2 wegen lokaler Greiba
h Normalform. Für einen Ausgangsknotengrad von
≥ b+1 lässt si
h aber direkt folgern, dass an v nun auss
hlieÿli
h Terminalkanten anliegen müssen,42



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haftda na
h Voraussetzung der Ausgangsknotengrad dur
h b bes
hränkt ist. Folgli
h besitzt die Teil-grammatik G′X
i,X am externen Knoten ext(i) aus X erweiterte, lokale Apex-Eigens
haft. Die Ge-samtgrammatik G′ entsteht dann dur
h Vereinigung der Ni
htterminale, Terminale und Produk-tionsregeln der Teilgrammatiken. Da die Spra
he jeder Teilgrammatik L(G′X

i,X) = L(GX
i,X) glei
hder Spra
he der Ausgangsgrammatik L(GX) ist, sind die Eigens
haften ⋃k

i=1G
X
i,X = GX und

L(GX
i,X ∪GX ,X•) = L(G,X•)∀ 1 ≤ i ≤ k damit trivialerweise erfüllt und es gilt L(G′) = L(G).

�Im nä
hsten Abs
hnitt bes
häftigen wir uns mit dem Beweis von Lemma 4.1.1.Beweis. 1. Wir zerlegen die Aussage in Hin- und Rü
kri
htung und beweisen diese getrennt.
L(repl(G,X, i)) ⊆ L(GX) : Unter Benutzung der grundlegenden Eigens
haft der Assoziativitätder Kantenersetzung in HRGs ist diese Inklusion einfa
h zu zeigen. Betra
hten wir eine beliebigeProduktionsregel X → H[H1/e1, . . . ,Hn/en] ∈ repl(G,X, i) und einen beliebigen Hypergra-phen K, der eine Ni
htterminalkante enthält, die mit X bes
hriftet ist. Da mit dem Assozia-tivgesetz gilt, dass K[H/e][H[H1/e1, . . . ,Hn/en]] = K[H[H[H1/e1, . . . ,Hn/en]]], kann die obi-ge Produktionsregel dur
h eine Abfolge von Konkretisierungss
hritten in GX simuliert werden:
X → H, labH(e1) → H1, . . . , labH(en) → Hn. Da dies für jede beliebige Produktionsregeln in
repl(G,X, i) dur
hführbar ist, folgt L(repl(G,X, i)) ⊆ L(GX).
L(GX) ⊆ L(repl(G,X, i)) : Für den Beweis dieser Inklusion benötigt man zusätzli
h zu der As-soziativität der Kantenersetzung au
h das in 2.3.2 eingeführte Dekompositionslemma. Betra
htenwir eine Reihe von Konkretisierungss
hritten X ⇒∗ F in GX , oder konkreter X ⇒ H ⇒∗ F füreine Produktionsregel X → H. Na
h Dekompositionslemma gilt: F = H[F1/e1, . . . , Fn/en], wo-bei e1, . . . , en die mit X bes
hrifteten Ni
htterminalkanten in GX sind mit X ⇒∗ Fj . Es existiertfolgli
h wiederum ein Hypergraph Hj, der von X dur
h einen Konkretisierungss
hritt abgelei-tet in Fj überführt werden kann für beliebige Produktionen X → Hj in GX . Dur
h weiteresAnwenden des Dekompositionslemmas ergibt si
h dann: Fj = Hj[Fj1/ej1, . . . , Fjm/ejm], wenndie ej1, . . . , ejm diesmal die mit X bes
hrifteten Ni
htterminalkanten von Hj darstellen. Es giltwieder X ⇒∗ Fjk für k ∈ [1,m]. Dur
h Induktion folgt dann direkt X ⇒∗ Fjk in repl(G,X, i).Na
h dem Assoziativgesetz ist folgli
h äquivalent:

F = (H[H1/e1, . . . ,Hn/en])[F11/e11, . . . , F1m1/e1m1 , . . . , Fn1/en1, . . . , Fnmn/enmn ]Es folgt dur
h �Rü
kwärtsanwendung� des Dekompositionslemmas, dassH[H1/e1, . . . ,Hn/en] ⇒∗

F in repl(G,X, i). Da na
h De�nition die Produktionsregel X → H[H1/e1, . . . ,Hn/en] au
h in43



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für Heapabstraktionsgrammatiken
repl(G,X, i) vorhanden ist, lässt si
h X ⇒∗ F au
h in repl(G,X, i) ableiten.2. Die Isolationsfreiheit folgt trivialerweise aus Lemma 2.3.3.3. Sei v = ext(i) externer Ni
htterminalknoten aus H[H1/e1, . . . ,Hn/en] ∈ repl(G,X, i). D.h.
v ∈ H besitzt mindestens eine anliegende Ni
htterminalkante, die ni
ht auss
hlieÿli
h über Re-duktionstentakel mit v verbunden ist. Da v auÿerdem na
h der Erstellung der Ersetzungsgramma-tik immer no
h Ni
htterminalknoten ist, muss mindestens einer der Hypergraphen Hi, 1 ≤ i ≤ nwiederum eine an dem mit v korrespondierenden externen Knoten v′ ni
ht auss
hlieÿli
h dur
hReduktionstentakel verbundene Ni
htterminalkante besitzen, dies seien H ′

1, . . . ,H
′
m, mit m ≥ 1.Angenommen v ∈ H hat Ausgangsknotengrad d und v′ ∈ H ′

j Ausgangsknotengrad dj , wobei na
hVoraussetzung d, dj ≥ k ≥ 2. D.h. für jedes H ′ ∈ {H ′
1, . . . ,H

′
m} wä
hst der Ausgangsknotengradum mindestens k−1 ≥ 1. Da per De�nition nur diejenigen Ni
htterminalkanten ei ersetzt werden,die ni
ht mit v dur
h Reduktionstentakel verbunden sind, folgli
h zum Ausgangsknotengrad bei-tragen, kann v ∈ H[H1/e1, . . . ,Hn/en] niemals einen kleineren Ausgangsknotengrad als v ∈ Hbesitzen. Daraus folgt direkt, dass der Ausgangsknotengrad d′ von v ∈ H[H1/e1, . . . ,Hn/en]gröÿer ist als d+m ∗ 1. Da m ≥ 1 und d ≥ k folgt weiter d′ ≥ k + 1. �Es lässt si
h lei
ht erkennen, dass es für eine Heapabstraktionsgrammatik ausrei
hend ist, wenn siein Greiba
h Normalform vorliegt, anstatt die stärkere Anforderung der lokalen Apex-Eigens
haftzu erfüllen. Die Ersetzungsgrammatik repl entsteht dur
h ni
hts anderes als mehrere hinter-einander ausgeführte Konkretisierungss
hritte. Dur
h den bes
hränkten Ausgangsknotengrad istauÿerdem si
hergestellt, dass in endli
h vielen Konkretisierungss
hritten erweiterte, lokale Apex-Eigens
haft an einem beliebigen externen Knoten einer beliebigen Regelmenge garantiert werdenkann. Folgli
h ist es für ein Framework, das Konkretisierungss
hritte dur
hführen und erkennenkann, wann lokale Apex-Eigens
haft errei
ht ist, ausrei
hend mit einer Grammatik in Greiba
hNormalform anstatt mit erweiterter, lokaler Apex-Eigens
haft zu arbeiten.Na
hdem nun gezeigt wurde, dass die Greiba
h Normalform einer HRG zur Veri�kation von aufheapbasierten Datenstrukturen operierenden Programmen genutzt werden kann, wird ein Verfah-ren benötigt, wel
hes eine beliebige HRG in lokale Greiba
h Normalform umzuformen vermag.Dieser Konstruktion der hier betra
hteten NF liegt das Vorgehen des Beweises von Theorem4.1.2 zugrunde, der in ausführli
her Form in [EHL94℄ zu �nden ist. Da die Konstruktion der lo-kalen Greiba
h Normalform ein re
ht komplexer Vorgang ist, wird ihr ein eigener Unterabs
hnittgewidmet.44



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haft4.1.1 Konstruktion der lokalen Greiba
h NormalformDa der Beweis zu Theorem 4.1.2 die Konstruktion der lokalen Greiba
h Normalform beinhaltet,wird si
h dieser Abs
hnitt im Detail mit ihm befassen. Der grundlegende Unters
hied zwis
hender Greiba
h Normalform aus [Eng92℄ und der hier benötigten Normalform ist die Tatsa
he,dass bei ersterer gefordert wird, dass der Grad an jedem Ni
htterminalknoten ≥ 1 sein muss,wohingegen für zweitere der Eingangsgrad unents
heidend ist und sie einen Ausgangsgrad ≥ 1fordert. Eine erste Idee wäre die Konstruktion der Greiba
h Normalform aus [Eng92℄ bis auf diesekleine Änderung einfa
h zu übernehmen. Warum das ni
ht funktionieren kann, wird an einemBeispiel s
hnell klar.Beispiel 4.1.2 Betra
hten wir das Minimalbeispiel, das beide Arten von Problemen für die Grei-ba
h Normalform Konstruktion enthält: einen Ni
htterminalknoten mit Ausgangsgrad 1 sowieeinen Knoten mit unendli
hem Eingangsgrad. Eine einfa
he Datenstruktur, die diese Anforde-rungen erfüllt, ist eine einfa
h verkettete Liste, in der jedes Element zusätzli
h einen Zeiger zumAnfang der Liste besitzt, siehe Abbildung 4.4. Die Grammatik, die alle Listen dieser Art erzeugt,ist in Abbildung 4.5 zu �nden.
. . .n n n n nr r r r r r

Abbildung 4.4: Beispiel: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszeigern
L →

1 2n

r

1 L 2
1 2 n

rAbbildung 4.5: Grammatik: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszeigernNa
h [Eng92℄ liegt diese Grammatik bereits in Greiba
h Normalform vor, da jeder Knoten Grad 2hat. Es lässt si
h jedo
h dur
h einfa
he Kantenersetzung keine Grammatik mit Apex-Eigens
haftkonstruieren. Betra
htet man hingegen nur den Ausgangsgrad, ist der externe Knoten 1 derzweiten L-Regel Ni
htterminalknoten und besitzt (Ausgangs-)Grad 1. Setzen wir also hier mitder Greiba
h Normalform Konstruktion an. Zuerst wird eine zur Eingabegrammatik äquivalente45



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für HeapabstraktionsgrammatikenGrammatik erstellt, die zusätzli
he Informationen enthält (siehe Grammatik G′ in [Eng92℄). DasResultat ist in Abbildung 4.6 zu sehen. Der Bezei
hner L1 steht hier für L, {1}, folgt man der Na-mensgebung aus [Eng92℄. Er ist dabei so gewählt, dass er zusätzli
h zum Ni
htterminal Angabenüber die externen Knoten enthält, in die, die Greiba
h Normalform verletzten, Knoten überführtwerden.
L →

1 2n

r

1 L1 2
1 2 n

r

L1 →
1 2n

r

1 L1 2
1 2 n

rAbbildung 4.6: Erweiterte Grammatik: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszeigernAus dieser Grammatik wird dann die Grammatik G1 in Greiba
h Normalform erstellt. Dazuwird ein neues Ni
htterminal D1 =< L1, {1}, L1, {1}, ω > vom Rang 2 eingeführt, dass dasNi
htterminal L1 an den problematis
hen Stellen ersetzen soll. Die resultierenden Regeln sind inAbbildung 4.7 zu �nden.Hier ist o�ensi
htli
h, wo das Problem liegt. Zur Erstellung der Faltregeln entfernt man im Prinzipden fehlerhaften Knoten, der Grad 1 besitzt und die entspre
hende anliegende Ni
htterminalkante.Für unsere lokale Greiba
h Normalform besitzt dieser Knoten nur Ausgangsgrad 1, aber zusätzli
hno
h eingehende Kanten. Diese Kanten darf man natürli
h ni
ht entfernen. Um allerdings denAusgangsgrad von 1 zu verhindern, muss die Ni
htterminalkante zusammen mit dem Ni
htter-minalknoten vom (Ausgangs-)Grad 1 entfernt werden. Das führt dazu, dass etwaige eingehendeKanten an diesem Ni
htterminalknoten nun keinen Zielknoten mehr besitzen, sozusagen �in derLuft hängen�.Um das in Beispiel 4.1.2 illustrierte Problem beim Übertragen der Greiba
h Normalform Kon-struktion aus [Eng92℄ zu umgehen, wird an dieser Stelle das Aufsplitten von externen Knoteneingeführt. Dabei ist das Vorgehen sehr intuitiv, denn es �splittet� einen vorher festgelegten ex-ternen Knoten in zwei unters
hiedli
he Knoten auf, wobei einer von ihnen alle ausgehenden undder andere alle eingehenden Kanten vom ursprüngli
hen Knoten erhält. Um die Formalisierungdes Aufsplittens eines Knotens zu vereinfa
hen, werden zuerst die Mengen der an einem Knotenanliegenden ein- und ausgehenden Kanten de�niert.De�nition 4.1.5 (Kantenmengen eines Knotens v) Gegeben ein Hypergraphen H, ein Kno-ten v ∈ VH und seine zugehörige Kantenmenge E(v). Wir partitionieren E(v) in die Menge der46



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haft
L →

1 2n

r (a) Alte Produktionsregeln
L →

1 2n n

r

r

1 D1 2
12n n

r

r

(b) Brü
ken-Regeln
D1 →

1 D1 2
21n n

r

r

(
) Falt-Regeln
D1 →

1 2n

r

1 2n n

r

r(d) End-Falt-RegelnAbbildung 4.7: Grammatik in Greiba
h NF: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszei-gern
47



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für Heapabstraktionsgrammatikeneingehenden und ausgehenden Kanten E(v) = Ein(v)∪Eout(v) und diese wiederum in die Mengeder eingehenden Ni
htterminal- und Terminalkanten Ein(v) = ET in(v) ∪ ENin(v) sowie ausge-henden Ni
htterminal- und Terminalkanten Eout(v) = ETout(v) ∪ ENout(v) mit:
• ET in(v) = {e ∈ EH | lab(e) ∈ TH ∧ nod(e, 2) = v}

• ENin(v) = {e ∈ EH | ∃ j ∈ N : lab(e) ∈ NH ∧ nod(e, j) = v ∧ terminal(lab(e), j) = ∅}

• ETout(v) = {e ∈ EH | lab(e) ∈ TH ∧ nod(e, 1) = v}

• ENout(v) = {e ∈ EH | ∃ j ∈ N : lab(e) ∈ NH ∧ nod(e, j) = v ∧ terminal(lab(e), j) 6= ∅}De�nition 4.1.6 (Split-Grammatik) Gegeben eine HRG G, ein Ni
htterminal X, sowie einexterner Knoten ext(i) = v, mit i ∈ [1, rk(X)]. Dann entsteht die Split-Grammatik Gsplit(X, i)aus G wie folgt:1. Terminale T , Ni
htterminale N und das Axiom S wird aus G übernommen.2. Jede Regel (A,H) ∈ P mit A 6= X wird aus G übernommen.3. Die Menge der Ni
htterminale N ∈ Gsplit(X, i) wird um das Ni
htterminal X ′ mit rk(X ′) =
rk(X) + 1 erweitert und eine Produktionsregel (X,M) zu Gsplit(X, i) hinzugefügt, wobei
M = (VM , EM , labM , attM , extM ) folgende Gestalt hat, siehe au
h Abbildung 4.8:

• VM = {v1, . . . , vrk(X)}

• EM = {eX′}

• labM (eX′) = X ′

• attM (eX′) = v1, . . . , vrk(X), vi

• extM = v1, . . . , vrk(X)

X →

1 . . .
rk(X)

X ′ i. . .1

i

rk(X) + 1

rk(X)Abbildung 4.8: S
hematis
he Darstellung: Split-RegelDer so entstandene Hypergraph M entspri
ht einem modi�zierten X ′-Henkel X ′•i , in demzwei Tentakel an demselben externen Knoten ext(i) anliegen. Wir bezei
hnen die so ent-standene Regel als Split-Regel.48



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haft4. Für jede Regel (X,H) ∈ P wird eine neue Regel (X ′,H ′) in Gsplit(X, i) eingefügt, dieanstatt v die Knoten vin und vout enthält. An vin liegen dabei alle ursprüngli
h an veingehenden, an vout alle ursprüngli
h ausgehenden Kanten an. Formal entsteht H ′ =
(V ′, E′, lab′, att′, ext′) aus H = (V,E, lab, att, ext) wie folgt:

• V ′ = V \{v} ∪ {vin, vout}

• E′ = EH

• labH′(e) =

{

X ′ falls labH(e) = X

labH(e) sonst
• Sei attH(e) = v1, . . . , vn mit 1 ≤ i ≤ n. Dann gilt:
attH′(e) =



























































































v′1, . . . , v
′
n v′i = vi für alle vi 6= v, falls labH(e) 6= X

v′i = vout für vi = v

∧ e ∈ Eout
H (v),

v′i = vin für vi = v

∧ e ∈ Ein
H (v)

v′1, . . . , v
′
n, vin v′i = vi für alle vi 6= v, falls labH(e) = X

v′i = vout für vi = v

∧ e ∈ Eout
H (v),

v′i = vin für vi = v

∧ e ∈ Ein
H (v)

attH(e) sonst
• extH′(j) =











extH(j) falls j ≤ rk(X) ∧ j 6= i

vout falls extH(j) = v

vin falls i = rk(X) + 1Es muss no
h gezeigt werden, dass si
h die erkannte Spra
he dur
h die Erstellung der Split-Grammatik ni
ht ändert. Der nä
hste Abs
hnitt widmet si
h dem Beweis des na
hfolgendenLemmas.Lemma 4.1.2 (Spra
he einer Split-Grammatik) Sei Gsplit(X, i) eine Split-Grammatik unddie HRG G die entspre
hende Grammatik aus der Gsplit(X, i) entstanden ist, so sind ihre Spra
henglei
h, d.h. L(G) = L(Gsplit(X, i)), und damit G und Gsplit(X, i) äquivalent.Beweis. L(G) ⊆ L(Gsplit(X, i)): Sei S ⇒∗ F eine beliebige Ableitung mit S Axiom von Gund F ∈ L(G). Wähle beliebigen Knoten v aus F . Wir ordnen die Ableitungskette so um, dass49
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S ⇒ H1 ⇒ · · · ⇒ Hj ⇒ · · · ⇒ Hn ab Hj alle Ni
htterminalkanten e ersetzt werden für die gilt:
nod(e, k) = v → (e, k) Reduktionstentakel und e ∈ ES ∪ EH1 ∪ · · · ∪ EHn mit k ∈ [1, rk(lab(e))].(Dekompositions-Lemma)Wir zeigen, dass eine Ableitung S ⇒≤j Hj inGsplit(X, i) existiert. Seien (N1, A1), . . . , (Nj−1, Aj−1)die in G angewandten Produktionsregeln für die Ableitung S ⇒ Hj.Fall 1: ∀(Nk, Ak) : Nk 6= X, k ∈ [1, j − 1].Dann existieren die glei
hen Produktionsregeln (Nk, Ak) au
h in Gsplit(X, i) und S ⇒j−1

Hj lässt si
h analog herleiten.Fall 2: ∃>1(Nk, Ak) : Nk = X, k ∈ [1, j − 1].Dieser Fall kann ni
ht auftreten, da G typisiert und wiederholungsfrei.Fall 3: ∃!(Nk, Ak) : Nk = X, k ∈ [1, j − 1].Wir ordnen wiederum die Ableitungss
hritte so um, dass S ⇒m Hhelp ⇒i−m Hj bis Hhelpvollständig abgeleitet wurde, auss
hlieÿli
h Produktionsregeln (N,A) mit N 6= X verwandwerden. (Dekompositions-Lemma) Die Ableitungss
hritte bis Hhelp können wieder analogzu G dur
hgeführt werden, da die notwendigen Produktionsregeln au
h in Gsplit(X, i) vor-handen sind.Für die übrigen i−m S
hritte zeigen wir dur
h Induktion über die Länge der Ableitung,dass eine Ableitung Hhelp ⇒i−m Hj in Gsplit(X, i) existiert.Ist die Ableitungskette in G ledigli
h einen S
hritt lang und Produktionsregel (X,H) wurdeangewandt, so lässt sie si
h in Gsplit(X, i) wie folgt simulieren: Wir wenden erst die Split-Regel X ′•i gefolgt von der (X,H) entspre
henden Regel (X ′,H ′) auf die einzige ni
htdur
h Reduktionstentakeln mit v verbundene Ni
htterminalkante eX′ an. Sei eX die dur
h
(X,H) zu ersetzende Kante mit nod(eX , j) = v für ein j ∈ [1, rk(X)]. Da im Ans
hluÿum v auss
hlieÿli
h Terminalkanten anliegen (abgesehen von Reduktionstentakeln), mussdies au
h für den externen Knoten ext(j) in H gelten und na
h Konstruktion der Split-Grammatik au
h für die einzige Kante eX′ mit lab(eX′) = X ′ mit nod(eX′ , j) und denexternen Knoten ext(j) ∈ H ′. Es folgt weiter, dass nod(eX , j) = v → nod(eX′ , j) =
v ∧ nod(eX′ , rk(X) + 1) = v und da si
h H und H ′ nur an v dur
h die Kanten eX und eX′unters
heiden damit au
h die Äquivalenz der resultierenden Hypergraphen.Eine n S
hritte lange Ableitungskette in G wird in Gsplit(X, i) folgendermaÿen simu-liert: Wiederum beginnend mit der einzigen anwendbaren Regel � der Split-Regel X ′•i� wird zu der in G verwendeten Produktionsregel (X,H) in Gsplit(X, i) die entspre
hen-de Regel (X ′,H ′) (siehe De�nition 4.1.6) angewandt. Seien H1 ⇒ · · · ⇒ Hn in G und
H1 ⇒ Hsplit ⇒ H ′

2 ⇒ · · · ⇒ H ′
n in Gsplit(X, i) die resultierenden Ableitungsketten. Es giltfür jedes j aus [1, n], dass Hj zu H ′

j äquivalent ist, bis auf die an v ni
ht dur
h ein Reduk-tionstentakel anliegende Ni
htterminalkante eX mit lab(eX) = X (alle Produktionsregeln50



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haftmit anderen Ni
htterminalbezei
hnern wurden wegen der Umsortierung bereits angewandtoder sind Reduktionstentakel). H ′
j enthält anstelle von eX eine Ni
htterminalkante eX′mit lab(eX′) = X ′. X und X ′ unters
heiden si
h dabei ledigli
h im Rang, d.h. rk(X ′) =

rk(X) + 1 mit nod(eX , k) = nod(eX′ , k) für k ∈ [1, rk(X)] und nod(eX′ , rk(X) + 1) = v.Dur
h die angenommene Umsortierung dürfen na
h dem n-ten Ableitungss
hritt auss
hlieÿ-li
h Terminalkanten (und Reduktionstentakel) an v anliegen. Folgli
h wird in diesem S
hritteine Kante eX mit v = nod(eX , j) dur
h eine Regel (X,H) ersetzt, die am externen Knoten
ext(j) auss
hlieÿli
h Terminale (und Reduktionstentakel) besitzt. Sowohl Regel als au
h dieNi
htterminalkante existiert wiederum analog in Gsplit(X, i) als (X ′,H ′) bzw. eX′ , ledig-li
h mit gesplittetem Knoten v. Da dur
h die Konstruktion der Split-Grammatik geltenmuss, dass nod(eX , j) = v → nod(eX′ , j) = v ∧ nod(eX′ , rk(X) + 1) = v, folgt damitdie Äquivalenz von Hn und H ′

n. Es existiert also eine Ableitung H1 ⇒ Hsplit ⇒
n Hn in

Gsplit(X, i).Dieses Vorgehen lässt si
h nun für beliebige Knoten und die verbliebenen Ableitungss
hritte
Hj ⇒ Hn wiederholen bis auss
hlieÿli
h Kantenersetzung an Reduktionstentakeln (N, k) übrigbleibt. Da gilt, dass terminal(N)(k) = ∅, folgt direkt, dass N 6= X ∨ k 6= i. Die benötigtenProduktionsregeln für die verbliebenen Kantenersetzungen existieren folgli
h analog Gsplit(X, i).Es ergibt si
h damit: S ⇒∗ F lässt si
h au
h in Gsplit(X, i) herleiten.
L(Gsplit(X, i)) ⊆ L(G): analog. �Na
hdem Beispiel 4.1.2 ein groÿes Problem bei der Greiba
h Normalform Konstruktion aus[Eng92℄ für die Anforderungen der Heapabstraktionsgrammatiken aufzeigte, wurde zur Lösungdas Konzept der Split-Grammatik eingeführt. Diese Grammatik entsteht, indem man einen vor-gegebenen externen Knoten v eines Ni
htterminals in zwei Knoten aufsplittet, die jeweils nureingehende bzw. ausgehende Kanten von v erhalten. Die erkannte Spra
he wird bei diesem Vor-gang ni
ht verändert. Für die Herstellung der erweiterten, lokalen Greiba
h Normalform ist esnun wi
htig zu wissen, wel
he Knoten genau problematis
h sind und gesplittet werden müssen.Bei näherer Betra
htung ist klar, dass genau für das Ni
htterminal und der Knoten v, an demdie Greiba
h Normalform hergestellt werden soll, gesplittet werden muss. Desweiteren muss au
hfür jedes andere Ni
htterminal und externen Knoten, der dur
h Ableitung an die Stelle von
v treten kann, gesplittet werden. Um diese Bestimmung von Split-Knoten zu systematisieren,wird das Konzept und die Konstruktion des Ni
htterminal-Ableitungsgraphen eingeführt. Dieserbeinhaltet alle Paare von Ni
htterminalen und externen Knoten (Map-Tupel), die bei beliebi-gen Ableitungss
hritten ausgehend von einem Paar von Ni
htterminal und externem Knoten andiesem entstehen können, ähnli
h wie beim Ableitungsbaum.
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Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für HeapabstraktionsgrammatikenDe�nition 4.1.7 (Ni
htterminal-Ableitungsgraph) Gegeben eine HRG G = (N,T, P, S).Der zugehörige Ni
htterminal-Ableitungsgraph ist ein Graph, dessen Knoten mit Map-Tupeln
(A, i) bes
hriftet sind. Dabei existiert eine Kante von (Ai, i) zu (Aj , j), falls ein Regel (Ai,H) ∈ Pexistiert, im Hypergraphen H am externen Knoten ext(i) das j-te Tentakel der Ni
htterminalkante
Aj anliegt und terminal(Aj)(j) 6= ∅.Zum besseren Verständnis des Ni
htterminal-Ableitungsgraphen wird mit Algorithmus 4.1 einVerfahren zur Konstruktion von diesem eingeführt. Die Terminierung des Algorithmus und damitder Konstruktion des NT-Ableitungsgraphen ist direkt ersi
htli
h, da in jedem Dur
hlauf einMap-Tupel abgearbeitet wird. Dabei existieren nur endli
he viele Kombinationsmögli
hkeiten vonNi
htterminal und Rangindex � diese bilden die Map-Tupel �, da nur endli
h viele Ni
htterminalein einer Grammatik vorhanden sind und jede Regel bes
hränkten Knotengrad besitzt.Algorithm 4.1 Konstruktion: NT-AbleitungsgraphRequire: HRG G mit Axiom SEnsure: NT-Ableitungsgraph G′ = (V, E)

E := ∅
V := {(S, i)} ∀1 ≤ i ≤ rk(S)
q.Enqueue(V )while !q.isEmpty do

(X, i) := q.Dequeue
v := ext(i) of nonterminal N
visited := visited ∪ {(X, i)}for all produ
tions (X, H) ∈ G and edges e ∈ EH(v) doif lab(e) ∈ N then

V ′
H := {(lab(e), j1), . . . , (lab(e), jn)}∀j: 1 ≤ j ≤ rk(e) ∧ terminal(lab(e), j) 6= ∅

V := V ∪ V ′
H

E := E ∪ {((X, i), v′
1), . . . , ((X, i), v′

n)} with E ′
H(v) = {v′

1, . . . , v
′
n}

q.Enqueue(V ′
H\visited)end ifend forend whileDie Absi
ht hinter der Konstruktion dieses Ableitungsgraphen ist, wie oben erwähnt, herauszu�n-den, für wel
he der externen Knoten und wel
her Ni
htterminale die zugehörige Split-Grammatikerstellt werden muss. Für die Konstruktion der erweiterten, lokalen Greiba
h Normalform für einNi
htterminal X und einen externen Knoten ext(i), 1 ≤ i ≤ rk(X) sind dies genau diejenigenPaare (A, j) die ausgehend von (X, i) eins
hlieÿli
h im NT-Ableitungsgraphen errei
hbar sind:52



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haftAlle externen Knoten in re
hten Regelseiten, in die ext(i) dur
h Ableitungss
hritte überführtwerden kann.Beispiel 4.1.3 Betra
hten wir wieder die Grammatik aus Abbildung 4.5. Wie in Beispiel 4.1.2gesehen, s
heiterte hier die erweiterte, lokale Greiba
h Normalform Konstruktion. Wir führen diegesamte Konstruktion no
hmals unter Verwendung von Split-Grammatiken dur
h. Dafür wird alserster S
hritt der NT-Ableitungsgraph der Grammatik bestimmt, der in Abbildung 4.9 zu �ndenist. Soll nun wie in Beispiel 4.1.2 au
h die Grammatik GL
i für Ni
htterminal L und externemKnoten ext(i), 1 ≤ i ≤ rk(L) in erweiterte, lokale Greiba
h Normalform gebra
ht werden, gehtaus dem NT-Ableitungsgraphen hervor, dass ledigli
h für alle Produktionsregeln (L,H) der externeKnoten 1 aufgesplittet werden muss. Das führt zu der Grammatik aus Abbildung 4.10.

L, 1 L, 2Abbildung 4.9: NT-Ableitungsgraph: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszeigern II
L → 1 L′ 2

1

2
3

1 L′ 2

3

1 2

3

n

r

L′ →

1 2

3

n

rAbbildung 4.10: Split-Grammatik: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszeigern IIMit dieser Split-Grammatik lässt si
h nun die Greiba
h Normalform Konstruktion aus [Eng92℄übernehmen, was hier am Beispiel demonstriert werden soll. Der erste S
hritt - die Erstellungeiner äquivalenten Grammatik mit zusätzli
hen Informationen - ist wenig komplex, sein Resultatist in Abbildung 4.11 zu �nden. Au
h hier steht das neue Ni
htterminal L′
1 wieder für L′, {1} derGreiba
h Konstruktion.Als letzter S
hritt erfolgt nun das Falten der problematis
hen Regeln, um diese in lokale Greiba
hNormalform zu bringen. Dafür wird ein neues Ni
htterminal D1 :=< L′
1, L

′
1, φ > eingeführt,53



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
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rAbbildung 4.11: Erweiterte Grammatik: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszeigernIIwel
hes den ersten und letzten S
hritt einer unzulässigen Ableitungsreihe simuliert, d.h. einerAusführung mindestens zweier L′
1-Regeln entspri
ht. φ stellt eine Funktion dar, die � intuitiverklärt � aussagt, dur
h wel
he externen Knoten die weitergerei
hten externen Knoten von L′

1in den Ableitungss
hritten ersetzt werden. Für dieses Beispiel gilt also: φ : 1 → 1. Weiterhinwerden die Tentakel des neuen Ni
htterminals (und damit au
h der Rang) de�niert: tent(D1) =
{(3, 3), (2, ⋆), (⋆, 2)}. Die Funktion τ : tent(D1) → [1, |tent(D1)|] ordnet dabei jedem Tentakelbijektiv eine feste Zahl aus rk(D1) = |tent(D1)| zu. Sei hier τ(⋆, 2) = 1, τ(2, ⋆) = 2, τ(3, 3) = 3.Nun werden zwei Arten von Hilfsregeln � Zwis
henproduktions- und Ausstiegsregeln � erstellt,die später für die Konstruktion der Falt-Regeln genutzt werden. Die für dieses Beispiel na
h derGreiba
h Normalform Konstruktion erstellten Hilfsregeln sind in Abbildung 4.12 zu �nden.Aus den Regeln der Grammatik aus Abbildung 4.11 werden nun die sogenannten alten Produk-tionsregeln und Brü
ken-Regeln, sowie die Falt- und Endfalt-Regeln erstellt. Die Konstruktionletzterer bezieht auÿerdem die Hilfsproduktionsregeln mit ein. Die vier Regeltypen sind in Ab-bildung 4.13 zu �nden und bilden die resultierende Grammatik in erweiterter, lokaler Greiba
hNormalform.Bei dem hier vorgestellten Vorgehen für die lokale Greiba
h Normalform kann hö
hstens einverletzender Knoten � nämli
h der momentan betra
htete externe Knoten � an jeder Ni
httermi-nalkante anliegen, daher rei
ht für diese Anwendung immer einmaliges Falten. Eine weitere hierimplizit angenommene Veränderung der Greiba
h NF Konstruktion aus [Eng92℄ resultiert direktaus der neu eingeführten Greiba
h Eigens
haft, nämli
h die Anpassung der De�nition der Menge54



4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haft
1 L′
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L′
1 (a) Zwis
henproduktionsregel: D1

1 D1 2

3
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n

r

L′
1(b) Ausstiegsproduktionsregel: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszei-gern IIAbbildung 4.12: Hilfsregeln: Einfa
h verkettete Liste mit Rü
kwärtszeigern IIvon NT-weiterrei
henden Knoten einer Kante, pass(e). In pass(e) werden hier ni
ht alle Ni
htter-minalknoten vom Grad 1 aufgenommen, sondern � analog zur De�nition der erweiterten, lokalenGreiba
h Normalform � alle Ni
htterminalknoten vom Ausgangsgrad 1. Diese Änderung hat je-do
h keinen Ein�uÿ auf den Beweis des Substitutionslemmas der pass(e)-Menge aus [Eng92℄, dieAussage kann ohne Weiteres übernommen werden.Als weitere Variation wird hier die Greiba
h Konstruktion auf Grammatiken angewandt, derenRegeln Hypergraphen mit potentiell unbes
hränkten Eingangsgrad erzeugen. Dies stellt jedo
hkein Problem dar, da das Falten von Hypergraphen und damit die betra
htete Greiba
h Normal-form Konstruktion für beliebige HRGs funktioniert [Eng92℄.Na
hdem nun die angepasste Greiba
h Normalform Konstruktion erläutert wurde und gezeigtwurde, dass sie hinrei
hende Voraussetzung für die erweiterte, lokale Apex-Eigens
haft bei Hea-pabstraktionsgrammatiken ist, muss als letzter und wi
htiger Punkt no
h gezeigt werden, dassna
h der angepassten Greiba
h Konstruktion tatsä
hli
h die in De�nition 4.1.3 geforderten Eigen-s
haften erfüllt sind. Die Anforderung der Isolationsfreiheit muss ni
ht weiter betra
htet werden,in dieser Hinsi
ht ändert si
h ni
hts an der Konstruktion der ursprüngli
hen Greiba
h Normal-form. Bleibt jedo
h no
h zu zeigen, dass (⋆) in der konstruierten Grammatik der betra
hteteexternen Knoten entweder einen Ausgangsgrad von ≤ 2 aufweist oder kein Ni
htterminalknotenmehr ist. Betra
htet man die Entstehung der einzelnen Produktionsregeln, die na
h der Greiba
hKonstruktion in der Grammatik vorhanden sind bzw. im Konstruktionprozess zur Herstellungder endgültigen Regeln verwandt werden, wird au
h bei dieser Eigens
haft s
hnell klar, dass sieerfüllt sein muss. Sei die HRG G die Grammatik, für die an Ni
htterminal X und externem55
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r(d) Endfalt-RegelnAbbildung 4.13: Lokale Greiba
h Normalform: Liste mit Rü
kwärtszeigern II
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4.1 Konstruktion der lokalen Apex-Eigens
haftKnoten ext(i), i ∈ [1, rk(X)], eine Grammatik G′ in erweiterter, lokaler Greiba
h Normalformkonstruiert werden soll.Betra
hten wir zunä
hst die Entstehung der Produktionsregeln, die zur Herstellung der endgül-tigen Regeln gebrau
ht werden.Einstiegsregel/initial produ
tion: Diese Regeln sind die Kopien der Regeln aus G, die ni
htin Greiba
h Normalform vorliegen. Ledigli
h die Ni
htterminalkante, die am betra
htetenexternen Knoten zu Ausgangsgrad 1 führt, wird in den Einstiegsregeln umbenannt.Mittelregel/middle produ
tion: Mittelregeln entstehen wiederum dur
h Kopie der �unzuläs-sigen� Regeln aus G. Au
h hier wird wie bei den Einstiegsregeln die maximale Ni
httermi-nalkante umbenannt, zusätzli
h wird der Bezei
hner der linken Regelseite abgeändert.Endregel/�nal produ
tion: Die Entstehung erfolgt analog zu den Mittelregeln, jedo
h fürRegeln aus G, die bereits in Greiba
h Normalform vorliegen. Da keine unzulässige Ni
ht-terminalkante vorliegt, wird nur der Bezei
hner der linken Regelseite angepasst.Zwis
henregel/intermediate produ
tion: Diese Regeln entstehen indem für jeweils zwei Mit-telregeln X1,X2 eine Zwis
henregel X1 → H generiert wird, dessen re
hte Regelseite ge-nau zwei Ni
htterminalkanten enthält und als Bezei
hner auf der linken Regelseite X1erhält. Für die Bes
hriftung einer der Ni
htterminalkanten wird ein neues Ni
htterminal
< X1,X2, φ > eingeführt. Die Bes
hriftung der zweiten Kante entspri
ht der linken Re-gelseite der zweiten Mittelregel, also X2. Die Konstruktion der re
hten Regelseite siehtvor, dass die externen Knoten der ersten Mittelregel übernommen werden. Am externenKnoten, an dem lokale Apex-Eigens
haft konstruiert werden soll, liegt als einzige Kantediejenige mit dem Bezei
hner X2 an. Diese Konstruktion führt folgli
h zu einer Regel, dieni
ht in Greiba
h Normalform vorliegt.Ausstiegsregel/tail produ
tion: Ausstiegsregeln entstehen, indem man in jeder Zwis
henre-gel die Ni
htterminalkante am externen Knoten, für den lokale Apex-Eigens
haft konstru-iert werden soll, dur
h jede vorhanden Endregel ersetzt. Da alle Endregeln bereits in lokalerGreiba
h Normalform sind, gilt dies au
h für die so entstandene Ausstiegsregel.An dieser Stelle werden nun alle Regeln analysiert, die tatsä
hli
h in die konstruierte Grammatik

G′ aufgenommen werden.Alte Produktionsregeln: Das sind diejenigen Produktionsregeln aus G, die bereits vor derGreiba
h Konstruktion die Eigens
haften der erweiterten, lokalen Greiba
h Normalformerfüllen. Diese Regeln werden ohne Veränderung na
h G′ übertragen und erfüllen trivialer-weise (⋆).Brü
kenregel/bridge produ
tion: Diese Regeln entstehen, indem man in jeder Einstiegsregel57



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für Heapabstraktionsgrammatikendie einzige unzulässige Ni
htterminalkante am betra
hteten externen Knoten v dur
h jedevorhandene End- oder Ausstiegsregel ersetzt. Da sowohl End- als au
h Ausstiegsregeln be-reits in erweiterter, lokaler Greiba
h Normalform sind, besitzt v na
h dem Ersetzungss
hritterweiterte, lokale Apex-Eigens
haft.Faltregel/non-�nal folding produ
tion: Diese Regeln brau
hen in die Betra
htung ni
ht ein-ges
hlossen werden, da sie als linke Regelseite ein neues Ni
htterminal erhalten. DiesesNi
htterminal entspri
ht demjenigen, das au
h in den Zwis
henregeln als neues Ni
htter-minal verwandt wird. Da dieses nie mit dem betra
hteten externen Knoten verbunden wird(au
h ni
ht dur
h Ableitungss
hritte), sind Faltregeln trivialerweise in Greiba
h Normal-form.Endfaltregel/�nal folding produ
tion: siehe Faltregeln.Damit besitzen alle Regeln, die in die Grammatik G′ aufgenommen werden können erweiterte,lokale Greiba
h Normalform für das Ni
htterminal X am externen Knoten ext(i). Folgli
h liegt
G′ dann au
h in dieser vor.Na
hdem hier alle von der ursprüngli
hen Greiba
h Normalform abwei
henden Aspekte der erwei-terten, lokalen Greiba
h Normalform na
h und na
h diskutiert wurden, fassen wir abs
hlieÿenddie gesamte Konstruktion kurz zusammen.Konstruktion: Erweiterte, lokale Greiba
h NormalformEingabe: HRG G, Ni
htterminal X sowie externer Knoten v = ext(i) mit i ∈ [1, rk(X)] mitbes
hränktem AusgangsknotengradAusgabe: HRG Gi,X in Greiba
h NormalformDie maximale Anzahl maxp der an einer Ni
htterminalkante anliegenden externen Knoten vomGrad 1 kann für diese Anwendung ni
ht ≥ 1 sein. Daher rei
ht hier eine einmalige Ausführungder S
hritte 1 bis 4.1. Erstelle zur Grammatik G den Ableitungsgraphen G′ = (V,E). Sei reach(X, i) die Mengeder Knoten aus V , die von (X, i) aus errei
hbar sind.2. Erstelle sukzessive � jeweils ausgehend von der im vorangegangenen S
hritt erstellten Gram-matik � die Split-Grammatik Gsplit(Y, j) für alle Knoten (Y, j) ∈ reach(X, i).3. Erstelle die erweiterte, lokale Greiba
h Normalform Gi,X , wobei ein externer Ni
httermi-nalknoten ext(j) eines Ni
htterminals Y als unzulässig gilt, falls (Y, j) ∈ reach(X, i) und

|Eout(ext(j))| = |ENout(ext(j))| = 1. Sei e die einzige Kante aus ENout(ext(j)). Dann ist
pass(e) = ext(j) und e damit maximal. Für die genaue Vorgehensweise in diesem S
hrittsiehe die Zusammenfassung der Konstruktion der Greiba
h Normalform aus [Eng92℄.4. Als letzten S
hritt wird zu der vorliegenden Grammatik Gi,X die Ersetzungsgrammatik58



4.2 Lokale Greiba
h Normalform am Beispiel
repl(Gi,X ,X, i) konstruiert. repl(Gi,X ,X, i) liegt dann in erweiterter, lokaler Greiba
h Nor-malform vor.Während der Ausführung dieses Algorithmus betra
hten und modi�zieren wir die Split-Regel,die unter Umständen in S
hritt 3 erstellt wurde, unter keinen Umständen. Sie stellt eine kleineAusnahme dar, da ihre externen Knoten ni
ht paarweise disjunkt sind. Da wir wissen, dass sieimmer na
h spätestens zweimaliger Kantenersetzung lokale Apex-Eigens
haft besitzt, führt ihrAusnahmestatus zu keinen Problemen und bedarf keiner weiteren Behandlung.Komplexität Na
hdem die Konstruktion der lokalen Greiba
h Normalform erläutert wur-de, stellt si
h gerade in Hinsi
ht des komplexen Vorgehens die Frage, mit wel
hem Zuwa
hsvon Produktionsregeln gere
hnet werden muss. Der Einfa
hheit halber nehmen wir an, dass al-le externen Knoten ausser die der Split-Regel, paarweise disjunkt sind. Dies ist na
h Theorem2.3.2 keine Eins
hränkung, denn diese Forderung lässt si
h für jede beliebige HRG herstellen.Sei G = (N,T, P, S) die zu normalisierenden Grammatik, |P | entspre
hend die Anzahl ihrerProduktionsregeln und |N | die Anzahl der Ni
htterminale. Sei maxRank ausserdem der maxi-mal auftretende Rank aller Ni
htterminale. Dann liegt der Zuwa
hs an Produktionsregeln jederTeilgrammatik Gi,X in Greiba
h Normalform bei O(|P |3 ∗ |N |2 ∗maxRank2).Betra
hten wir abs
hlieÿend als ausführli
hes Beispiel die erweiterte, lokale Greiba
h NormalformKonstruktion für die Datenstruktur der Bäume mit verbundener Blattfront, die bereits in Beispiel2.2.1 eingeführt wurden.4.2 Lokale Greiba
h Normalform am BeispielIn diesem Abs
hnitt soll die Konstruktion der lokalen Greiba
h Normalform anhand eines komple-xeren Beispiels verans
hauli
ht werden. Als Datenstruktur wählen wir binäre Bäume mit verbun-dener Blattfront und führen damit Beispiel 3.2.6 aus Kapitel 3 weiter. Dort wurde aufgezeigt, dassdie Grammatik für binäre Bäume mit verketteter Blattfront � wie sie in Beispiel 2.2.1 eingeführtwurde � keine zulässige Heapabstraktionsgrammatik darstellt, da sie die lokale Apex-Eigens
haftverletzt. Wir wenden also den Algorithmus zur Konstruktion der lokalen Greiba
h Normalform,der in diesem Kapitel vorgestellt wurde, an.Betra
hten wir zunä
hst, wel
he Regeln an wel
hen externen Knoten der Eingabegrammatik Gni
ht in lokaler Greiba
h Normalform vorliegen. Na
h De�nition ist auss
hlieÿli
h der externe59



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für HeapabstraktionsgrammatikenKnoten 2 externer Ni
htterminalknoten und es existieren zwei Produktionsregeln an dem er Aus-gangsgrad 1 besitzt, diese sind in Abbildung 4.14 zu �nden.
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nAbbildung 4.14: Lokale Apex-Eigens
haft verletzende ProduktionsregelnWir wissen nun, dass die Greiba
h Konstruktion ledigli
h für diese B-Regeln und auss
hlieÿli
hfür den externen Knoten 2 dur
hgeführt werden muss. Der erste S
hritt besteht darin, den Ab-leitungsgraphen und damit die Menge reach(B, 2) zu bere
hnen. Betra
htet man die Regeln derGrammatik jedo
h genauer, wird klar, dass dur
h beliebige Regelanwendungen immer der exter-ne Knoten 2 auf si
h selbst abgebildet wird. Der Ableitungsgraph besteht daher nur aus einerS
hleife am einzigen Knoten (B, 2) und wird aus diesem Grund hier ni
ht näher betra
htet. InS
hritt zwei folgt die Konstruktion der Split-Grammatik Gsplit(B, 2). Da diese aber in dem Fallder Bäume mit verketteter Blattfront ni
ht nötig ist, da kein Problemfall wie aus Beispiel 4.1.2auftreten kann und die Graphen unnötig kompliziert, überspringen wir diesen S
hritt. Hier sehenwir einen ersten Kritikpunkt des hier vorgestellten Algorithmus: Die Konstruktion der Split-Grammatik würde zwar keine Probleme mit si
h bringen, aber sie ist in diesem Fall ni
ht nötigund damit Aufwand, der vermieden werden könnte. Betra
htet man allerdings die Eingabegram-matik, ist dies auf den ersten Bli
k ni
ht erkennbar. Hier wären Methoden zur Analyse hilfrei
h,um sol
he Optimierungen anwenden zu können. An dieser Stelle soll darauf aber ni
ht weiter ein-gegangen werden, sondern wir beginnen mit der eigentli
hen Herstellung der Normalform. Dazuwird zuerst die erweiterte Grammatik G1 erstellt, die ledigli
h zusätzli
he Informationen über dieunzulässigen externen Knoten in ihren Regeln enthält. G1 besteht aus alten Produktionsregeln,Einstiegsregeln, Mittelregeln und Endregeln, die in Abbildung 4.15 zu �nden sind.Nun beginnt die Vorarbeit für die Konstruktion der Produktionsregeln, die die unzulässigen Re-geln später ersetzen sollen. Für jeweils zwei Mittelregeln (X1,H), (X2,H
′) mit e ∈ EH ∧ lab(e) =

X2 wird ein neues Ni
htterminal < X1,X2, φ > erstellt. An dieser Stelle ergibt si
h ledigli
h einneues Ni
htterminal D1 :=< B1, B1, φ > mit φ : 2 → 2 dur
h die Kombination der zwei Mit-telregeln aus der erweiterten Grammatik vom vorangegangen S
hritt. Seine �Tentakel-Menge� �diejenige Menge, die später die Knoten der erstellten Regeln vorgibt und dessen Mä
htigkeit denRang diktiert � sieht wie folgt aus: tent(D1) = {(1, ∗), (3, ∗), (∗, 1), (∗, 3)}. Dur
h eine feste, aberbeliebig wählbare injektive Funktion τ wird eine Sortierung der Elemente der Tentakel-Menge60



4.2 Lokale Greiba
h Normalform am Beispiel
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2 3n(d) EndregelnAbbildung 4.15: Erweiterte Grammatik: Baum mit verketteter Blattfront
61



Kapitel 4 Lokale Apex-Eigens
haft für Heapabstraktionsgrammatikenvorgenommen: τ((1, ∗)) = 1, τ((3, ∗)) = 2, τ((∗, 1)) = 3, τ((∗, 3)) = 4. Der nä
hste S
hritt bestehtdarin, zwei Arten von Hilfsregeln zu konstruieren, die zur Herstellung der endgültigen Grammatikin lokaler Greiba
h Normalform benötigt werden. Wir beginnen mit der Zwis
henproduktionsre-gel, eine Hilfsregel dessen Knoten unter anderem aus den Elementen der Tentakel-Menge gebildetwerden. Es wird eine sol
he Regel für jedes neu erstellte Ni
htterminal generiert, die hier resultie-rende Zwis
henproduktionsregel ist in Abbildung 4.16 zu �nden. Die Ausstiegsregeln � die zweiteArte der Hilfsregeln � werden dann dur
h Ersetzung der B1-Kante der Zwis
henproduktionsregelmit den Endregeln erstellt, sie sind in Abbildung 4.17 zu �nden.
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2 3Abbildung 4.16: Zwis
henproduktionsregeln: Baum mit verketteter Blattfront
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nAbbildung 4.17: Ausstiegsregeln: Baum mit verketteter BlattfrontMit Hilfe der erweiterten Grammatik G1 und den erstellten Hilfsregeln, lässt si
h nun die endgül-tige Grammatik in lokaler Greiba
h Normalform generieren. Sie besteht aus alten Produktions-regeln, Brü
kenregeln, Faltregeln und Endfaltregeln. Die alten Produktionsregeln werden direktaus der erweiterten Grammatik G1 übernommen und sind in Abbildung 4.15(a) zu sehen. DieBrü
kenregeln entstehen aus Einstiegsregeln, in denen alle die Normalform verletzenden Kantendur
h End- bzw. Ausstiegsregeln ersetzt werden. Für die Falt- sowie Endfaltregeln wird s
hlieÿli
hdie Idee des Faltens eingesetzt. Als Basis dienen die Mittelregeln aus der erweiterten Grammatik.Diese werden für die Faltregeln dur
h Kantenersetzung kombiniert, um Zwis
henregeln erwei-tert und dann �gefaltet� d.h. diejenige Kante, die die lokale Greiba
h Normalform verletzt, wirdentfernt und die externen Knoten entspre
hend rede�niert. Das Vorgehen für die Endfaltregelnverläuft analog, mit dem Unters
hied, dass keine Zwis
henproduktionsregeln dur
h Kantenerset-62



4.2 Lokale Greiba
h Normalform am Beispielzung in die Regel aufgenommen werden. Die resultierenden Brü
ken, Falt- und Endfaltregeln sindin Abbildung 4.2 und 4.19 zu �nden.Die resultierende Grammatik liegt nun in Greiba
h Normalform vor. In diesem speziellen Fallist au
h keine weitere Kantenersetzung nötig, um lokale Apex-Eigens
haft zu erhalten, da einexterner Ni
htterminalknoten in keiner der Produktionsregeln mehr zu �nden ist.Ein ausführli
hes Beispiel zur händis
hen Erstellung einer Heapabstraktionsgrammatik für Bäumemit verketteter Blattfront ist in [Gro09℄ zu �nden. Verglei
ht man dort die resultierenden B-Regeln mit dem hier konstruierten Regelsatz, �ndet man viele der dort erstellten Regeln hierwieder. Es fällt allerdings auf, dass einige der hier konstruierten Regeln gröÿer sind, insgesamtjedo
h die glei
he Spra
he erkannt wird. Die Konstruktion der Greiba
h Normalform ist folgli
hni
ht optimal, da ni
ht alle hier konstruierten Regeln �minimal� sind.
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4.2 Lokale Greiba
h Normalform am Beispiel
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Kapitel 5
Inferenz von HRGsNa
hdem in den vorangegangenen Kapiteln Heapabstraktion dur
h Hyperkantenersetzungsgram-matiken im Detail diskutiert wurde, stellt si
h im Na
hhinein die Frage, wie eine geeignete Aus-gangsgrammatik, die zu einer zulässigen Heapabstraktionsgrammatik umgeformt werden kann,entsteht. Da keine universelle HRG existiert, sondern diese vielmehr stark von der betra
htetenDatenstruktur und dem Zeiger-Programm abhängt, ist es wüns
henswert, Leitlinien oder no
hbesser einen Algorithmus angeben zu können, der automatisiert eine Grammatik erstellt anstattden Nutzer vor das Problem des Grammatikentwurfs zu stellen.In diesem Kapitel werden wir den Ansatz der Inferenz von HRGs anhand von Beispielmengenvon Graphen betra
hten und ihn dur
h Anpassungen zu einer geeigneten Basis für einen Lernal-gorithmus für Heapabstraktionsgrammatiken umzuformen.5.1 Grammatikalis
he InferenzAls Grundlage zur Inferenz von HRGs dient der Ansatz aus [JK90℄, der zum besseren Verständnisder na
hfolgenden Abs
hnitte hier eingeführt werden soll. Die Grundidee besteht darin, aus einerendli
hen Menge von Beispielgraphen eine HRG abzuleiten, deren Spra
he mindestens alle Gra-phen der Beispielmenge enthält. Letztere werden dafür iterativ in Teilgraphen zerlegt, anhandderer die Produktionsregeln der Grammatik s
hlieÿli
h generiert werden.Der Algorithmus beruht im Wesentli
hen auf vier Basisoperationen � INIT, DECOMPOSE,RENAME und REDUCE �. Die Operation INIT nimmt dabei eine Sonderstellung ein, dennsie generiert aus einer Beispielmenge von Graphen eine Initialgrammatik und wird daher au
h67



Kapitel 5 Inferenz von HRGsnur ein einziges Mal zu Beginn angewandt. Die weiteren drei Operationen werden ni
htdetermi-nistis
h hintereinander und beliebig oft ausgeführt, um die endgültige HRG zu erhalten. Dabeilässt si
h für jeden S
hritt zeigen, dass die erkannte Spra
he vor und na
h der Anwendung ei-ne Basisoperation entweder unverändert geblieben ist oder eine Obermenge der Eingabespra
hedarstellt. Die hier bes
hriebenen Sa
hverhalte formalisieren wir im Folgenden genauer.INIT: Akzeptiert als Eingabe eine Positivmenge S+ von ungeri
hteten, unbes
hrifteten Beispiel-graphen und generiert daraus eine HRG GINIT = (N,P, S) wie folgt:
GINIT = INIT (S+) = (S, (S,H) |H ∈ S+, S•) mit rk(S) = 0DECOMPOSE: Dieser S
hritt stellt den wi
htigsten und aufwendigsten der vier Basisopera-tionen dar. Er akzeptiert als Eingabe eine HRG G und liefert eine modi�zierte HRG GDECals Ausgabe. Die Hauptidee der DECOMPOSE-Operation besteht darin, die Produktions-regeln der Eingabegrammatik in disjunkte Teilgraphen zu zerlegen. Die Eingabegrammatikwird um Regeln, die aus den Teilgraphen entstehen, so erweitert, dass die Eingaberegeln ausden neuen Regeln ableitbar sind. Da die Eingaberegeln dur
h die neuen Regeln redundantsind, werden sie aus der Grammatik entfernt. GDEC = (N̄ , P̄ , S) entsteht aus G = (N,P, S)für eine Produktionsregel (A,R) ∈ P wie folgt:

• N̄ = N ∪Nnew, wobei Nnew eine Menge von Bezei
hnern ist mit N ∩Nnew = ∅.
• P̄ = (P \ {(A,R)}) ∪ {(A,RDEC)} ∪ {(lab(ei),Hi) | 1 ≤ i ≤ n} wobei� RDEC ∈ HRGN̄� seien e1, . . . , en die Hyperkanten in RDEC mit lab(ei) ∈ Nnew, 1 ≤ i ≤ n� seien H1, . . . ,Hn Hypergraphen, so dass RDEC [H1/e1, . . . ,Hn/en] = RRENAME: Als Eingabe wird wiederum eine HRG G = (N,P, S) gefordert, die Ausgabe be-steht aus einer modi�zierten Grammatik GRENAME . Diese übernimmt alle Elemente aus

G, abgesehen von der Menge der Ni
htterminale und die Kantenbes
hriftungen der re
h-ten Produktionsregelseiten, benennt also ledigli
h Ni
htterminale um. Das Resultat derOperation RENAME(G) = GRENAME mit GRENAME = (N ′, P ′, S′) entsteht dann wiefolgt:
• N ′ � Menge von Ni
htterminalen
• sei ψ : N → N ′ die Funktion, die Ni
htterminale aus G auf Ni
htterminale aus N ′abbildet
• sei H ∈ HGN mit H = (VH , EH , attH , labH , extH), dann entsteht rename(H) = H ′indem H ′ = (VH , EH , attH , lab

′, extH) mit lab′(e) = ψ(labH(e)) für alle e ∈ EH ,
labH(e) ∈ N

• P ′ = {(ψ(A), rename(R)) | (A,R) ∈ P}

• S′ = rename(S)68



5.2 Lernen von HRGsREDUCE: Diese Operation entfernt redundante, d.h. dur
h eine Kombination von anderen Re-geln herleitbare, Produktionsregeln. Für eine HRGG = (N,P, S) entsteht REDUCE(G) =
GRED mit GRED = (N,P ′, S) wie folgt:

• P ′ = P \ {(A,R)}, falls eine Produktionsregel (A,R) ∈ P existiert so, dass gilt:
(A, rk(R))•

P ′

⇒∗ REs fällt auf, dass wir an dieser Stelle HRGs ohne Terminalsymbolmenge betra
hten. Dies ist indiesem Zusammenhang mögli
h, da die Lernmenge auss
hlieÿli
h unbes
hriftete Graphen enthältund unbes
hriftete Kanten als Terminalkanten betra
htet werden.Für die obigen Basisoperationen lässt si
h nun zeigen, dass die Grammatik vor der Anwendungimmer eine Teilmenge der resultierenden Grammatik darstellt. Aufges
hlüsselt na
h Operationergibt si
h:
• L(INIT (S+)) = S+

• L(HRG) = L(DECOMPOSE(HRG))

• L(HRG) ⊆ L(RENAME(HRG))

• L(HRG) = L(REDUCE(HRG))Für Beweise zu den obigen Aussagen wird an dieser Stelle auf [JK90℄ verwiesen. Als direkteS
hluÿfolgerung sind wir in der Lage einen Algorithmus zum Inferieren von HRGs anzugeben.Korollar 5.1.1 (Grammatikalis
he Inferenz [JK90℄) Gegeben eine endli
he Menge S+ vonungeri
hteten, unbes
hrifteten Graphen. Sei G eine HRG, initialisiert dur
h INIT (S+) und modi-�zert dur
h eine in beliebiger Reihenfolge und Häu�gkeit ausgeführte Abfolge der BasisoperationenDECOMPOSE, RENAME und REDUCE. Dann gilt: S+ ⊆ L(G).5.2 Lernen von HRGsDer im vorangegangenen Abs
hnitt vorgestellte Inferenzalgorithmus aus [JK90℄ erfüllt in meh-reren Hinsi
hten ni
ht die Anforderungen zum Inferieren von Heapabstraktionsgrammatiken. Erlässt si
h allerdings dur
h Erweiterungen und Heuristiken soweit anpassen, dass er si
h zum auto-matis
hen Lernen von HRGs eignet, die dann dur
h die in Kapitel 4 vorgestellte Vorgehensweisein zulässige Heapabstraktionsgrammatiken überführt werden können. 69



Kapitel 5 Inferenz von HRGsIn diesem Abs
hnitt sollen die dem Inferenzalgorithmus fehlenden Komponenten aufgezeigt undentspre
hende Modi�kationen entwi
kelt werden, die die Nutzung zum Lernen von Heapabstrak-tionsgrammatiken erlauben.Positivmenge von Hypergraphen Die Eingabemenge des Inferenzalgorithmus bestehtaus ungeri
hteten und unbes
hrifteten Graphen. Für unsere Zwe
ke benötigen wir einen Algo-rithmus, der mit (geri
hteten) Terminalgraphen und Hypergraphen als Positivmenge zure
ht-kommt. Da si
h geri
htete Terminalgraphen als Hypergraphen darstellen lassen, betra
hten wirder Einfa
hheit halber auss
hlieÿli
h letztere als gültige Beispielgraphen.Die Anpassung des Inferenzalgorithmus aus [JK90℄ an Positivmengen von Hypergraphen ist glü
k-li
herweise ni
ht s
hwer. Die Basisoperationen DECOMPOSE, RENAME und REDUCE arbeitenbereits auf HRGs und bedürfen daher nur einer kleinen Änderung: als Eingabegrammatik mussnun ein 4-Tupel (N,T, P, S) akzeptiert werden, damit mit Terminalen bes
hriftete Hyperkantenberü
ksi
htigt werden können. Da die Terminalmenge T ni
ht von Umformungen dur
h dieseOperationen betro�en ist, wird sie ledigli
h unverändert an die Ausgabegrammatik weitergege-ben.Init Die INIT-Operation generiert die Terminalmenge bei Aufruf, indem sie alle in den Bei-spielgraphen auftretenden Terminalsymbole in einer Menge zusammenfasst. Ansonsten arbeitetau
h sie wie gewohnt, mit dem kleinen Unters
hied, dass die Produktionsregeln der entstehen-den Grammatik nun Heapkon�gurationen auf der re
hten Regelseite enthalten statt ungeri
hteterund unbes
hrifteter Graphen. Hier sei no
h anzumerken, dass na
h Aufruf der INIT-Operationdie Eigens
haft der Variablenfreiheit für die Initialgrammatik ni
ht gewährleistet werden kann.Daher fordern wir den ans
hlieÿenden Aufruf der DECOMPOSE-Operation, der Variablenfreiheitimplizit herstellt, um eine gültige Heapabstraktionsgrammatik zu erhalten.Beispiel 5.2.1 Wir wählen als Beispieldatenstruktur wiederum binäre Bäume mit verketteterBlattfront, wie bereits in Beispiel 2.2.1 vorgestellt. Unsere Eingabemenge bestehe aus zwei Heap-kon�gurationen H1 und H2 die in Abbildung 5.1 zu sehen sind.Dur
h den Aufruf von INIT ({H1,H2}) wird eine HRG G = (N,T, P, S•) erzeugt, wobei Sdas Axiom der Grammatik darstellt. Damit erhalten wir aus der Konstruktion von INIT di-rekt N = {S}. Die Terminalmenge T enthält alle in den Heapkon�gurationen vorkommendenTerminalbes
hriftungen, also T = {l, n, r}. Für die Produktionsregeln werden die Eingabeheap-kon�gurationen als re
hte Regelseiten übernommen und das Startsymbol S als Regelbes
hriftergenutzt. Dies führt zur Produktionsregelmenge P = {(S,H1), (S,H2)}.70



5.2 Lernen von HRGs
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n(b) H2Abbildung 5.1: INIT: Positivmenge von Heapkon�gurationenLernen während der Programmausführung Wie bereits im vorangegangenen Abs
hnittkurz angespro
hen, können im Programmverlauf Heapkon�gurationen entstehen, die mit den bis-her aus der Positivmenge erlernten Regeln ni
ht vollständig oder sogar überhaupt ni
ht abstra-hiert werden können. Es ist erforderli
h zusätzli
he Produktionsregeln in die Grammatik auf-zunehmen, die eine Abstraktion erlauben. Dazu erweitern wir die Positivmenge S+ dur
h dieproblematis
he Heapkon�guration und starten unseren Inferenzalgorithmus von Neuem. Um diebis zu diesem Zeitpunkt bereits erlernte Grammatik weiterverwenden zu können, de�nieren wireine weitere Basisoperation EXTEND.Extend Die Funktionsweise von EXTEND entspri
ht der der INIT-Operation, mit dem Un-ters
hied, dass sie keine neue Grammatik konstruiert, sondern eine bereits Bestehende erweitert.Daher erwartet EXTEND sowohl eine HRG G = (N,T, P, S), als au
h eine Heapkon�guration
H als Eingabe. Die Ausgabegrammatik GEXT = (N,T ′, P ′, S) entsteht dur
h EXTEND(G,H)wie folgt:

• S+ = S+ ∪ {H}

• T ′ = T ∪ {lab(e) | e ∈ EH ∧ lab(e) /∈ N}

• P ′ = P ∪ {(S,H)}Dur
h das Hinzufügen der unmodi�zierten Heapkon�guration kann es nun vorkommen, dass dieentstandene HRG, wie au
h im Fall der INIT-Operation, ni
ht mehr variablenfrei ist. DiesesProblem wird dur
h die Anpassung der DECOMPOSE-Operation behoben, die in Abs
hnitt 5.2.1im Detail diskutiert werden. Wir müssen daher für jede Anwendung der EXTEND-Operationfordern, dass im Ans
hluss mindestens einmal ein DECOMPOSE-S
hritt ausgeführt wird. 71



Kapitel 5 Inferenz von HRGsUm die Erweiterung weiterhin konsistent mit Korollar 5.1.1 und damit dem Inferenzalgorithmusaus [JK90℄ zu halten, müssen wir die Gültigkeit der Aussage S+ ⊆ L(EXTEND(HRG,HG))zeigen.Bemerkung 5.2.1 Gegeben eine Heapkon�guration H sowie eine HRG G, die dur
h grammati-kalis
he Inferenz aus der Positivmenge S+ \ {H} entstanden ist. Dann gilt:
L(EXTEND(G,H)) ⊇ S+Beweis. Die Aussage gilt na
h 5.1.1 bereits für alle S ∈ (S+ \ {H}). Weiterhin existiert für Heine Ableitung S• ⇒ H in EXTEND(G,H) (dur
h Konstruktion der Basisoperation EXTEND).Damit folgt direkt, dass S+ ⊆ L(EXTEND(G,H)). �Heapabstraktionsgrammatik Bis hierher berü
ksi
htigt der Inferenzalgorithmus die An-forderungen an Heapabstraktionsgrammatiken, wie sie in Kapitel 3 aufgezeigt wurden, ni
ht. Dabereits in Kapitel 4 ein Verfahren zur Herstellung der komplexesten Anforderung � der Apex-Eigens
haft � vorgestellt wurde, liegt es nahe dieses Vorgehen in den Prozess des Lernens einzu-gliedern. Wir nutzen es, um na
h jedem S
hritt, in dem neue Produktionsregeln zur Grammatikhinzugefügt wurden, die resultierende HRG in eine zulässige Heapabstraktionsgrammatik zu über-führen. Da dabei die erkannte Spra
he unverändert bleibt, gilt weiterhin die Aussage aus Korollar5.1.1.Genauer formuliert wird aus der HRG eine Heapabstraktionsgrammatik hergestellt, indem na
hjedem DECOMPOSE-S
hritt die Erfüllung der Anforderungen überprüft und gegebenenfalls her-gestellt werden. Die dur
h EXTEND-Operationen hinzugefügten Produktionsregeln brau
henni
ht betra
htet werden, da sie im geforderten, ans
hlieÿenden DECOMPOSE-S
hritt wieder ausder Grammatik entfernt werden.5.2.1 DeterminismusEin weiteres, gravierendes Problem des Inferenzalgorithmus aus [JK90℄ ist sein ho
hgradigerNi
htdeterminismus. Dieser ma
ht ihn für eine Anwendung zum Lernen von HRGs währendder Programmausführung sehr unattraktiv oder sogar unbrau
hbar. Dur
h die Anwendung vonHeuristiken lassen si
h die Basisoperationen deterministis
h dur
hführen. Da INIT, EXTENDund REDUCE bereits deterministis
h arbeiten und es zum Lernen von HRGs ausrei
hend ist,72



5.2 Lernen von HRGsINIT und REDUCE einmal im Lernprozess und EXTEND so häu�g wie ni
ht abstrahierbareHeapkon�gurationen auftreten zu verwenden, müssen Heuristiken für die Operationen DECOM-POSE und RENAME angewandt werden. Mit diesen setzen wir uns im na
hfolgenden Abs
hnittgenauer auseinander.De
ompose Um für die DECOMPOSE-Operation deterministis
hes Verhalten zu erhaltenund dabei mögli
hst wenige Produktionsregeln zu übergehen, die zur Heapabstraktion geeignetwären, ents
heiden wir uns für eine iterative Vorgehensweise. Dabei wird die DECOMPOSE-Funktion für die Regeln der Eingabe-HRG aufgerufen, bis diese ni
ht weiter sinnvoll zerlegtwerden können. In jedem S
hritt wird dabei die Gröÿe der zerlegten Teilgraphen und damitdie der Produktionsregeln verkleinert. Zur einfa
heren Umsetzung akzeptiert die neue Operati-on als Eingabe eine HRG G sowie eine Produktionsregel aus G, die dann weiter zerlegt wird.Die Ausgabe besteht aus einer modi�zierten HRG, die stellvertretend für die Eingaberegel al-le in diesem S
hritt neu erstellten Regeln enthält. Die genaue Vorgehensweise der angepasstenDECOMPOSE-Operation ist in Algorithmus 5.1 zu �nden.Innerhalb der DECOMPOSE-Operation wird der minimale S
hnitt, wie in Kapitel 2, Abs
hnitt2.4 vorgestellt, bere
hnet und als Hilfestellung zur Bestimmung einer Zerlegung der Eingabein disjunkte Teilgraphen eingesetzt. Warum dies nötig ist, erläutern wir anhand eines kurzenBeispiels, bevor wir zur detaillierten Bes
hreibung der DECOMPOSE-Operation kommen.Beispiel 5.2.2 Betra
hten wir no
h einmal die Positivmenge von Heapkon�gurationen aus Abbil-dung 5.1. Beide Elemente der Positivmenge enthalten einen Variablenknoten root, der zusammenmit der jeweiligen Heapkon�guration an die DECOMPOSE-Funktion übergeben wird. Es beginntdie Zerlegung in Teilgraphen, ausgehend vom einzigen Variablenknoten root. H1 ist ni
ht wei-ter sinnvoll zerlegbar, die Zerlegung von H2 ohne Einbeziehung des minimalen S
hnitts und diedaraus resultierenden Produktionsregeln sind jedo
h in Abbildung 5.2 zu �nden.Für dieses Beispiel ist anhand der Art der generierten Regeln direkt ersi
htli
h, warum die Bere
h-nung des minimalen S
hnitts und eine diesen berü
ksi
htigende Zerlegung notwendig ist: Solangedie direkten Na
hfolger des Knotens, von dem ausgehend Produktionsregeln erstellt werden sollen,na
h der Zerlegung in demselben Teilgraphen liegen, sind alle Terminalgraphen aus der Spra
heder resultierenden Grammatik in der Anzahl der n-Kanten bes
hränkt. Mit dieser Methode lässtsi
h daher z.B. für die Datenstruktur der Bäume mit verketteter Blattfront nie eine Grammatikfür beliebig lange Blattfronten generieren. Dur
h Zerlegung mithilfe des minimalen S
hnittes kannman das Lernen von sol
hen Grammatiken verwirkli
hen.Betra
hten wir nun die Methodik der DECOMPOSE-Operation genauer: Anfangs wird geprüft,73



Kapitel 5 Inferenz von HRGs
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1 2(b) H2-Merge-GraphAbbildung 5.2: DECOMPOSE ohne minimalen S
hnittob die re
hte Regelseite der Eingaberegel überhaupt weiter sinnvoll zerlegt werden kann. Ist diesder Fall, überprüfen wir, ob die Eingabeproduktionsregel das Resultat einer INIT oder EXTEND-Operation ist (sie enthält Variablen) oder in einem vorangegangen DECOMPOSE-S
hritt erlerntworden ist. Abhängig davon werden an die SPLIT-Funktion zusätzli
h zum Hypergraphen einfestgelegter externer Knoten oder die Variablenknoten als Knotenmenge root übergeben. DieseKnoten dürfen beim erneuten Zerlegen des Hypergraphen in keinem der zerlegten Teilgraphenenthalten sein. Wir stellen damit si
her, dass in jedem S
hritt auss
hlieÿli
h Subgraphen desEingabegraphen erlernt werden, d.h. die resultierenden re
hten Produktionsregelseiten immerkleiner werden.Die SPLIT-Funktion erstellt zwei Kopien des Eingabegraphen, um diese dann zu modi�zieren.Aus einer Kopie Rsplit werden die Eingabeknotenmenge root und alle an den Elementen aus
root anliegenden Kanten entfernt. Gegebenenfalls werden weiterhin die Kanten eines minimalenS
hnitts zwis
hen zwei in Rsplit verbliebenen Knoten entfernt. Der so entstandene Hypergraphenthält nun mindestens eine, häu�g mehrere Zusammenhangskomponenten. Die Idee für die zweiteKopie Rmerge des Eingabehypergraphen ist nun, sie so zu modi�zieren, dass sie alle Kanten undKnoten enthält, die ni
ht in Rsplit vorhanden sind, sowie zusätzli
h alle Knoten, die notwendigsind, um eine Hyperkante als Stellvertreter einer Zusammenhangskomponente aus Rsplit einsetzenzu können. Im Ans
hluss werden alle Variablenkanten aus Rmerge entfernt, um die Eigens
haft derVariablenfreiheit ni
ht zu verletzen. Sowohl Rsplit als au
h Rmerge werden zur Weiterverarbeitungan die DECOMPOSE-Operationen zurü
kgegeben.Die DECOMPOSE-Funktion beginnt nun für jede Zusammenhangskomponente aus Rsplit eineProduktionsregel zur Grammatik hinzuzufügen (sofern diese wa
hsend ist) und das Alphabetdur
h ein neues Ni
htterminal zu erweitern. Die linke Regelseite erhält diesen neuen Ni
httermi-nalbezei
her. Für jede so hinzugefügte Regel (A′, R′) wird in Rmerge an der Stelle, wo die re
h-te Regelseite als Teilgraph �entnommen� wurde, eine Hyperkante mit der Bes
hriftung A′ unddem Rang rk(A′) eingefügt. Na
hdem im Ans
hluss die Eingaberegel (A,R) der DECOMPOSE-74



5.2 Lernen von HRGs
Algorithm 5.1 Basisoperation: DECOMPOSERequire: HRG G = (N, T, P, S), Produktionsregel (A, R) ∈ PEnsure: GDEC = DECOMPOSE(G, (A, R)) mit GDEC = (N ′, T, P ′, S)if R.decomposable thenif ∃ var ∈ V arG : labR(e) = var für ein e ∈ ER then

root := {v ∈ VR | ∃e ∈ ER, i ∈ rk(e) : nod(e, i) = v ∧ lab(e) ∈ V arG}
Rmerge, Rsplit := SPLIT (R, root)else
root := {extR(1) falls vorhanden, andernfalls v1 ∈ VR}
Rmerge, Rsplit := SPLIT (R, root)end iffor all R′

split mit R′
split Zusammenhangskomponente in Rsplit do

nonterminal = A
|extR′

split
|

i , falls {A|extR′
split

|

1 , . . . , A
|extR′

split
|

i−1 ∈ N ∧ A
|extR′

split
|

i /∈ N}if (nonterminal, R′
split) wa
hsend then

addRule(G, nonterminal, R′
split), falls (nonterminal, R′

split) wa
hsend
addEdge(Rmerge, nonterminal, extR′

split
)else

addGraph(Rmerge, R
′
split)end ifend for

remove(G, (A, R))
addRule(G, A, Rmerge)elseif ∃var ∈ V arG : labR(e) = var für ein e ∈ ER thenfor all e ∈ ERmerge : lab(e) ∈ V arG do

ER := ER \ {e}end forend ifend if
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Kapitel 5 Inferenz von HRGs
Algorithm 5.2 Hilfsoperation: SPLITRequire: Hypergraph R, Knotenmenge root ⊆ EREnsure: Hypergraph Rmerge & Rsplit

Rmerge := R; Rsplit := Rfor all v ∈ root do
succHelp := {v′ ∈ VRmerge | v besitzt Kante e von v na
h v′∧ (nod(e, i) = v∧ lab(e) ∈
N) → terminal(lab(e), i) 6= ∅}
predeccHelp := {v′ ∈ VRmerge | v

′ besitzt Kante e von v} \ succHelp
succ := succ ∪ succHelp
predecc := predecc ∪ predeccHelp
cutEdges := cutEdges ∪ ERmerge(v)end for

VRsplit
:= VRsplit

\ root
ERsplit

:= ERsplit
\ cutEdges

extRsplit
:= succ ∪ predeccfor all v1, v2 ∈ succ, v1 6= v2 doif v2 ∈ reach(v1) then

minCutEdges := minCut(v1, v2)
minCutV ertices := {v ∈ VRsplit

| ∃e ∈ minCutEdges : e ∈ E(v)}
ERsplit

:= ERsplit
\ minCutEdges

extRsplit
:= extRsplit

∪ minCutV erticesend ifend for
VRmerge := extRmerge ∪ root ∪ succ ∪ minCutV ertices
ERmerge := cutEdges ∪ minCutEdgesfor all e ∈ ERmerge : lab(e) ∈ V arG do

ERmerge := ERmerge \ {e}
ERsplit

:= ERsplit
\ {e}end forreturn Rmerge, Rsplit
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5.2 Lernen von HRGsOperationen aus der Grammatik entfernt wurde, wird stellvertretend die Regel (A,Rmerge) hin-zugefügt. Sollte die Eingaberegel ni
ht weiter zerlegbar sein, aber Variablen enthalten, wird siewieder aus der Grammatik entfernt. Dieses Vorgehen ist notwendig um die Eigens
haft der Va-riablenfreiheit später gewährleisten zu können.Beispiel 5.2.3 Betra
hten wir die Vorgehensweise vom DECOMPOSE an zwei Beispielen. Ineinem Fall wird als Eingabe eine Regel (R1,H1) mit der Heapkon�guration aus Abbildung 5.1(b)als re
hte Regelseite verwandt, im anderen eine Regel (R2,H2) mit einem Hypergraph als re
hterRegelseite, der weiter zerlegt werden soll. Dieser ist in Abbildung 5.3 zu sehen.
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nAbbildung 5.3: DECOMPOSE: EingabehypergraphDa beide Eingabegraphen H1,H2 weiter zerlegbar sind, wird die SPLIT-Funktion mit dem einzigenVariablenknoten oder dem externen Knoten 1 aufgerufen, um H i
split und H i

merge, i = 1, 2 zubere
hnen. In H i
split markieren wir dazu die Na
hfolger- und Vorgängerknoten der Eingabeknotenund überprüfen, ob sie miteinander verbunden sind. Da das in beiden Fällen zutri�t, wird derminimale S
hnitt zwis
hen ihnen bere
hnet. Die resultierenden Graphen H i

split sind in Abbildung5.4 zu sehen.Als nä
hstes werden die Knoten- und Kantenmengen der beiden Graphen neu bere
hnet, dabeiwerden au
h alle Kanten mit Variablenbezei
hnern entfernt. Abbildung 5.5 zeigt die na
h demSPLIT-Algorithmus modi�zierten Graphen, die in diesem Zustand au
h an die DECOMPOSE-Funktion zurü
kgegeben werden.Anhand der zurü
kgelieferten Split-Graphen erstellt die DECOMPOSE-Funktion nun eine neueProduktionsregel für jede enthaltene Zusammenhangskomponente (sofern die resultierende Produk-tionsregel wa
hsend ist). Die linken Produktionsregelseiten erhalten dabei ein neues Ni
htterminal,das zum Alphabet der Eingabegrammatik hinzugefügt wird. Die Merge-Graphen erhalten für jede77
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5.2 Lernen von HRGsso abgearbeitete Zusammenhangskomponente stellvertretend für diese eine zusätzli
he Kante, diemit dem neuen Ni
htterminal bes
hriftet wird (oder den Teilgraphen, der aufgrund der Wa
hsend-Eigens
haft ni
ht erlernt wurde). In der Grammatik wird als letzter S
hritt dann die Eingaberegeldur
h die entspre
hende Merge-Regel (R1,H
1
merge) bzw. (R2,H

2
merge) ersetzt. Die resultierendenRegeln sind in Abbildung 5.6 zu �nden.

R1 →

rl
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R2 →

1

rl

R2
2 R2

3

1

2

1

2
n(
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2 3n(e) 2. Split-Regel: HypergraphAbbildung 5.6: DECOMPOSE: erlernte RegelnFür alle Regeln der Eingabegrammatik wird die DECOMPOSE-Operation nun so oft ausgeführt,bis keine der Regeln weiter zerlegbar ist. Zwis
hen jedem S
hritt wird dabei überprüft, ob die lo-kale Apex-Eigens
haft weiterhin erfüllt ist und gegebenenfalls wiederhergestellt. Dieses Vorgehenstellt si
her, dass na
h einem SPLIT-S
hritt auss
hlieÿli
h Terminalkanten und Reduktionsten-takel im Merge-Graphen verbleiben. 79



Kapitel 5 Inferenz von HRGsDie hier vorgestellte DECOMPOSE-Operationen stellt einen Spezialfall der glei
hnamigen Opera-tion aus [JK90℄ dar, da sie auf spezielle Weise und nur eine Produktionsregel pro Anwendung stattaller in der Grammatik enthaltenen zerlegt. An der Umsetzung der eigentli
hen Dekomposition �die Eingaberegel wird dur
h mehrere Regeln ersetzt aus denen erstere dur
h einfa
he Kantener-setzung wieder abzuleiten ist � �nden ausser der Vors
hrift, wie zerlegt wird, keine Änderungenstatt. Daher gilt bei Ni
htbea
htung der u.U. aus INIT/EXTEND vorhandenen Variablenkantenweiterhin: L(HRG) = L(DECOMPOSE(HRG)).Rename Die RENAME-Operationen ist wi
htig, um die Zahl der neu gelernten Ni
httermina-le in Grenzen zu halten und eine Grammatik zu erhalten, die ni
ht auss
hlieÿli
h die Graphen derPositivmenge erkennt. Aber wie s
hon im vorangegangenen Abs
hnitt für DECOMPOSE disku-tiert, mö
hten wir au
h hier deterministis
hes Verhalten für RENAME erhalten. Dies wird dur
hAngabe einer Heuristik errei
ht, die genau bestimmt, wel
he Ni
htterminale zusammengefasstwerden. Dabei wählen wir die stärkste mögli
he Zusammenfassung, die eine zulässige Heapab-straktion gewährleistet, d.h. in einer typisierten Grammatik resultiert: alle Ni
htterminale mitglei
her Anzahl von externen Knoten werden zusammengefasst, sofern ihre Terminalfolgen (ggf.na
h Umsortierung) glei
h sind. Dies lässt si
h errei
hen, indem die Funktion ψ : N → N ′ ge-nauer spezi�ziert wird. Das Resultat wird in der folgenden Rede�nition der RENAME-Operationformalisiert:Zu einer HRG G entsteht RENAME(G) = GRENAME mit GRENAME = (N ′, T, P ′, S′) wiefolgt:
• N ′ � Menge von Ni
htterminalen
• sei ψ : N → N ′ eine Funktion, die Ni
htterminale aus G auf Ni
htterminale aus N ′ unterfolgender Voraussetzung abbildet:� seien N1, N2 ∈ N , seien weiterhin terminalset(Ni) = {Tj |Tj ∈ terminal(Ni), 1 ≤

j ≤ rk(Ni)} Multimengen für i = 1, 2: falls rk(N1) = rk(N2) ∧ terminalset(N1) =
terminalset(N2) gilt, dann au
h ψ(N1) = ψ(N2).

• sei H ∈ HGN mit H = (VH , EH , attH , labH , extH), dann entsteht rename(H) = H ′ indem
H ′ = (VH , EH , attH , lab

′, extH) mit lab′(e) = ψ(labH(e)) für alle e ∈ EH , labH(e) ∈ N

• P ′ = {(ψ(A), rename(R)) | (A,R) ∈ P}

• S′ = rename(S)Für zukünftige Arbeiten auf diesem Gebiet ist es si
herli
h von Interesse weitere, weniger starkeHeuristiken zum Zusammenfassen der Ni
htterminale zu untersu
hen.80



5.2 Lernen von HRGsBeispiel 5.2.4 Um uns die Vorgehensweise bei der RENAME-Operation am Beispiel zu verge-genwärtigen, betra
hten wir no
hmals die Regeln aus Abbildung 5.6. Als Kandidaten zum Zusam-menfassen kommen hier die drei Regeln mit den Bezei
hnern R2
1, R2

2 und R2
3 in Frage, da siedenselben Rang besitzen. Weder R1 no
h R2 kommen zum Zusammenfassen in Betra
ht, da keineweitere Regel mit Rang 0 bzw. 1 vorhanden ist. Aber au
h R2

i , i = 1, 2, 3 lassen si
h ni
ht einfa
hzusammenfassen, denn dazu muss eine weitere Voraussetzung erfüllt sein. Ihre Terminalfolgenmüssen � ggf. na
h Umsortierung der enthaltenen Mengen � identis
h sein. Dies gilt ledigli
h fürdie Regeln mit den Bezei
hnern R2
1 und R2

3, weil terminal(R2
1) = {l, r}{n} = terminal(R2

3), aber
terminal(R2

2) = {l, r}∅. Eine gültige Funktion ψ : N → N ′ wäre daher für dieses Beispiel undunveränderte Ni
htterminalmenge N = N ′:
ψ(R1) = R1, ψ(R2) = R2, ψ(R2

1) = R2
1, ψ(R2

2) = R2
2, ψ(R2

3) = R2
1RENAME verhält si
h gegenüber der ursprüngli
hen Operation aus [JK90℄ analog zur DECOM-POSE-Operation. Die vorgestellte Modi�kation benutzt eine vorgegebene Funktion ψ zur Um-benennung der Ni
htterminale und ist damit au
h als Spezialfall der allgemeinen RENAME-Funktion aus [JK90℄ zu sehen. Da der Beweis zur Aussage L(HRG) ⊆ L(RENAME(HRG))dort eine beliebige Funktionen ψ annimmt, behält sie au
h hier ihre Gültigkeit.5.2.2 KorrektheitDer Korrektheitsbegri� im Rahmen der Grammatikinferenz zur Heapabstraktion lässt si
h s
hnellers
hlieÿen. Die erlernte Grammatik sollte alle vorkommenden Hypergraphen ableiten können unddie vier Eigens
haften erfüllen, die an Heapabstraktionsgrammatiken gestellt werden.Der betra
htete Lernalgorithmus für HRGs ist korrekt in dem Sinne, dass jeder Hypergraph ausder Positivmenge � na
h Entfernen der Variablenkanten � au
h tatsä
hli
h dur
h die Grammatikableitbar ist. Es muss no
h si
hergestellt werden, dass die gelernte HRG au
h tatsä
hli
h eine zu-lässige Heapabstraktionsgrammatik darstellt. Dies ges
hieht dur
h das Ausführen des Vorgehensaus Kapitel 4 na
h jedem S
hritt, in dem neue Produktionsregeln gelernt wurden. Es stellt lokaleApex-Eigens
haft und implizit au
h Wa
hstum der so gelernten HRG si
her. Variablenfreiheitwird implizit dur
h die vorgestellte Konstruktion gewährleistet, da jede Heapkon�guration mitVariablen aus der HRG entfernt wird und alle Kanten mit Variablenbes
hriftungen aus den zu ler-nenden Hypergraphen entfernt werden. Die Eigens
haft der Typisierung kann nur in der Rename-Operation verletzt werden, indem Ni
htterminale zusammengefasst werden, die unters
hiedli
henRang oder unters
hiedli
he Terminalfolgen besitzen. Dies wird dur
h die hier benutzte Heuris-tik beim Rename allerdings unterbunden, womit au
h Typisierung der Grammatik gewährleistet81



Kapitel 5 Inferenz von HRGswerden kann. Auf die Si
herstellung der Produktivität ist bisher ni
ht näher eingegangen worden.Da diese dur
h einfa
hes Lös
hen der unproduktiven Produktionsregeln hergestellt werden kann,werden wir auf das Vorgehen ni
ht näher eingehen sondern es als gegeben annehmen. Das hiervorgestellte Verfahren zum Lernen von HRGs während der Programmausführung ist damit unterden oben aufgezählten Gesi
htspunkten korrekt.5.3 Lernen von HRGs am BeispielWie bereits für die Konstruktion einer Grammatik in Greiba
h Normalform im vorangegangenenKapitel ges
hehen, soll au
h an dieser Stelle der in diesem Kapitel vorgestellte Lernalgorithmusan einem dur
hgehenden Beispiel verans
hauli
ht werden. Als Grundlage dient die Heapabstrak-tionsgrammatik der binären Bäume mit verketteter Blattfront, die in Abs
hnitt 4.2 konstruiertwurde. Dabei nehmen wir an, dass die Ausgangsgrammatik aus Abbildung 2.2.1 entweder dur
hden Nutzer vorgegeben oder bereits inferiert wurde und dann in eine Heapabstraktionsgrammatikumgeformt wurde. Mithilfe dieser Grammatik lässt si
h jeder saturierte Binärbaum konstruieren,allerdings auss
hlieÿli
h top-down. Um beliebige Teilgraphen einer Heapkon�guration � z.B. in-nerhalb des Baumes � für diese Datenstruktur abstrahieren zu können, werden daher weitereProduktionsregeln benötigt.Wir nehmen an, dass im Programmverlauf die Heapkon�guration H aus Abbildung 5.7 auftritt.Obwohl sie ni
ht vollständig abstrahiert ist, lässt sie si
h dur
h die vorhandenen Produktions-regeln ni
ht weiter abstrahieren. Hier setzt der Lernalgorithmus an, der für diesen Fall geeig-nete Produktionsregeln generieren soll. Wir starten den Lernprozess, indem wir die Positivmen-ge um die problematis
he Heapkon�guration erweitern. Die EXTEND-Operation fügt dann dieProduktionsregel (S,H) zur bestehenden Grammatik hinzu, im Ans
hluss daran muss, wie imvorangegangenen Abs
hnitt bes
hrieben, zwingenderweise DECOMPOSE aufgerufen werden umweiterhin Variablenfreiheit der Grammatik gewährleisten zu können. Na
hdem im DECOMPOSE-S
hritt der Eingabegraph als Heapkon�guration erkannt wurde, weil er Variablen enthält, wirddie root-Menge als Menge der Variablenknoten de�niert und als Eingabe an die SPLIT-Operationübergeben. In dieser Funktion werden nun die Na
hfolger- und Vorgängermengen aller Knotenaus root bere
hnet. Auÿerdem muss für drei Paare (v, v′) aus der Na
hfolgermenge der minimaleS
hnitt bere
hnet werden, da v und v′ verbunden sind. Abbildung 5.8 zeigt die Eingabeheap-kon�guration, in der die Knoten der Na
hfolgermenge und zugehörige Kanten rot und die derVorgängermenge blau eingefärbt sind, weiterhin werden die bere
hneten minimalen S
hnitte dur
hgestri
helte Kanten angedeutet.
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5.3 Lernen von HRGs am Beispiel
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5.3 Lernen von HRGs am BeispielAnhand der Hilfsmengen, deren Knoten bzw. Kanten in Abbildung 5.8 farbig kenntli
h gema
htwurden, lassen si
h die zwei Hypergraphen Rsplit und Rmerge generieren, die zur weiteren Bearbei-tung an die DECOMPOSE-Funktion zurü
kgegeben werden. Rsplit und Rmerge sind in Abbildung5.9 zu �nden, wobei in Rsplit isolierte Knoten aus Gründen der Übersi
htli
hkeit ni
ht abgebildetsind. Diese isolierten Knoten haben auf die weitere Bearbeitung keinerlei Auswirkung und werdeneinfa
h ignoriert.

l

rl

rl
B

1

2 3

n

n

(a) Rsplit

r

rl

r

l

n

n

n(b) RmergeAbbildung 5.9: Lernalgorithmus: Rsplit und RmergeZurü
k in der DECOMPOSE-Funktion, wird für jede Zusammenhangskomponente von Rspliteine neue Produktionsregel erstellt, sofern diese wa
hsend ist. In diesem Fall existiert nur einesol
he Zusammenhangskomponente, da die Regel (X2
1 , B

•) die Wa
hstumseigens
haft verletzenwürde. Dur
h die drei in der verbliebenen Zusammenhangskomponente als extern markiertenKnoten, wird als Regelbezei
hner ein neues Ni
htterminal X3
1 eingesetzt. In Rmerge wird fürdie neu erstellte Regel eine Ni
htterminalkante mit demselben Bezei
hner eingefügt. Auÿerdemnehmen wir die B-Kante in Rmerge auf, da sie keine wa
hsende Regel induziert hätte. S
hlieÿli
hwird die Eingaberegel (S,H) dur
h (S,Rmerge) ersetzt. Die resultierenden Regeln aus diesemDECOMPOSE-S
hritt sind in Abbildung 5.10 zu �nden.Im nä
hsten S
hritt muss nun für die neu hinzugekommenen Regeln wieder lokale Apex-Eigens
haftsi
hergestellt werden. Die hier generierten Regeln aus Abbildung 5.10 sind bereits apex. Daher85
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n(b) Merge−RegelAbbildung 5.10: Lernalgorithmus: resultierende Merge- und Splitregelnkann direkt der nä
hste DECOMPOSE-S
hritt ausgeführt werden, den wir hier aber ni
ht weiterbetra
hten werden. Dieser gesamte Vorgang wird solange wiederholt bis keine der Grammatikre-geln weiter zerlegbar ist.
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Kapitel 6
Zusammenfassung & Ausbli
kIn der modernen Softwareentwi
klung kommt der Veri�kation eine immer gröÿere Bedeutungzu, da zuverlässige Software in immer mehr Einsatzberei
hen und in immer kürzerer Zeit benö-tigt wird. Programmierkonzepte, die mithilfe von dynamis
hen, heapbasierten Datenstrukturenarbeiten und heutzutage in einer Groÿzahl von Programmen zu �nden sind, induzieren jedo
heine unendli
he Menge an mögli
hen Heapzuständen und lassen si
h aus diesem Grund ni
htdur
h verbreitete Veri�kationste
hniken evaluieren. Abhilfe s
ha�t das Konzept der Heapabstrak-tion dur
h Hyperkantenersetzungsgrammatiken, wobei eine geeignete HRG allerdings stark vomZeiger-Program abhängt und dem Anwender meist garni
ht oder nur sehr s
hwer ersi
htli
h ist.Um das Problem des Grammatikentwurfs zu umgehen, wurde in dieser Diplomarbeit ein Al-gorithmus entwi
kelt, der zu einem gegebenen Programm eine Hyperkantenersetzungsgrammatikgeneriert, die alle zur Korrektheit des Abstraktionsverfahrens benötigten Eigens
haften besitzt.Beginnend mit den Grundlagen der Heapabstraktion dur
h Hyperkantenersetzunggrammatiken,wurden zunä
hst die in [RN08, HNR09℄ gestellten Anforderungen an eine Heapabstraktionsgram-matik genauer untersu
ht und dahingehend angepasst, dass sie als Erweiterung die Abstraktionvon Hypergraphen mit unbes
hränktem Eingangsgrad erlauben und zudem zu einer gegebenenHRG die Konstruktion einer äquivalenten HRG mit geforderten Eigens
haften ermögli
hen. Wei-terhin wurden die Anforderungen an Heapabstraktionsgrammatiken um die Typisierungseigen-s
haft ergänzt, die zur Korrektheit der Abstraktion und Konkretisierung von Heapkon�gurationennötig ist. Unter den so gegebenen Voraussetzungen wurde für die komplexeste Anforderung � dielokale Apex-Eigens
haft - ein Verfahren entwi
kelt, wel
hes als Resultat eine diese Eigens
hafterfüllende, äquivalente Grammatik liefert. Die lokale Apex-Eigens
haft ist für die Korrektheitder Heapabstraktion von ents
heidender Bedeutung, da sie si
herstellt, dass beim der Konkreti-sierung alle relevanten Heapkon�gurationen wiederhergestellt werden können. Ohne sie würdenunter Umständen aufgetretene Heapzustände im Veri�kationsprozess ni
ht betra
htet und jeg-li
he Aussagekraft des Resultats ginge verloren. Das Verfahren zur Si
herstellung der lokalen87



Kapitel 6 Zusammenfassung & Ausbli
kApex-Eigens
haft beruht auf der Herstellung einer Normalform für die Eingabegrammatik. DieBes
ha�enheit der Normalform ist dabei so gewählt, dass ausgehend von einer normalisiertenGrammatik lokale Apex-Eigens
haft dur
h einfa
he Kantenersetzung errei
ht werden kann. Eswurde gezeigt, dass zu jeder HRG mit bes
hränktem Ausgangsgrad eine Grammatik in dieserNormalform existiert. Mit dem vorliegenden Algorithmus kann si
hergestellt werden, dass einebeliebige HRG in lokaler Apex-Eigens
haft vorliegt � solange ihre Spra
he bes
hränkten Aus-gangsgrad besitzt � und wa
hsend ist. Die Eigens
haft der Produktivität ist dur
h einfa
hesEntfernen von unproduktiven Regeln mögli
h.Als nä
hster S
hritt wurde ein Algorithmus erarbeitet, wel
he das automatisierte Lernen vonweiteren Produktionsregeln zu einer gegebenen HRG realisiert. Die Startgrammatik kann da-bei dur
h den Nutzer vorgegeben oder anhand von einer Positivmenge von Heapkon�gurationenerstellt werden. Solange die Startgrammatik in variablenfreier Form vorliegt � und dies lässtsi
h lei
ht überprüfen � garantiert der Lernalgorithmus Variablenfreiheit für alle weiteren Pro-duktionsregeln, die zur Grammatik hinzugefügt wurden. Der Lernalgorithmus beruht auf ders
hrittweisen Dekomposition von Heapkon�gurationen der Eingabemenge bzw. von vorhandenenRegeln. Dabei wird na
h jedem Dekompositionss
hritt die Konstruktion der Apex-Eigens
haftausgeführt. Auf diese Weise lässt si
h garantieren, dass die resultierende Grammatik eine zuläs-sige Heapabstraktionsgrammatik darstellt, mit allen damit verbundenen Eigens
haften.Zusammenfassend lässt si
h sagen, dass in dieser Arbeit die Grundlagen der Heapabstraktiondur
h Hyperkantenersetzungsgrammatiken aus [HNR09℄ dargelegt und erweitert und ein Ver-fahren vorgestellt wurde, wel
hes zu einer gegebenen HRG eine Grammatik mit lokaler Apex-Eigens
haft konstruiert. Mithilfe dieses Verfahrens wurde dann ein Algorithmus entwi
kelt, umzu einem Zeiger-Programm eine geeignete und zulässige Heapabstraktionsgrammatik zu generie-ren.Am Beispiel von binären Bäumen mit verbundener Blattfront aus Abs
hnitt 4.2 haben wir ge-sehen, dass das Vorgehen zur Si
herstellung der lokalen Apex-Eigens
haft ni
ht optimal ist. Ausdiesem Grund ist eine interessante Fragestellung für weitere Arbeiten auf diesem Gebiet, ob si
hdie konstruierte Grammatik in Greiba
h Normalform dur
h Optimierungen verkleinern lässt undder Algorithmus dur
h weiterführende Analyse der Eingabegrammatik bes
hleunigt werden kann.Au
h für den im Kapitel 5 vorgestellten Lernalgorithmus für HRGs sind während der Erstellungder Diplomarbeit weitere Aspekte und Fragen aufgekommen, dessen genauere Untersu
hung vonweiterem Interesse ist. Hierzu gehört die Frage na
h der Terminierung des Lernalgorithmus. Lässtsi
h etwa zeigen, dass wenn eine Heapabstraktionsgrammatik zum betra
hteten Zeigerprogrammexistiert, diese dann vom Lernalgorithmus tatsä
hli
h gefunden wird? Bisher wurde der Lernalgo-rithmus immer auf einem beliebigen, aber festem externen Knoten gestartet. Es wäre nützli
h zuklären, ob si
h die von der erstellten Heapabstraktionsgrammatik erkannte Spra
he ändert, wennman einen anderen externen Knoten auswählt. Ein weiterer interessanter Ansatzpunkt betri�t88



das Zusammenfassen der Ni
htterminale im Lernalgorithmus. Hier lieÿe si
h z.B. untersu
hen, obdur
h eine Kategorisierung der Ni
htterminale zusätzli
h zum Rang und der Terminalfolge dieSi
herstellung von Eigens
haften wie Baumeigens
haft bei der Veri�kation vereinfa
ht bzw. erstermögli
ht werden kann.

89



Literaturverzei
hnis[Cou87℄ Cour
elle, Bruno: An axiomati
 de�nition of 
ontext-free rewriting and its appli
a-tion to NLC graph grammars. Theoreti
al Computer S
ien
e, 5:141�181, 1987.[EFS56℄ Elias, P., A. Feinstein und C. Shannon: A note on the maximum �ow through anetwork. Information Theory, IRE Transa
tions on, 2(4):117�119, 1956.[EH92℄ Engelfriet, Joost und Linda Heyker: Context-free hypergraph grammars have thesame term-generating power as attribute grammars. A
ta Inf., 29(2):161�210, 1992.[EHL94℄ Engelfriet, Joost, Linda Heyker und George Leih: Context-Free Graph Lan-guages of Bounded Degree are Generated by Apex Graph Grammars. A
ta Inf.,31(4):341�378, 1994.[Eng92℄ Engelfriet, Joost: A Greiba
h Normal Form for Context-free Graph Grammars. In:ICALP '92: Pro
eedings of the 19th International Colloquium on Automata, Languagesand Programming, Seiten 138�149, London, UK, 1992. Springer-Verlag.[Eng97℄ Engelfriet, Joost: Context-free graph grammars. Seiten 125�213, 1997.[FF56℄ Ford Jr, L. R. und D. R. Fulkerson: Maximal Flow Through a Network. CanadianJournal of Mathemati
s, 8(3):399�404, Juni 1956.[Gro09℄ Grossmann, Ralf: Heapabstraktion dur
h partielle Graphreduktion mittels Graph-grammatiken. Diplomarbeit, RWTH Aa
hen, April 2009.[Hab92℄ Habel, A.: Hyperedge Repla
ement: Grammars and Languages. Springer-Verlag NewYork, In
., Se
au
us, NJ, USA, 1992.[HNR09℄ Heinen, Jonathan, Thomas Noll und Stefan Rieger: Juggrnaut: Graph Gram-mar Abstra
tion for Unbounded Heap Stru
tures. In: TTSS '09: 3rd Int. Workshop onHarnessing Theories for Tool Support in Software, 2009.[JK90℄ Jelts
h, Eri
 und Hans-Jörg Kreowski: Grammati
al Inferen
e Based on Hype-redge Repla
ement. In: Graph-Grammars and Their Appli
ation to Computer S
ien
e,Seiten 461�474, 1990.[Lau88℄ Lautemann, Clemens: E�
ient Algorithms on Context-Free Graph Grammars. In:ICALP '88: Pro
eedings of the 15th International Colloquium on Automata, Languagesand Programming, Seiten 362�378, London, UK, 1988. Springer-Verlag. i



Literaturverzei
hnis[RN08℄ Rieger, Stefan und Thomas Noll: Abstra
ting Complex Data Stru
tures by Hype-redge Repla
ement. In: ICGT '08: Pro
eedings of the 4th international 
onferen
e onGraph Transformations, Seiten 69�83, Berlin, Heidelberg, 2008. Springer-Verlag.

ii


