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Abstract

The definition of rational relations on words and their properties are well-known in the-
oretical computer science. There are several extensions of these relations to ranked trees
whereas the rational relations over unranked trees are an unregarded topic up to now.
In this thesis we start with the introduction of an existing automata theoretic approach
by which the resulting class of relations turns out to be a natural extension of the ra-
tional word relations. Furthermore, we introduce new models of automata recognizing
exactly this class of relations and some restrictions, respectively. All important decision
problems are considered.

In the field of XML research the document structure is determined by its DTD. In
addition to this, there may be cases where a constraint on the cardinalities of certain
elements of one document is needed. As XML documents form unranked trees, there
are several approaches involving Presburger arithmetic or the Parikh map to constrain
trees and therefore XML-documents. We use these approaches to define some classes
of “counting” tree relations by combining them with our automata for rational tree
relations. It turns out that all decidable problems of the rational word relations remain
decidable for tree relations.

Zusammenfassung

Rationale Relationen iiber Wortern sind in der theoretischen Informatik weitestgehend
erforscht. Es existieren verschiedene Erweiterungen dieser Relationen auf beschrankt
verzweigte Badume, wéihrend rationale Relationen iiber unbeschriankt verzweigten Béu-
men bislang nicht definiert sind. In dieser Arbeit beginnen wir mit der Einfithrung eines
existierenden Automatenmodells, durch das sich die resultierende Klasse von Baumre-
lationen als eine natiirliche Erweiterung der rationalen Wortrelationen herausstellt. Es
werden neue Automaten vorgestellt, die genau diese neue Klasse von Relationen bzw.
eine Einschriankung mit niitzlichen Eigenschaften definieren. Alle wichtigen Entschei-
dungsprobleme werden betrachtet.

Gerade im Bereich der XML-Forschung erscheint es sinnvoll, zusétzlich zu den durch
eine DTD gegebenen Strukturvorgaben fiir ein XML-Dokument Anzahlbedingungen an
bestimmte Elemente des Dokuments stellen zu koénnen, das formal betrachtet ein un-
beschrankt verzweigter Baum ist. Es gibt verschiedene Ansétze, die mit Hilfe der Pres-
burger Arithmetik oder der Parikh-Abbildung Anzahlen in Bidumen und damit auch in
XML-Dokumenten beschrinken kénnen. Wir nutzen dies, um Anzahlbedingungen fiir
Relationen von unbeschrinkt verzweigten Bdumen zu formulieren. Dazu wird das hier
vorgestellte Automatenmodell mit allen Ansétzen kombiniert und wir erhalten mehrere
Klassen von ,,zdhlenden®“ Baumrelationen. Es stellt sich heraus, dass alle entscheidbaren
Probleme der rationalen Wortrelationen auch fiir die Baumrelationen entscheidbar sind.
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Kapitel 1
Einleitung

Das zentrale Thema dieser Arbeit sind Relationen und deren Eigenschaften unter dem
Gesichtspunkt der Theorie der formalen Sprachen. Sprachen von endlichen Wortern
werden unter Beriicksichtigung verschiedener allgemeiner Vorgaben in Verbindung zu-
einander gesetzt; diese Vorgaben fithren zu verschiedenen Klassen von Relationen.

Wir geben zunéchst ein kurzes Beispiel an, dabei ist die Relation R eine Teilmenge
des kartesischen Produktes zweier regulidrer Sprachen:

R = {(u,vu) | u,v € ¥} CX* x ¥* .

Diese Menge R enthilt alle Wortpaare, fiir die das erste Wort ein Suffix des zweiten
Wortes ist. Eine solche Relation gehort zu der Klasse der rationalen Relationen, mit de-
nen wir uns ausschliefilich beschéftigen werden. Die rationalen Relationen iiber endlichen
Wortern bilden ein intensiv erforschtes Themengebiet der theoretischen Informatik, und
es herrscht ein allgemeiner Konsens iiber die Charakterisierung und Eigenschaften dieser
Relationen. Es gibt verschiedene Formalismen, die rationale Relationen beschreiben. Sie
konnen beispielsweise durch rationale Ausdriicke definiert werden, die eine Erweiterung
der reguliren Ausdriicke sind. Eine Relation wird ausgehend von einer endlichen Relati-
on durch Abschluss unter Vereinigung, komponentenweiser Konkatenation und Kleene-
Stern erzeugt. Ein anderer Ansatz geht von Automatenmodellen aus, sodass Automaten
eines gewissen Typs genau die fraglichen Relationen charakterisieren. Solche Relationen
werden automatendefinierbar genannt.

Rabin und Scott entwickelten 1959 ein deterministisches Automatenmodell, das eine
Teilklasse der rationalen Relationen definiert [27]. Elgot und Mezei entwickelten 1965 ein
méchtigeres, nichtdeterministisches Modell, das genau die Klasse der rationalen Relatio-
nen erkennt [I1]. Sie zeigten wichtige Eigenschaften dieser Relationen auf, unter anderem
die Abschlusseigenschaften. Die wichtigsten Entscheidungsprobleme wurden von Fischer
und Rosenberg [13] betrachtet, sie lieferten unter anderem wichtige Unentscheidbar-
keitsresultate. Ausfiihrliche Einfiihrungen zu diesen Relationen sind in den Biichern von



Berstel [4], Sakarovitch [32] und Eilenberg [I0] nachzulesen. Um einen Uberblick iiber
die Historie und andere Klassen von Relationen iiber Wortern zu erhalten, sei auf [0]
verwiesen.

Bdume sind in der Informatik ein verbreiteter Formalismus unter anderem zur Dar-
stellung und Beschreibung hierarchischer Strukturen. Im Gebiet der klassischen Sprach-
theorie werden Baumautomaten zur Definition und Verifizierung von Baumsprachen
verwendet. Thre Eigenschaften sind weitgehend erforscht [I7, [14].

Wir unterscheiden zwischen beschrdinkt verzweigten und wunbeschrinkt verzweigten
Bdumen. Die beschrankt verzweigten Badume sind {iber einem Rangalphabet definiert; fiir
jeden Knoten ist durch den Rang seines Beschriftungssymbols festgelegt, wie viele Nach-
folger er hat. Unbeschriankt verzweigte Baume sind iiber einem reinen Beschriftungsal-
phabet definiert; die Anzahl der Nachfolger eines Knotens ist unbeschriankt, aber endlich.
Diese Baumsprachen und unbeschrinkt verzweigte Baumautomaten wurden vermutlich
von Thatcher 1967 eingefiihrt [37, [38]. Da ein XML-Dokument einen unbeschrinkt ver-
zweigten Baum kodiert, wurden im Rahmen der XML-Forschung viele neue Erkenntnisse
iiber unbeschrinkt verzweigte Baumautomaten gewonnen [5l 211, 22].

Fiir einen ausfiihrlichen Uberblick iiber Historie, verschiedene Ansiitze und Resultate
sei auf das Buch Tree Automata Techniques and Applications verwiesen [7].

Wenn man sich praktische Anwendungen von XML, zum Beispiel Datenbanken oder
einheitlichen Dokumentenaustausch, vor Augen fiihrt, ist es denkbar, dass die Anzahl ge-
wisser Knoten eingeschréinkt werden soll. Das bedeutet aus der Sicht eines Formalismus,
dass schon in der Definition einer unbeschriankt verzweigten Baumsprache Anzahlbedin-
gungen formuliert werden miissen.

Um solche Einschriankungen zu realisieren, wurden verschiedene Anséitze fiir soge-
nannte zdhlende Baumautomaten entwickelt. Wir unterscheiden dazu in dieser Arbeit
zwischen lokalen und globalen Anzahlbedingungen: Eine lokale Anzahlbedingung ist ge-
nau an die direkten Nachfolger eines bestimmten Knotens gerichtet, wihrend eine globale
Anzahlbedingung die Beschriftung eines ganzen Baumes betrifft. Es werden zwei zentra-
le Konzepte des Zihlens benutzt: Die Parikh-Abbildung und die Presburger Arithmetik.
Die Parikh-Abbildung nach Rohit J. Parikh bildet ein Wort iiber einem endlichen Al-
phabet auf einen Vektor von natiirlichen Zahlen ab, in dem jeder Eintrag der Anzahl
des Auftretens eines bestimmten Symbols innerhalb des Wortes entspricht [25]. Anzahl-
bedingungen werden durch semi-lineare Mengen formuliert, die wir in diesem Kontext
Constraint-Mengen nennen. Eine formale Definition dieser Mengen werden wir spéter

geben, ein einfaches Beispiel ist:

{("m)|m<mn, mneN}.
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Der resultierende Vektor einer Parikh-Abbildung muss in einer solchen Menge enthalten
sein, damit die Anzahlbedingung erfiillt ist.

Presburger Arithmetik, benannt nach Mojzesz Presburger, bezeichnet die Logik erster
Stufe iiber den natiirlichen Zahlen mit Addition. Presburger-Formeln definieren semi-
lineare Mengen, und ihre Entscheidbarkeit wurde 1930 von Presburger [26] und un-
abhiingig davon 1931 von Skolem gezeigt [36]. Anzahlbedingungen iiber Wortern kénnen
durch Presburger-Formeln definiert werden, die fiir jedes Symbol des Alphabetes eine
freie Variable haben.

Klaedtke und Ruef stellten 2002 einen Baumautomaten vor, der mit Hilfe einer erwei-
terten Parikh-Abbildung eine globale Anzahlbedingung an Eingabebiume stellen kann
[20]. Muscholl, Seidl und Schwentick entwickelten 2003 ein Automatenmodell, das Pres-
burger Logik nutzt, um lokale Anzahlbedingungen zu stellen [33, B34, B5]. Groz definierte
2006 sowohl einen Automaten, der die Parikh-Abbildung fiir die Definition lokaler Bedin-
gungen nutzt, als auch einen Automaten, der eine globale Presburger-Bedingung an den
ganzen Eingabebaum stellt [16]. Diese Modelle werden hier in verschiedenen Variationen
vorgestellt und untersucht. Unter Beachtung der vorliegenden Resultate wird dann eine
Hierarchie der zdhlenden Baumsprachen angegeben.

Es liegt nahe, den Begriff der rationalen Relation auf Baume zu erweitern. Es existieren
mehrere Definitionen fiir diese Erweiterung, da aber unterschiedliche Klassen definiert
werden, ist die Definition der rationalen Baumrelationen nicht eindeutig festgelegt. Eine
Beispielrelation, die durch die nachfolgenden Ansétze definierbar ist, wird die Anforde-
rungen an einen Formalismus klarmachen.

Beispiel 1.0.1. Sei 7; die Menge aller Baume ¢, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
Die Wurzel ist mit ¢ beschriftet und hat genau zwei Nachfolgeknoten, die mit a beschriftet
sind. Alle mit a beschrifteten Knoten haben keinen oder genau zwei Nachfolgeknoten,
die wiederum mit a beschriftet sind. Sei 75 die Menge aller Bdume t5, deren Wurzel mit
d beschriftet ist und die ansonsten den Bidumen aus 77 entsprechen. Eine Baumrelation
ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes von Baumsprachen: R C 77 x 73. Die
Relation R enthalte hier alle Paare von Baumen (t1,t3), sodass t; und ty gleich viele
Knoten haben. Die folgende Abbildung zeigt ein solches 2-Tupel:

(tl, tz) .



Das Beispiel macht deutlich, dass eine Synchronisation zwischen den einzelnen Tupel-
elementen stattfinden muss.

Arnold und Dauchet erweiterten 1982 den Ansatz fiir rationale Wortrelationen von
Nivat [23] durch die Definition von Baumbimorphismen [1]. Dabei wird ein Baum mit
zwel Abbildungen auf ein 2-Tupel von Baumen abgebildet. Eine reguldre Baumsprache
und die beiden Abbildungen definieren gemeinsam eine 2-stellige Baumrelation.

Eine Multivariable ist eine Sequenz von paarweise verschiedenen Variablen. Diese Va-
riablen beschriften Blatter von Baumen und dienen als Platzhalter fiir Baume; fiir die
Variablen einer Multivariable miissen dabei bestimmte Operationen, zum Beispiel die
FErsetzung durch einen Teilbaum, synchron durchgefiithrt werden. Raoult entwickelte
1992 die Multivariablengrammatiken [30]. Der initiale Ableitungsschritt dieser Baum-
grammatiken erzeugt dabei ein Tupel von Baumen, deren Bldtter mit Variablen einer
Multivariablen beschriftet sein konnen. Regeln zum Ersetzen von Variablen, die hier als
Nichtterminalsymbole dienen, miissen dabei die gleichzeitige Ersetzung aller Variablen
einer Multivariable gewéhrleisten. Raoult verglich seinen Ansatz mit dem von Arnold
und Dauchet. Die durch Multivariablengrammatiken erzeugten Baumrelationen sind im
Gegensatz zu denen, die durch einen Bimorphismus dargestellt werden kénnen, nicht
unter Konkatenation abgeschlossen. Er griff 1997 seinen Ansatz erneut auf und stellte
rationale Baumrelationen &quivalent zu den Grammatiken durch rationale Ausdriicke
mit Multivariablen dar [31]. Die Ausdriicke sind induktiv durch Abschluss unter Konka-
tenation und Kleene-Stern jeweils beziiglich einer Multivariablen definiert.

Radmacher iibernahm 2007 diese Definition und entwickelte ein dquivalentes Auto-
matenmodell, die asynchronen Baumautomaten [28, 29]. Die grundlegende Idee ist das
Zusammenfassen von Zusténden zu Zustandstupeln, die analog zu den Multivariablen
nur gemeinsam erreicht und verlassen werden kénnen.

Ein zentrales Thema dieser Arbeit sind die rationalen unbeschrinkt verzweigten Baum-
relationen, fiir die bisher keine Definition existierte. Wir geben zunéchst ein einfaches
Beispiel an und betrachten dazu zwei Sprachen von unbeschrinkt verzweigten Bédumen
und eine entsprechende Relation.

Beispiel 1.0.2. Sei 7; die Menge aller Baume t1, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
Die Wurzel ist mit ¢ beschriftet und hat beliebig viele Nachfolgeknoten. Alle diese Kno-
ten sind mit a beschriftet. Der rechteste Nachfolger der Wurzel hat keinen oder genau
einen Nachfolger, der mit e beschriftet ist. Alle e-Knoten haben keinen oder genau einen
Nachfolger, der wiederum mit e beschriftet ist. Die Baume der Sprache 75 unterscheiden
sich von denen der Sprache 77 nur dahingehend, dass die direkten Nachfolger der Wurzel
mit b beschriftet sind.

Die folgende Abbildung zeigt zwei Baume ¢; und t2. Der erste Baum ist aus der Spra-
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che 77, der zweite aus 7s.

tli tQZ

Wir setzen diese Baumsprachen nun in Beziehung zueinander. Die Menge R C 77 x 7
enthalte genau die Paare (t1,t2) von Baumen ¢1 aus 77 und t5 aus 75 fiir die gilt, dass es
fiir jeden mit a beschrifteten Knoten aus ¢; genau einen mit b beschrifteten Knoten in ¢,
gibt; die gleiche Beziehung gelte fiir mit e beschriftete Knoten. Die folgende Abbildung
zeigt ein Tupel aus dieser Relation:

(tl, tQ) .

Radmacher hat durch eine Erweiterung des asynchronen Baumautomaten auf unbe-
schrankt verzweigte Bdume einen Automaten fiir diese Art von Relationen konstruiert
[28]. In dieser Arbeit stellen wir eine direkte Beziehung zwischen den rationalen Wort-
relationen und den von diesem Automatenmodell erkannten Baumrelationen her, indem
wir Worter als undre Bdume, in denen jeder Knoten genau einen oder keinen Nachfolger
hat, auffassen. Da fiir diesen Sonderfall die Aquivalenz der Modelle gezeigt werden kann,
definieren wir die unbeschriankt verzweigten Baumrelationen durch dieses Automaten-
modell. In der weiteren Analyse stellt sich heraus, dass alle wichtigen Entscheidbar-
keitsresultate der rationalen Wortrelationen auf die Baumrelationen iibertragbar sind:
die Inklusions-, Aquivalenz-, Universalitits- und Schnittprobleme sind unentscheidbar.
Es werden Algorithmen présentiert, die das Nichtleerheits- und das Unendlichkeitspro-
blem entscheiden. Eine wichtige Eigenschaft der rationalen Wortrelationen ist, dass eine
einstellige Relation genau eine reguldre Wortsprache definiert, wihrend es einstellige ra-
tionale Baumrelationen gibt, die nicht-reguldre Mengen von Bdumen enthalten. Dies ist



als Schwiche des Modells anzusehen.

Wir fithren in dieser Arbeit ein neues Automatenmodell ein, das genau die rationa-
len unbeschréinkt verzweigten Baumrelationen erkennt, den transitions-synchronisierten
Baumautomaten. Diese Automaten arbeiten auf Tupeln von unbeschriankt verzweigten
Baumen und erzwingen das gleichzeitige Ausfithren bestimmter Transitionen, um eine
Synchronisation zwischen Biaumen des Eingabetupels zu gewéhrleisten. Die Aquivalenz
zu den asynchronen unbeschriankt verzweigten Baumautomaten wird gezeigt, und damit
ist auch dieses Modell eine natiirliche Erweiterung der rationalen Wortrelationen. Alle
Entscheidbarkeitsresultate sind direkt {ibertragbar; zusétzlich geben wir einen Algorith-
mus an, der das Nichtleerheitsproblem entscheidet.

In der Folge schrianken wir dieses Automatenmodell ein und erhalten die transiti-
ons-separierten Baumautomaten, die eine neue Klasse von Baumrelationen definieren.
Es wird gezeigt, dass die einstelligen transitions-separierten Baumrelationen genau die
reguléren Baumsprachen definieren.

Wir wollen Anzahlbedingungen an Relationen von unbeschrinkt verzweigten Béu-
men stellen. Dazu kombinieren wir die transitions-synchronisierten Automaten mit den
vorher eingefithrten Ansétzen fiir zdhlende Baumautomaten. Wir erhalten somit Auto-
maten, die auf Tupeln von unbeschriankt verzweigten Bdumen arbeiten und an die ein-
zelnen Tupelelemente sowohl lokale als auch globale Anzahlbedingungen stellen kénnen.
Wir vergleichen die Modelle beziiglich ihrer Aussagekraft und erhalten eine nicht-lineare
Hierarchie fiir die resultierenden Klassen von zihlenden Baumrelationen. Es stellt sich
heraus, dass alle entscheidbaren Eigenschaften der rationalen Wortrelationen bzw. der
rationalen Baumrelationen auch fiir die zéhlenden Baumrelationen entscheidbar bleiben.

Gliederung der Arbeit

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut: In Kapitel 2l werden zunéichst einige Grundlagen der
Automatentheorie und der formalen Sprachen eingefiihrt. Es wird ein kurzer Uberblick
iiber rationale Wortrelationen und iiber Bidume bzw. Baumautomaten gegeben. Kapi-
tel B beinhaltet eine ausfiihrliche Einfithrung zu den zéhlenden Baumautomaten und
zu grundlegenden Konzepten. Kapitel @ behandelt verschiedene Konzepte fiir rationale
Baumrelationen; es werden die rationalen Ausdriicke mit Multivariablen und die asyn-
chronen Baumautomaten vorgestellt. In Kapitel Bl werden die rationalen Relationen iiber
unbeschrinkt verzweigten Baumen durch asynchrone unbeschrinkt verzweigte Baumau-
tomaten definiert. Es werden verschiedene Eigenschaften betrachtet, und die Entscheid-
barkeit oder Unentscheidbarkeit aller wichtigen Probleme wird gezeigt. Anschlieflend
wird ein neues Automatenmodell entwickelt, das dquivalent zu dem des asynchronen
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Baumautomaten ist. Dieses Modell wird eingeschréinkt, und es resultieren die transiti-
ons-separierten Baumrelationen. In Kapitel [l werden die Konzepte aus den Kapiteln
und [l zusammengefiihrt und damit die Klasse der zéhlenden Baumrelationen definiert.
Entscheidungsprobleme werden betrachtet, und die verschiedenen Automatenmodelle
werden hinsichtlich ihrer Ausdrucksstirke miteinander verglichen. In Kapitel [ werden
schliefflich eine kurze Zusammenfassung und ein Ausblick auf moégliche weitere Forschung
gegeben.
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Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel werden verschiedene Begriffe und Konzepte eingefiihrt, die in dieser
Arbeit bendtigt werden. Zuniichst wird ein kurzer Uberblick iiber grundlegende Begriffe
aus dem Bereich der Automatentheorie und der formalen Sprachen gegeben. Es folgt
eine kurze, formale Einfithrung zu Bdumen und Baumautomaten. Zuletzt werden die
rationalen Relationen iiber Wortern formal definiert und kurz betrachtet.

2.1 Automaten und formale Sprachen

Ein Alphabet ¥ ist eine endliche Menge von Symbolen. ¥* bezeichnet die Menge aller
endlichen Sequenzen w = aj...a, iiber dem Alphabet, die Menge der Worter iiber
¥, wobei n eine natiirliche Zahl aus der Menge N ist. N* ist die Menge der positiven
natiirlichen Zahlen. Die Ldnge |w| = n eines Wortes ist die Anzahl der Symbole in
dem Wort. |w|, sagt aus, wie oft Symbol a in Wort w auftritt. Das leere Wort ¢ hat
die Linge 0. Die Menge der nicht leeren Wérter iiber ¥ ist mit X1 bezeichnet. Die
Konkatenation zweier Worter v = v1...v, und w = wy...w,, aus X* mit n,m € N
ist definiert durch v - w = vy ...v,wy ... wy,,. Auf den Punkt wird dabei oft verzichtet:
v-w = vw. Das kartesische Produkt zweier Mengen 37 und ¥ ist eine Menge von 2-
Tupeln: 31 x X9 = {(a,b) | a € £1,b € Xo}. Ein Prifiz eines Wortes w = wy ... w,, ist
ein Wort v = wq ... w,, mit m <n.

Eine Sprache L ist eine Menge von Wortern mit L C 3*. Die Konkatenation zweier
Sprachen L und K ist definiert durch L - K = {v-w | v € L,w € K}. Die iterierte
Konkatenation einer Sprache L ist definiert durch: L? := {e}, L™ := L™ 1. L. Der
Kleene-Abschluss oder Kleene-Stern fiir eine Sprache L bezeichnet L* = J,, oy L".

Mit diesen Begriffen werden die requldren Ausdriicke iiber einem Alphabet 3 definiert.
Sie sind induktiv durch die atomaren reguliren Ausdriicke (),¢,a € ¥ und ihre Abge-
schlossenheit unter Konkatenation, Vereinigung und Kleene-Stern definiert. Die Menge
der reguldren Ausdriicke iiber ¥ bezeichnen wir mit Reg(3). Die Sprache eines reguliren
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Ausdrucks L£(r) bezeichnet die Menge der Worter, die mit diesem Ausdruck erzeugt
werden konnen. Die reguléren Ausdriicke definieren genau die requldren Sprachen. Wir
werden in dieser Arbeit aus Griinden der Lesbarkeit des ofteren regulidre Ausdriicke di-
rekt mit Symbolen L1, Ls ... bezeichnen und fiir ein Wort w, das mit einem Ausdruck
L erzeugt werden kann, w € L schreiben.

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein Tupel
A= (Q,%,A, qo, F) mit einer endlichen Zustandsmenge (), einem endlichen Alphabet
Y., einer Transitionsrelation A C @ X ¥ X @, einem Startzustand ¢ € @ und einer
Endzustandsmenge F' C @. Ein Lauf des Automaten A auf einem Wort w = ay ... a,, ist
eine Sequenz von Zusténden p = p; ... p, wobei p; = qo und (p;, aj+1,pit1) € A, 1 <i <
n. Ein Lauf heif3t akzeptierend, wenn p,, € F. Die Sprache eines Automaten ist definiert
durch £(A) = {w € ¥* | A hat einen akzeptierenden Lauf auf w}.

NEAs erkennen genau regulére Sprachen. Sie sind unter Komplement und durch die
Produktautomatenkonstruktion unter Schnitt und Vereinigung abgeschlossen.

Wir werden das folgende Lemma in spéteren Kapiteln nutzen und referenzieren.

Lemma 2.1.1. Sei X ein endliches Alphabet. Es ist entscheidbar, ob es ein Wort w iiber
einem Alphabet 31 C X fiir einen reguldren Ausdruck ) € Reg(X) gibt, sodass w € L(1).

Beweis. Konstruiere zu dem reguldren Ausdruck ¢ einen dquivalenten, nichtdeterminis-
tischen endlichen Automaten A, und einen Automaten Ay, der genau X7 erkennt.
Bilde den Produktautomaten Ay N 2Aypniy. Die Sprache dieses Automaten ist genau die
Sprache L£(v) eingeschrinkt auf das Alphabet ;. Da das Nichtleerheitsproblem fiir
nichtdeterministische endliche Automaten entscheidbar ist, ist damit der Satz 2Z1.1] ge-
zeigt. ]

Fiir ausfiihrliche Einfithrungen in die Gebiete der Theorie der formalen Sprachen und
Automaten sei auf das Standardwerk von Hopcroft und Ullman verwiesen [I7]. Wir
setzen grundlegende Kenntnisse in der mathematischen Logik voraus, zur Einfithrung
empfiehlt sich das Buch von Thomas, Flum und Ebbinghaus [9].

2.2 Wortrelationen

Eine n-stellige Relation R auf Wortern ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes
von Wortsprachen:
RgElx...xZ]n.

Die Elemente einer solchen Relation sind n-Tupel w = (wy,...,w,) von Wortern mit
w; € ¥¥,1 < i < n. Die komponentenweise Konkatenation zweier n-Tupel @ = (uy, ..., uy,)
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und ¥ = (vy,...,vy,) ist definiert durch @ - v := (uqvy, ..., u,v,). Damit ist die kompo-
nentenweise Konkatenation zweier Relationen:

R-S:={u-v|ueRuveS}.

Die iterierte Konkatenation von Relationen ist analog zu Sprachen gegeben durch R? :=
{(e,...,e)},R" := R-R" ', n € N. Der Kleene-Stern ist definiert durch R* := |J,,cyy R™
Mit diesen Formalismen kénnen die rationalen Wortrelationen induktiv definiert werden:

Definition 2.2.1. Fiir endliche Alphabete >1,...3%, gilt:
e () ist rationale Relation
o W= (wiy,...,w,) €X] X...x X ist rationale Relation

e Wenn die Relationen R; und Rs rational sind, dann sind auch R; U Ry, R1 - Ry und
R} rational.

Wir rufen uns erneut das Beispiel aus Kapitel Il in Erinnerung;:
R ={(u,vu) |u,v € ¥*} T ¥* x ¥* .

Diese rationale Relation R enthilt alle 2-Tupel von Woértern, in denen das erste Wort
ein Suffix des zweiten Wortes ist. R kann aufgrund der induktiven Definition rationaler
Relationen durch den folgenden rationalen Ausdruck definiert werden:

() + )" () + ()"

Aquivalent zu den rationalen Ausdriicken werden rationale Relationen von asynchronen
Automaten erkannt.

Definition 2.2.2. Ein nichtdeterministischer asynchroner Automat ist ein Tupel A =
(Q,%1,...,%0,q0, A, F) mit einer endlichen Zustandsmenge @), Alphabeten ¥1,...,%,,
einem Startzustand qg € @, einer Endzustandsmenge F' € () und einer Transitionsrela-

tion

ACQXE]X...x3 xQ .
Der Automat A akzeptiert ein Tupel (uq,...,u,) € 1 X ... x 3, wenn es auf A einen
Pfad von ¢y aus zu einem Zustand aus F' gibt mit der Beschriftung (uq,...,u,). Die

Relation, die von einem Automaten erkannt wird, ist gegeben durch

R(A) :={(u1,...,up) € ] X ... x X7 | A akzeptiert (u1,...,u,)} .
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Abbildung 2.1: Asynchroner Automat A

In Abbildung 2T]ist ein solcher Automat A dargestellt. Er erkennt genau die Relation
R des obigen Beispiels.

Es kann per Induktion iiber den Aufbau der rationalen Relationen gezeigt werden,
dass sie genau durch die asynchronen Automaten definiert sind:

Satz 2.2.1. Eine Relation R ist rational genau dann, wenn sie von einem asynchronen
Automaten erkannt wird.

Die Beweise der wichtigsten Entscheidbarkeitsresultate fiir rationale Relationen sind
in [4] zu finden. Wir benétigten in dieser Arbeit die folgenden Unentscheidbarkeiten:

Satz 2.2.2. Fir rationale Relationen auf Wortern sind Inklusion, Aquivalenz, Schnitt

und Universalitdt unentscheidbar.

2.3 Baume und Baumautomaten

Wir geben in diesem Kapitel die Definitionen von beschrinkt verzweigten und unbe-
schrinkt verzweigten Baumsprachen sowie entsprechende Baumautomaten an.

Ein Rangalphabet ¥ = ¥y WU...U ¥, mit m € N ist ein Alphabet, wobei jedem
Symbol ein Rang zugewiesen wird. ¥; fiir 1 <4 < m bedeutet in diesem Kontext, dass
die Symbole dieser Teilmenge des gesamten Alphabetes den Rang ¢ haben.

Definition 2.3.1. Ein beschrinkt verzweigter Baum iiber einem Rangalphabet X ist ein
Paar ¢ = (domy, val;) mit einer endlichen Menge dom; C N*, der Menge von Knoten des
Baumes, sodass:

e domy ist unter Vorgéngern abgeschlossen: ui € domy = u € domy fir u € N*,i € N

e domy ist unter linken Geschwisterknoten abgeschlossen: wi € dom; = uj € domy
fir u e N*, j <1
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e Die Funktion val, : dom;y — 3 beschriftet einen Knoten u € domy, der genau i
Nachfolger hat, mit einem Symbol a* € 3;.

In einem beschréankt verzweigten Baum bestimmt der Rang des Symbols, mit dem ein
Knoten beschriftet ist, genau die Anzahl seiner Nachfolger. Der Knoten u € dom; mit
u = ¢ ist die Wurzel des Baumes, sie hat keine Vorgénger. Die Knoten, die durch val;
mit Symbolen des Rangs 0 beschriftet werden, sind die Blitter des Baumes, sie haben
keine Nachfolger. Die Hohe eines Baumes ist definiert durch max{|u| | v € dom;}.

Die Menge aller Biaume iiber einem Alphabet ¥ bezeichnen wir mit 7s;. Eine Baum-
sprache T C Ty ist eine Menge von Baumen. Die unten stehende Abbildung zeigt einen
beschriinkt verzweigten Baum iiber dem Rangalphabet ¥ = {¢3,b!, a°}.

C
VRN N
a a P
[
a

Eine andere Schreibweise fiir diesen Baum ist c(a, a,b(a)). Da die Anzahl der Nach-
folger eines Knotens durch den Rang eindeutig festgelegt ist, kann hier sogar auf die
Klammerung verzichtet werden: caaba.

Wir definieren nun einen bottom-up Baumautomaten. Ein bottom-up Automat liest
zunéchst die Blétter eines Baumes ein und erreicht zuletzt die Wurzel.

Definition 2.3.2. Ein nichtdeterministischer beschrinkt verzweigter Baumautomat ist
ein Tupel A = (Q, X, A, F') mit einer endlichen Zustandsmenge (), einem Rangalphabet
Y=Y U...U X, einer Endzustandsmenge I’ und einer Transitionsrelation A mit

Fin Lauf des Automaten auf einem Baum ¢ ist eine Abbildung p : dom; — @, sodass alle
Knoten des Baums entsprechend ihrer Beschriftungen mit geeigneten Transitionen auf
einen Zustand aus @) abgebildet werden. Ein Baum wird akzeptiert, wenn p(e) € F'. Die
Sprache eines Baumautomaten ist definiert durch 7(A) = {t € T | A akzeptiert ¢}.

Wir stellen in dieser Arbeit den Lauf eines Automaten auf einem Baum grundsétzlich
durch einen gleich strukturierten Baum dar, der mit Zusténden des Automaten beschrif-
tet ist.
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Beispiel 2.3.1. Sei ein nichtdeterministischer beschrinkt verzweigter Baumautomat
gegeben durch A = ({qa, @, qc}, {2, b, a}, A, {g.}) mit

A= {(a, Qa)a (Qaa b, QC)7 (QaQaQCa c, QC)} .

Die unten stehende Abbildung zeigt einen akzeptierenden Lauf des Automaten A auf
dem oben dargestellten beschrinkt verzweigten Baum.

dc

/1N

Ga qa Gb
Ga

Die nichtdeterministischen Baumautomaten definieren genau die reguliren Baumspra-
chen.

Unbeschrdnkt verzweigte Bdume sind nicht iiber einem Rangalphabet definiert. Die
Anzahl der Nachfolger eines Knotens ist nicht durch seine Beschriftung bestimmt. Man
kann somit beliebige Verzweigungsgrade definieren, allerdings hat ein Knoten grundsétz-
lich nur endlich viele Nachfolger. Ein unbeschréinkt verzweigter Baum ist daher endlich.

Ein Beschriftungsalphabet ist eine nicht leere, endliche Menge von Symbolen.

Definition 2.3.3. Ein unbeschrdnkt verzweigter Baum iiber einem Beschriftungsalpha-
bet ¥ ist ein Paar t = (domy, valy) mit einer endlichen Menge dom; C N*, sodass:

e domy ist unter Vorgéngern abgeschlossen: ui € domy = u € domy fir u € N*,7 € N

e domy ist unter linken Geschwisterknoten abgeschlossen: ui € domy = uj € domy
fir u e N* 5 <1

e Die Funktion wal; : domy — X beschriftet einen Knoten v € dom; mit einem

Symbol aus X.

Die Menge aller unbeschriankt verzweigten Baume iiber einem Beschriftungsalphabet
Y ist bezeichnet mit 7x. Eine Baumsprache 7 C 7y, ist dann eine Sprache iiber un-
beschriankt verzweigten Badumen, wenn 3 ein Beschriftungsalphabet ist. Reguldre unbe-
schrinkt verzweigte Baumsprachen setzen eine Regularitét fiir die Kinder eines Knotens
voraus, das heif3t, die Beschriftungen der Nachfolger eines Knotens miissen von links
nach rechts gelesen ein Wort einer reguliéren Sprache bilden. Unten stehend ist eine sol-
che Sprache dargestellt, in der die mit ¢ beschriftete Wurzel beliebig viele Nachfolger
hat, die mit a beschriftet sind. Die Beschriftungen der Nachfolger sollen dem reguldren

Ausdruck a* geniigen.
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Wir definieren nun ein Automatenmodell, das in seinen Transitionen eben diese Re-
gularitdt nutzt und damit die reguldren Baumsprachen definiert:

Definition 2.3.4. Ein nichtdeterministischer unbeschriankt verzweigter Baumautomat
ist ein Tupel A = (Q, %, A, F') mit einer endlichen Zustandsmenge @, einem Beschrif-
tungsalphabet Y, einer Endzustandsmenge F' und einer Transitionsrelation A mit

A C Reg(Q) x X xQ .

Ein Lauf des Automaten auf einem Baum ¢ ist eine Abbildung p : dom; — @, sodass alle
Knoten des Baums entsprechend ihrer Beschriftungen und mit geeigneten Transitionen
auf einen Zustand aus @ abgebildet werden. Ein Baum wird akzeptiert, wenn p(e) € F.
Die Sprache eines Baumautomaten ist definiert durch 7 (A) = {t € Ty, | A akzeptiert t}.

Beispiel 2.3.2. Sei ein unbeschrinkt verzweigter Baumautomat gegeben durch A =

({qa7 QC}7 {a’7 C}, Av {QC}) mit A = {(a’7 qa)? (QZa & QC)}-

Dieser nichtdeterministische Automat erkennt genau die oben dargestellte unbeschriankt
verzweigte Baumsprache. Ein deterministisches Modell ist in [8] aufgefiihrt.
Fiir weitere Ausfithrungen zu Béumen und Baumautomaten sei auf [7] verwiesen.
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Kapitel 3
Anzahlbedingungen

In diesem Kapitel werden verschiedene Baumautomaten eingefiihrt, die an die Beschrif-
tungen von Bidumen Anzahlbedingungen stellen kénnen. Solche Bedingungen kénnen
durch logische Formeln formuliert werden, welchen dann bestimmte Teile der Beschrif-
tung eines Eingabebaumes geniigen miissen. Ein anderes Konzept ist ein in seinen Tran-
sitionen zéhlender Automat.

Wir unterscheiden hier konkret zwischen lokalen Anzahlbedingungen und globalen An-
zahlbedingungen. Eine lokale Anzahlbedingung gilt genau fiir die Kinder eines Knotens in
einem Baum, eine globale Anzahlbedingung gilt fiir die gesamte Beschriftung. So kann
man z.B. lokal fordern, dass unter den direkten Nachfolgern eines mit ¢ beschrifteten
Knotens mehr Kinder mit b als mit a beschriftet sind. Global kénnte es im Gegensatz
dazu mehr a-Beschriftungen als b-Beschriftungen geben. Es werden dazu die Presbur-
ger Arithmetik und Parikh- Wortautomaten vorgestellt, diese Konzepte werden mit den
iiblichen Baumautomaten fiir unbeschrinkt verzweigte Baume kombiniert bzw. entspre-

chend erweitert. Die Klasse der zdhlenden Baumsprachen bezeichnen wir mit Count.

3.1 Semi-lineare Mengen und Presburger-Arithmetik

Zunéchst fiihren wir die Begriffe einer linearen Menge und einer semi-linearen Menge,
die zuerst 1961 von Parikh [24] vorgestellt wurde, ein. Sei dazu

{Z|Z=(21,...,2,) € N",n €N}

die Menge aller Vektoren von natiirlichen Zahlen der Dimension n. Dabei sei T + ¥y die
komponentenweise Addition zweier Vektoren und ¢ - T fiir t € N die komponentenweise
Multiplikation aller Komponenten von T mit der Konstanten ¢. Seien C' und D Teilmen-
gen von N" und ¢y, ...,t, Konstanten aus N. Dann ist £(C, D) die Menge aller 7 € N
von der Form

T=C+ty-di+...+tym dn

17
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mit ¢ € C,dy,...,d, € D. Die dy,...,d,, bilden eine moglicherweise leere, endliche
Folge von Vektoren aus D. Fiir C = {c} schreiben wir £ = (¢, D).

Definition 3.1.1. Eine Menge X C N” heif}t linear, wenn ein ¢ € N” und eine endliche
Teilmenge D von N existieren, sodass X = L(c, D).
Eine Menge Y heifit semi-linear, wenn sie die endliche Vereinigung linearer Mengen ist.

Ginsburg und Spanier zeigen in [I5] die Abschlusseigenschaften semi-linearer Mengen.

Satz 3.1.1. Die Familie der semi-linearen Mengen aus N™ ist abgeschlossen unter Ver-
einigung, Schnitt, Komplement und Projektion.

Beispiel 3.1.1.

1. Sei die Menge X; = {(z1,72) € N? | 221 < x5} gegeben. X ist linear, da sie durch

{(2) + k1 (D) + k2 (5) | k1, ko € N}
definiert ist.

2. Sei Xo = {(x1,72) € N? | 1 ist eine gerade Zahl }. X5 ist durch

{(8) +*1(3) +k2(9) [ k1, k2 € N}
definierbar.

3. Die Menge X3 = X1 U X5 ist laut Definition eine semi-lineare Menge. Sie ist sogar
linear, da sie durch

{(9) +k1(9) +k2(3) | k1, k2 € N}
definiert ist.

Die Presburger-Arithmetik, benannt nach Mojzesz Presburger, ist die Logik erster
Stufe der natiirlichen Zahlen mit Addition, Ordnungsrelation und Gleichheit iiber der
Struktur £ = (N, <, +). Eine Presburger-Formel ¢ ist eine Formel erster Stufe iiber £.
Wir schreiben £ = ¢[ay, ..., a,] fir eine Formel ¢(z1,...,2,) und ai,...,a, € N, wenn
die freien Variablen x1,...,z, als natiirliche Zahlen aq, ..., a, interpretiert werden und
¢ dadurch erfiillt ist. Eine solche Interpretation liefert Presburger-Formeln ohne freie
Variablen, diese heiflen Presburger-Terme. Fiir eine Formel p(z1, ..., x,) definieren wir
die Menge

le] :=={(a1,...,an) € N" | £ = plas,...,an]}
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Die Vektoren (aq,...,a,) bilden die Menge der Interpretationen von . Eine Menge A
von Vektoren der Dimension n > 1 heifit Presburger-Menge, wenn es eine Presburger-
Formel ¢ mit n freien Variablen gibt, sodass A = [¢] gilt.

Es folgt eine formale Definition nach Ginsburg und Spanier [15].

Definition 3.1.2. Die Menge aller Presburger-Formeln P ist die kleinste Klasse von
Formeln, fiir die gilt:

e Fiir t;,t, e N,0 <i < nist

n n
to+ Y timi =ty + >t
1 1
eine Presburger-Formel aus P.

e Wenn ¢; und ¢ in P sind, dann ist auch ¢1 A @9 in P.

e Wenn ¢; und ¢y in P sind, dann ist auch ¢1 V @9 in P.

Wenn ¢ in P ist, dann ist auch —¢ in P.
e Wenn ¢(x1,...,2,) in P ist, dann ist auch Jz;(p(z1,...,2,)) in P fir 1 <i < n.

Wir benutzen Presburger-Formeln in dieser Arbeit wie oben erwahnt direkt mit ei-
ner Ordnungsrelation und einigen zusétzlichen Vereinfachungen. Die hier verwendeten
Formeln werden von der folgenden Grammatik erzeugt:

o = z<n|lzx=nlxt+y=z

Ao loVe|p
|y =na | Jx(p) | Vo(p) | true

Dabei sind die x,y, z Variablen, und n € N ist eine Konstante. Durch die induktive
Definition der Presburger Arithmetik ist klar, dass diese unter Vereinigung, Schnitt,
Komplement und Projektion abgeschlossen ist.

Bereits 1930 bzw. 1931 zeigten sowohl Presburger [26] als auch Skolem [36] die Ent-
scheidbarkeit der Presburger-Arithmetik.

Satz 3.1.2 (Presburger, Skolem). Presburger Arithmetik ist entscheidbar.

Presburger bewies diesen Satz durch die Entwicklung eines Algorithmus zur Eliminie-
rung von Quantoren. Dabei wird zu einer gegebenen Presburger-Formel eine dquivalente,
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quantorenfreie Formel berechnet. Quantorenfreie Presburger-Formeln sind die Boole-
schen Kombinationen atomarer Formeln. Sie werden fiir d € N von der Grammatik

¢ u= t=0]t=0(modd)
leneleVe |-y
t o= 0|14z |—x|ti+t2

erzeugt. Eine solche Form ist leicht zu evaluieren, und dies hat gegeniiber einem direkten
Entscheidungsverfahren den Vorteil, dass nicht nur die Entscheidbarkeit iiberpriift wird,
sondern implizit auch eine giiltige Interpretation der nur aus freien Variablen bestehen-
den Formel angegeben wird, wenn sie erfiillbar ist. Presburger fithrte den Beweis iiber
der Struktur (Z,+, <), wiahrend hier £ = (N, <, +) betrachtet wird. Dieser Unterschied
kann vernachlissigt werden, wie Klddtke zeigte [19]. Rabin und Fischer gaben 1974 in
[12] eine doppelt exponentielle, nichtdeterministische untere Schranke fiir die Elimina-
tion von Quantoren an, 1980 zeigte Berman, dass die genaue Komplexitit LINA-TIME
227 st [3).

Ein anderer Ansatz fiir die Evaluation von Presburger Logik ist die Entwicklung von
Wortautomaten, die dquivalent zu einer Presburger-Formel konstruiert werden. Dabei
werden Vektoren von natiirlichen bzw. ganzen Zahlen eindeutig als Wérter kodiert; ein
Automat akzeptiert dann genau die Worter, durch deren dquivalente Vektoren die ent-
sprechende Presburger-Formel wahr wird. Fiir Details sei beispielsweise auf die Arbeiten
von Bﬁcl(li [2], Wolper and Boigelot [39] und Klaedtke verwiesen, der die obere Schranke
von 2220 !

fiir eine Presburger-Formel zeigte [19].

)
fiir die Anzahl der Zustdnde eines minimalen deterministischen Automaten

Aus Griinden der Komplexitéit ist die FEzistentielle Normalform einer Presburger-
Formel interessant. Ezistentielle Presburger-Formeln werden fiir d € N von der Gram-
matik

p u= t=0]pAp|oVe|Iz(p)
t u= 0|1|4x|—z|t1+12

erzeugt. Eine Formel ist in existentieller Normalform, wenn sie existentiell und von der

(A ;)
j=1

ist. Jede Presburger-Formel kann in eine dquivalente quantorenfreie Formel transformiert

Form

<3

dzy, ..., 2k
=1

werden [26]. Seidl, Schwentick und Muscholl zeigen in [34], dass durch einen weiteren
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Schritt eine solche Formel in existentielle Normalform transformiert werden kann. Die
Entscheidbarkeit fiir existentielle Presburger-Formeln ist NV P-vollsténdig.

Ginsburg und Spanier zeigen in [I5] die folgende Eigenschaft der durch Presburger-
Formeln definierten Mengen:

Satz 3.1.3 (Ginsburg, Spanier). Die Klasse der Presburger Mengen iiber N™ entspricht
genau der Klasse der semi-linearen Mengen iber N'. Die eine Charakterisierung einer
Menge ist dabei jeweils effizient aus der anderen berechenbar.

Beispiel 3.1.2. Die drei Mengen X7, X2, X3 aus Beispiel B.1.1] sind durch Presburger-
Formeln 1, @2, ¢3 beschreibbar. Sei dazu

° gol(xl,ﬂfg) =211 < X2
[ @2(]}1,]}2) = E|y(2 Yy = .’L'l)

o w3(z1,m2) = Y(2 -1 =y A2 11 < T9)

3.2 Parikh-Zadhlen

In diesem Kapitel wird eine Einfiihrung zu zéhlenden Wortautomaten, den Parikh-Auto-
maten gegeben. Diese Automaten wurden 2002 auf der Grundlage des Parikh-Bildes [25]
von Klaedtke und Ruef entwickelt [20], die hier aufgefiihrten Definitionen und Ergeb-
nisse stammen aus dieser Veroffentlichung. Fiir eine detailliertere Auseinandersetzung
mit diesem Thema sei neben der Originalarbeit auf die Diplomarbeit von Karianto [1§]
verwiesen, der in seiner Arbeit den Ansatz der endlichen Parikh-Wortautomaten zur
Entwicklung von Parikh Pushdown Automaten nutzt.

Parikh-Automaten arbeiten auf endlichen Wortern mit einer gegeniiber den bekannten
endlichen Wortautomaten erweiterten Akzeptierbedingung. Ein solcher Automat erreicht
flir Worter einer bestimmten Sprache - der Sprache des Automaten - einen Endzustand
mit Lesen des letzten Symbols eines Eingabewortes, zusétzlich muss eine gegebene An-
zahlbedingung fiir die Symbole des Eingabealphabetes erfiillt sein. Man kann mit diesen
Automaten also durch Anzahlbedingungen eingeschrinkte Sprachen iiber Wortern defi-

nieren.

3.2.1 Parikh-Abbildung

Durch die Parikh-Abbildung [25] werden tiber einem Alphabet definierte Worter auf Vek-
toren abgebildet. Dabei ist jedes Symbol eines Alphabetes eindeutig einem Einheitsvek-
tor {iber den natiirlichen Zahlen zuzuordnen, die Dimension dieser Vektoren entspricht
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dann der Kardinalitdt des Alphabets. Um eine solche Abbildung korrekt definieren zu
konnen, muss eine lineare Ordnung auf dem Alphabet gefordert werden.

Definition 3.2.1. Sei ¥ = {ay,...,a,} ein linear geordnetes Alphabet, und sei ¢; € N"
der Einheitsvektor fiir n € N, wobei die i-te Komponente den Wert 1 hat und alle
anderen den Wert 0. Die Parikh-Abbildung ® : 3* — N" ist definiert durch

o O(a;) =¢
o O(uv) = P(u) + P(v)
o &) =0".
Vereinfacht definiert ist ® : ¥* — N” fiir w € ¥*:
D) = (10 lays -+ | W |a,)

Intuitiv wird ein Wort auf einen Vektor abgebildet, der genau die Kardinalitdten aller
Symbole aus ¥ in w angibt. Das folgende Beispiel verdeutlicht die Anwendung einer
solchen Abbildung.

Beispiel 3.2.1. Sei ¥ = {a, b, ¢,d} und w = abaabca € ¥*. Dann ist
1 0 1 1 0 0 1 4 .
- e e (D (h- e
0 0 0 0 0 0 0 0

Parikh zeigte, dass die folgende Eigenschaft gilt [25]:

Satz 3.2.1 (Parikh). Das Parikh-Bild einer kontextfreien Sprache ist eine semi-lineare
Menge.

3.2.2 Parikh-Automat

Das Ziel ist die Definition eines Automaten, der mit Hilfe des Parikh-Bildes Symbole in
einem Wort zidhlen kann. Am Ende eines akzeptierenden Laufes des Automaten soll das
Parikh-Bild des Eingabewortes zur Verfiigung stehen; wenn dieser Vektor Element einer
bestimmten Menge von Vektoren ist, akzeptiert der Automat das Eingabewort.

Um wiéhrend eines Laufes zdhlen zu konnen, wird durch die Transitionen festgelegt,
welche Aktion fiir ein bestimmtes Symbol des Eingabealphabetes durchgefiihrt wird.
Dazu wird als Alphabet des Automaten nicht mehr das Alphabet ¥, iiber dem Einga-
bewdrter gebildet sind, betrachtet, sondern das kartesische Produkt von 3 und einer
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Menge von Vektoren D {iber den natiirlichen Zahlen. Diese Vektoren miissen im Gegen-
satz zu denen des klassischen Parikh-Bildes keine Einheitsvektoren mehr sein. Zunéchst
erweitern wir das Parikh-Bild dementsprechend.

Definition 3.2.2. Seien X ein endliches Alphabet und D eine nicht-leere Teilmenge von
N" fiir ein n € N. Die X-Projektion ¥ : (¥ x D)* — ¥* ist definiert durch

VU(a,d) = a, fiir (a,d) € ¥ x D, und ¥(uv) := ¥(u)¥(v), fir u,v € (L x D)*.
Die erweiterte Parikh-Abbildung @ : (X x D)* — N" ist definiert durch
®(a,d) := d, fiir (a,d) € ¥ x D, und ®(uv) := ®(u) + ®(v), fiir u,v € (X x D)*.

Mit dieser Definition ist es moglich, einem Symbol beliebige Vektoren aus der Men-
ge D zuzuordnen. Wird einem Symbol a; € ¥ eindeutig der Einheitsvektor g; € N
mit n = |X| zugeordnet, entspricht das erweiterte Parikh-Bild dem klassischen Bild aus
Definition B.2.T] Das erweiterte Parikh-Bild liefert zu einem Wort einen Vektor. Durch
die Definition einer Menge von Vektoren, in der ein resultierender Vektor enthalten sein
muss, kann man eine reguldre Sprache L einschrinken, indem man die »-Projektion
dieser Sprache betrachtet. Eine solche Constraint-Menge C' stellt implizit Anzahlbedin-
gungen an Worter einer Sprache.

Definition 3.2.3. Seien X ein Alphabet, D eine nicht-leere, endliche Teilmenge von N™
fiir ein n € N und sei C C N” eine Constraint-Menge. Fiir eine Sprache L C (¥ x D)*
ist die Einschrankung von L beziiglich C definiert durch

Lic={¥%w)|weL,®w)eC}.

Analog zu Klaedtke und RueB [20] werden hier zur Formulierung von Anzahlbedingun-
gen ausschliefllich semi-lineare Mengen C' nach Definition B.I1] betrachtet. Die Akzep-
tierbedingung eines endlichen Automaten auf Wortern wird zur Definition der Parikh-
Automaten wie folgt erweitert. Ein Wort w iiber (X x D)* ist eine Folge von Tupeln
(a,d) € ¥ x D. Ein solches Wort wird akzeptiert, wenn zum einen die Folge der Symbole
a verkniipft mit beliebigen Vektoren d zum Erreichen eines Endzustandes fiithrt, zum
anderen die Summe aller Vektoren d ein Vektor aus der Menge C' ist. In dieser Arbeit
bezeichnen wir einen endlichen Parikh-Automaten auf Wortern mit Parikh-Automat.

Definition 3.2.4. Ein Parikh-Automat der Dimension n > 1 ist ein Paar (A, C), wobei
A ein endlicher Automat auf Wortern und C' eine semi-lineare Teilmenge von N™ ist. A
ist iiber einem Alphabet der Form ¥ x D definiert, dabei ist X ein endliches Alphabet
und D eine endliche, nicht-leere Teilmenge von N".
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Abbildung 3.1: Parikhautomat A

Wir nennen in diesem Kontext A die Automatenkomponente und C die Constraint-
Menge. Ein Parikh-Automat erkennt die Sprache £(A,C) := L(A) [¢. Um die Funkti-
onsweise besser zu erldutern, geben wir ein Beispiel eines solchen Automaten an.

Beispiel 3.2.2. Sei der Parikh-Automat (A, C') gegeben durch den Automaten A aus
Abbildung Bl und durch

0:{(%) |d,e e Nt} .

Der Automat A definiert unter Vernachlissigung der Constraint-Menge die Sprache L =
a*b*a*c*. Die Einschrinkung von L beziiglich C' und damit die Sprache des Parikh-
Automaten ist L [c= L((A, C)) = {a"b"a™c™ | n,m > 0}.

Der Vollstéandigkeit halber geben wir noch die Definition eines deterministischen Parikh-
Automaten an, der Determinismus zidhlender Automaten ist aber nicht das Thema dieser
Arbeit.

Definition 3.2.5. Ein Parikh-Automat (A,C) mit A = (Q, %, J, qo, F') ist determinis-
tisch, wenn fiir jeden Zustand ¢ € @ und fiir jedes Tupel (a,d) € ¥ x D gilt, dass

o |0(q,(a,d))| <1
e Wenn |6(q, (a,d))| = 1, dann |6(q, (a,d'))| = 0 fiir alle d’ # d

Parikh-Automaten sind abgeschlossen unter Vereinigung, Schnitt und Konkatenation,
aber nicht unter Komplement.

Satz 3.2.2. Das Nichtleerheitsproblem fiir Parikh-Automaten ist entscheidbar.
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Beweis. Nach Satz[B.2.T]ist das Parikh-Bild einer kontextfreien Sprache eine semi-lineare
Menge, diese Eigenschaft kann leicht auf das erweiterte Parikhbild {ibertragen werden.
Damit ist dann das erweiterte Parikh-Bild der Sprache der Automatenkomponente eines
Parikh-Automaten, ®(L(A) fiir (A, C) ebenfalls semi-linear, da dies sogar eine regulire
Sprache ist. Es gilt:

L((A,C)) #0 e d(LA))NC #0.

Das erweiterte Parikh-Bild der Sprache der Automatenkomponente muss also Vektoren
der Menge C enthalten. Da der Schnitt von semi-linearen Mengen effektiv berechenbar
ist, ist damit auch das Nichtleerheitsproblem entscheidbar. ]

Wie oben erwahnt, ist das Parikh-Bild einer reguléiren Sprache semi-linear. Dies fiihrt
zu der praktischen Eigenschaft, dass das Parikh-Bild einer solchen Sprache nach SatzB.1.3]
durch eine Presburger-Formel mit einer freien Variablen fiir jedes Symbol des Alphabe-
tes beschrieben werden kann, was in der Folge fiir den Beweis der Entscheidbarkeit ver-
schiedener Probleme genutzt wird. Beziiglich der Grofle einer solchen Presburger-Formel
zeigen Seidl, Schwentick und Muscholl den folgenden Satz [34, [35] .

Satz 3.2.3 (Seidl, Schwentick, Muscholl). Zu jeder reguliren Sprache L kann eine
Presburger-Formel ¢r, in existentieller Normalform fir das Parikh-Bild von L in linearer
Zeit berechnet werden.

3.3 Baumautomaten mit lokalen Anzahlbedingungen

Wir werden hier verschiedene Automatenmodelle vorstellen, die ausschlieBlich Anzahl-
bedingungen an die Kinder eines Knotens in einem Baum stellen. Wie eingangs erwahnt,
werden solche Bedingungen in dieser Arbeit lokale Anzahlbedingungen genannt. Sie wer-
den fiir unbeschriankt verzweigte Biaume definiert, also iiber dem Beschriftungsalphabet
einer Baumsprache bzw. iiber den Zustinden eines passenden Baumautomaten. Es ist
eine natiirliche Vorgehensweise, genau solche Bedingungen zu stellen, da im Kontext der
regulédren, unbeschriankt verzweigten Baumsprachen die Beschriftungen der Kinder eines
Knotens eben einer Regularitéit geniigen miissen. Dies heifit praktisch, dass sie von links
nach recht gelesen ein Wort bilden, das in der Sprache eines reguldren Ausdrucks iiber
dem gegebenen Beschriftungsalphabet liegt.

Um die Anzahlen von Symbolen in einem solchen Wort in einer bestimmten Form be-
schrianken zu konnen, betrachten wir hier zwei grundlegende Ansétze fiir das Ausfithren
von Transitionen lokal zdhlender Baumautomaten:
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Presburger-Baumautomat: Regulidre Ausdriicke werden mit Presburger-Formeln kom-
biniert; die Kardinalitéiten von Symbolen eines Wortes miissen diese Formeln dann
erfiillen und das Wort muss in der Sprache des Ausdruckes sein.

Parikh-Baumautomat: Man verfiigt iiber Parikh-Wortautomaten, die die Kinder eines
Knotens als ein Wort einlesen und es je nach kodierten Anzahlbedingungen akzep-
tieren oder verwerfen.

Beide Ansétze konnen sowohl iiber dem Beschriftungsalphabet als auch iiber den Zustén-
den eines Baumautomaten definiert werden; wir werden im Folgenden alle Moglichkeiten
genau betrachten und vergleichen.

3.3.1 Presburger-Baumautomaten

Die in diesem Kapitel vorgestellten Automaten wurden im Wesentlichen von Seidl,
Schwentick und Muscholl entwickelt [33], B4, B5]. Beonoit Groz erweiterte sie gemein-
sam mit Wolfgang Thomas und Wong Karianto, dies ist in [16] nachzulesen.

Die erweiterten Baumautomatenmodelle nutzen - wie fiir unbeschrinkt verzweigte
Béume iiblich - reguldre Sprachen in ihren Transitionen, die von den Kindern eines Kno-
tens erfiillt werden miissen. Der grundlegende Aufbau dieses Modells folgt dabei der in
Kapitel 2 vorgestellten Definition 2.3 4] eines unbeschrinkt verzweigten Baumautomaten.
Die Transitionsrelation eines solchen Automaten 2l = (@, X, A, F') ist von der Form

ACReg(Q) xXxQ .

Die regulidren Ausdriicke aus Reg(Q) sollen jetzt um Anzahlbedingungen erweitert wer-
den. Dies geschieht durch die Boolesche Kombination regulérer Ausdriicke und Pres-
burger-Formeln. Die Formeln kénnen entweder iiber der Zustandsmenge des Automaten
oder iiber den Symbolen des Alphabets definiert werden. Wir betrachten zun#chst For-
meln iiber den Zustédnden. Fiir jeden Zustand ¢ des Automaten soll es dabei eine freie
Variable y, geben, deren Semantik “Anzahl an Symbolen ¢” ist. Sei daher die Menge Y
durch

Yo ={yslq€Q}

definiert; jedem Zustand ist eindeutig eine Variable zugeordnet Diese Menge nutzen wir
zur Definition von Kombinationen regulédrer Ausdriicke und Presburger-Formeln.

Definition 3.3.1. Ein Presburger-reguldrer Ausdruck iiber () ist die Boolesche Kombi-
nation reguldrer Ausdriicke iiber Q und quantorenfreier Presburger Formeln mit freien
Variablen aus der Menge Yg. Mit PReg((Q) ist die Menge aller Presburger-reguliren
Ausdriicke iiber dem Alphabet @ bezeichnet.
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Intuitiv ist ein Wort w in der Sprache eines Presburger-regulidren Ausdrucks, wenn das
Wort die gegebene Boolesche Kombination von reguldren Ausdriicken und Presburger-
Formeln erfiillt. Wir schreiben dafiir w = .

Beispiel 3.3.1. Seien Q = {p,q}, Yo = {vp,yq}, ¥ =p"¢ANyp > yq € PReg(Q) ein
Presburger-reguléirer Ausdruck und w = pppq ein Wort iiber (). Vorausgesetzt, dass auf
dem Alphabet eine Ordnung herrscht, ergibt sich fiir w das Parikh-Bild ®(w) = (§). Es
ist offensichtlich, dass w in der Sprache des Presburger-reguldren Ausdrucks liegt, da es
zum einen den reguldren Ausdruck p*q erfiillt, und zum anderen sein Parikh-Bild eine
Interpretation von y, > y, ist.

Presburger-regulére Ausdriicke sollen als Bedingungen fiir das Ausfiihren einer Tran-
sition eines Baumautomaten dienen. So stellt sich natiirlich die Frage nach der Ent-
scheidbarkeit dieser Ausdriicke. Seidl, Schwentick und Muscholl zeigen in [33], dass das
Wortproblem entscheidbar ist. In [34] zeigen sie dann die PSPACE-Vollstandigkeit. Den
Beweis fiir die Entscheidbarkeit geben wir hier an, da er die Grundlage einiger folgender
Beweise bilden wird.

Satz 3.3.1. Es ist fiir einen Presburger-requldren Ausdruck 1 iber Q oder X entscheid-
bar, ob es ein Wort w gibt, sodass w |= ¢ gilt.

Beweis. Zunichst wird die Form, in der ein Ausdruck vorliegen soll, festgelegt; dies soll
keine Einschrinkung darstellen.

Lemma 3.3.1. Jeder Presburger-regqulire Ausdruck kann in einen dquivalenten Aus-
druck in disjunktiver Normalform umgewandelt werden.

Die Korrektheit dieses Lemmas ist offensichtlich, da jede Presburger-Formel in ei-
ne dquivalente, quantorenfreie Formel in disjunktiver Normalform transformiert werden
kann, wie Abschnitt Bl zu entnehmen ist. Die resultierenden Teilformeln sind dann
entsprechend mit reguldren Ausdriicken verkniipft.

Ein Presburger-reguliarer Ausdruck ist also von der Form

1/12\//\1/%]'-
(]

Jeder Teilausdruck 1);; ist entweder ein regulérer Ausdruck oder eine Presburger-Formel.
Man kann die Teilausdriicke so strukturieren, dass man einen Ausdruck \/,(r; A 7;)
erhélt, wobei die r; reguldre Ausdriicke und die 7; Presburger-Formeln sind. Der gesamte
Ausdruck ist also erfiillbar genau dann, wenn eine der Konjunktionen r; A 7; erfiillbar
ist. Um die Erfiillbarkeit einer solchen Konjunktion zu iiberpriifen, wird das Parikh-Bild
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benutzt. Nach SatzB.2Z.3 kann zu einem gegebenen regulidren Ausdruck r eine Presburger-
Formel 7, berechnet werden, die das Parikh-Bild von r beschreibt, der Menge aller
Parikh-Bilder von Wortern aus der Sprache von r. Diese Formel hat dann freie Variablen
aus der Menge Yg bzw. Ys.

Es muss ein Wort w aus der Sprache von r; geben, dessen Parikh-Bild eine Interpreta-
tion von 7; ist, r; A m; ist also erfiillbar genau dann, wenn die Presburger-Formel 7, A 7;
erfiillbar ist. Nach Satz ist dies entscheidbar. O

Mit diesen Voraussetzungen kann das erste Modell eines zéhlenden Baumautomaten
definiert werden. Wie schon vorher erwiahnt, betrachten wir zunéchst einen Automaten,
der Anzahlbedingungen an seine erreichten Zusténde stellen kann. In unserem Kontext
heifit das, dass lokale Presburger-Bedingungen an den Lauf eines Automaten auf einem
bestimmten Eingabebaum gestellt werden.

Definition 3.3.2. Ein lokal iiber Zustédnden zéhlender Presburger-Baumautomat ist ein
Tupel Apres = (Q, 2, A, F, ®) mit einer endlichen Zustandsmenge (), einem Beschrif-
tungsalphabet 3, einer Menge von akzeptierenden Zustédnden F und einer endlichen
Menge von Presburger-Formeln ® mit Presburger-Formeln iiber Y. Die Transitionsre-
lation A ist definiert durch

A C PReg(Q) x ¥ x Q

mit Presburger-Formeln nur aus .

Ein Lauf eines solchen Automaten ist gegeben durch eine Funktion p : dom; — Q,
sodass es fiir alle x € dom; und deren Nachfolger x1, ..., xn einen Presburger-reguldren
Ausdruck v gibt, sodass

p(a1)...p(zn) |= ¢ und (¢, i(x), p(z)) € A

gilt. Ein Lauf p auf einem Baum t ist akzeptierend, wenn seine Wurzel mit einem ak-
zeptierenden Zustand beschriftet ist. Wir nennen diesen Automaten in der Folge ver-
einfachend Presburger-Baumautomat, die anderen Automatenmodelle mit Presburger-
Bedingungen werden entsprechend bezeichnet.

Ein dhnliches Automatenmodell benutzt statt Presburger-regulidrer Ausdriicke iiber
Zusténden solche iiber dem Alphabet des Automaten. Die Presburger-Formeln in den
Ausdriicken haben freie Variablen iiber der Menge Yy, mit

YZ:{ya|CL€E}.

Analog dazu definieren wir diesen Automaten mit Anzahlbedingungen iiber den Sym-
bolen des Alphabets.
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Definition 3.3.3. Ein lokal iiber Symbolen zdhlender Presburger-Baumautomat ist ein
Tupel Apres = (Q, 2, A, F, ®) mit einer endlichen Zustandsmenge @, einem Beschrif-
tungsalphabet 3, einer Menge von akzeptierenden Zustédnden F und einer endlichen
Menge von Presburger-Formeln & mit Presburger-Formeln iiber Yy. Die Transitionsre-
lation A ist definiert durch

A C PReg(Q) x ¥ x Q

mit Presburger-Formeln nur aus &.

Die Presburger-reguldren Ausdriicke der Transitionen seien 0.B.d.A. alle von der Form
1 = r A 7. Das ist keine Einschrinkung, da nach Lemma B3] jeder Ausdruck in dis-
junktive Normalform umgewandelt werden kann, von den Disjunktionen muss dann ge-
nau eine Konjunktion r A 7 erfiillt werden. Ein Lauf des Automaten ist definiert durch
p: domy — @, sodass es fiir alle x € dom; und deren Nachfolger x1...xn € dom; einen
Presburger-reguldren Ausdruck 1) = r A 7 gibt, sodass

p(xl)...p(xn) € L(r) und t(x1)...t(zn) E 7 und (¢, t(z),p(x)) € A

gilt. Fin Lauf p auf einem Baum t ist akzeptierend, wenn seine Wurzel mit einem akzep-
tierenden Zustand beschriftet ist. Seidl, Schwentick und Muscholl zeigten die folgenden
Resultate fiir die wichtigen Entscheidungsprobleme.

Satz 3.3.2 (Seidl, Schwentick, Muscholl). Fiir Presburger-Baumautomaten mit lokalen
Anzahlbedingungen sowohl iiber Zustinden als auch iber Symbolen sind Nichtleerheit und
Zugehorigkeit entscheidbar. Universalitdt ist unentscheidbar.

Die Entscheidbarkeit des Nichtleerheits- und des Zugehorigkeitsproblems ergibt sich
als logische Konsequenz der Entscheidbarkeit dieser Probleme fiir Baumautomaten ohne
Anzahlbedingungen und der fiir Presburger-regulére Ausdriicke. Die Unentscheidbarkeit
des Universalitidtsproblems fiir Baumautomaten mit Presburger-Formeln wird in [33]
durch eine Reduktion des Halteproblems fiir 2-Zdhler-Automaten mit leerer Eingabe
bewiesen.

3.3.2 Parikh-Baumautomaten

In diesem Kapitel werden lokal zdhlende Baumautomaten vorgestellt, die eine Erweite-
rung der Parikh-Automaten aus Kapitel sind. Diese Automaten wurden von Groz
in [I6] vorgestellt. Auch hier sollen als Bedingung fiir das Ausfiihren einer Bottom-up-
Transition die Kinder eines Knotens ein Wort aus einer bestimmten regulédren Sprache
bilden und zusétzlich einer Anzahlbedingung geniigen. Dies wird hier durch Parikh-Au-
tomaten in den Transitionen realisiert. Die Bedingung fiir eine Transitionsausfithrung
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ist also ein akzeptierender Lauf eines Parikh-Automaten. Anzahlbedingungen werden
sowohl {iber den Zustéinden des Automaten als auch iiber den Symbolen des Eingabeal-
phabetes definiert.

Definition 3.3.4. Ein lokal {iber Zustdnden zédhlender Parikh-Baumautomat ist ein
Tupel A = (Q, %, A, F, ®) mit einer endlichen Zustandsmenge @, einem Beschriftungsal-
phabet X, einer Transitionsrelation A, einer Menge von akzeptierenden Zustdnden F'. ¢
ist eine Menge von Parikh-Automaten auf Wortern iiber @ x D fiir ein D € N", n € N.
A ist definiert durch

ACPxXIxQ.

Ein Lauf eines des Automaten auf einem Baum ¢ ist gegeben durch eine Funktion
p : domy — @, sodass es fiir alle Knoten z € dom; und deren Nachfolger z1...xzn € domy
einen Parikh-Automaten (2, C) € ® und Vektoren dy,...,d, € D gibt, sodass

(p(w1),dy) ... (p(an),dy) € L2, C) und (2, 0), t(x), plx)) € A

gilt. Ein Lauf p auf einem Baum t ist akzeptierend, wenn seine Wurzel mit einem akzep-
tierenden Zustand beschriftet ist. Anzahlbedingungen werden durch die semi-linearen
Constraint-Mengen der Parikh-Automaten definiert. Parikh-Baumautomaten, die auf
den Symbolen des Eingabealphabetes zihlen, werden analog definiert.

Definition 3.3.5. Ein lokal iiber Symbolen zdhlender Parikh-Baumautomat ist ein Tu-
pel A = (Q, 3, A, F, ®) mit einer endlichen Zustandsmenge @, einem Beschriftungsal-
phabet X, einer Transitionsrelation A und einer Menge von akzeptierenden Zustédnden F'.
® ist eine Menge von Parikh-Automaten auf Wortern iiber ¥ x D fiir ein D € N" n € N.
A ist definiert durch

ACPxXxQ.

Ein Lauf auf einem Baum ¢ ist gegeben durch eine Funktion p : dom; — @), sodass es fiir
alle Knoten z € dom; und deren Nachfolger x1...xzn € dom; einen Parikh-Automaten
(A, C) € ® und Vektoren dy,...,d, € D gibt, sodass

(t(z1),d1)...(t(zn),d,) € L(A,C) und (A, C),t(x), p(x)) € A

gilt. Kin Lauf p auf einem Baum t ist akzeptierend, wenn seine Wurzel mit einem akzep-
tierenden Zustand beschriftet ist.

Satz 3.3.3. Das Nichtleerheitsproblem fiir Parikh-Baumautomaten mit lokalen Anzahl-
bedingungen ist entscheidbar.
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Beweis. Wir geben einen Algorithmus an, der als Eingabe einen Parikh-Baumautomaten
A =(Q,%, A, F,®) erhiilt und fiir diesen das Nichtleerheitsproblem entscheidet. Die Idee
ist die sukzessive Berechnung der erreichbaren Zusténde eines Parikh-Baumautomaten
resultierend in der Menge aller erreichbaren Zustédnde Fy. Ist ein akzeptierender Zustand
erreichbar, so gibt es einen Baum ¢, der in der Sprache des Automaten liegt.

EO Z:®

i:= 0

REPEAT
k:=k+1

Ey:=FE;_1U{q€eQ | Es existiert mindestens eine Transition ((2,C),a;,q) € A
mit (A, C) € ®,a; € X, fiir die es
ein Wort w € Reg(Ej_1) gibt,
sodass w € L(2A, C) gilt.}

UNTIL E), = Ej_4
IF E,NF =0 THEN return ”leer”
ELSE return ”nicht leer”

Die Frage, ob es ein Wort w € Reg(Ey_1) gibt, das in der Sprache eines Parikh-Auto-
maten liegt, ist analog zu Lemma [ZT.T] entscheidbar. Der Algorithmus terminiert, da es
nur eine endliche Menge an Zustinden gibt, das heifit, nach endlich vielen Iterationen
wird der Menge E}. kein neuer Zustand mehr hinzugefiigt. Auf einen genauen Beweis der
Korrektheit dieses Algorithmus wird hier verzichtet, wir geben nur eine kurze Erklérung:

Ein Zustand ¢ wird nur dann hinzugefiigt, wenn mit den bisher erreichten Zustéinden
ein Wort einer reguldren Sprache gebildet werden kann, sodass ¢ mit einer Transition
erreichbar ist. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, gibt es auch einen Baum ¢, sodass
die Kinder des dem Zustand ¢ entsprechenden Knotens x € dom; genau dieses Wort
bilden. O

3.4 Baumautomaten mit globalen Anzahlbedingungen

Eine offensichtliche Art der Anzahlbedingung an einen Baum ist die Einschréankung al-
ler auftretenden Symbole, also der komplette Beschriftung eines Baumes. Solche Bedin-
gungen iiber unbeschriankt verzweigten Badumen nennen wir globale Anzahlbedingungen.
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Auch hier werden die Konzepte Presburger-Zdhlen und Parikh-Zdihlen zur Definition von
entsprechenden Automatenmodellen genutzt.

3.4.1 Presburger-Baumautomaten mit globalen Anzahlbedingungen

Der Ansatz fiir diese Automaten ist, einen Automaten auf unbeschrénkt verzweigten
Bdumen um eine Presburger-Formel zu erweitern, der die gesamte Beschriftung eines
Eingabebaumes geniigen muss. Dies ist technisch moglich, da eine Instanz einer unbe-
schrinkten verzweigten Baumsprache, ein Baum, in endlicher Form vorliegt. Es kénnte
beispielsweise die gesamte Beschriftung des Baumes in einer In-Order-Traversierung
ausgelesen und als Wort gespeichert werden. Da hier nur die Anzahlen der Symbole,
nicht aber ihre Struktur von Interesse sind, geniigt die Uberpriifung, ob dieses Wort die
Presburger-Formel erfiillt. Dies soll Teil der Akzeptierbedingung der Automaten sein.

Um eine Erfiillbarkeitsrelation zwischen Bdumen und Presburger-Formeln zu definie-
ren, sei in der Folge das endliche Wort w; fiir einen Baum ¢ das Ergebnis einer In-Order-
Traversierung von ¢, in dem bei Besuchen eines jeden Knotens dessen Beschriftung mit
den bisherigen Beschriftungen konkateniert wurde.

Definition 3.4.1. Seien ein unbeschrinkt verzweigter Baum t iiber dem Beschriftungs-
alphabet ¥ und eine Presburger-Formel ¢ mit freien Variablen aus der Menge Y5, = {y, |
a € ¥} gegeben. Der Baum t erfiillt die Presburger-Formel v, kurz ¢t = 1, genau dann,
wenn das Parikh-Bild von w; eine Interpretation von 1 ist.

Groz definierte global zihlende Presburger-Automaten in [16] als Erweiterung der
Presburger-Baumautomaten nach Definition Man erhilt Automaten, die sowohl
lokal als auch global zédhlen kénnen. Wir iibernehmen diese Definition und werden
zusétzlich einen Algorithmus zur Losung des Nichtleerheitsproblems angeben.

Definition 3.4.2. Ein lokal und global auf Zusténden zdhlender Presburger-Baumau-
tomat ist ein Tupel Aps = (Q, %, A, F, ®, 1) mit einer endlichen Zustandsmenge @,
einem Beschriftungsalphabet ¥, einer Menge von akzeptierenden Zustdnden F', einer
endlichen Menge von Presburger-Formeln ® mit Presburger-Formeln iiber Y und einer
Presburger-Formel ¥ iiber Y. Die Transitionsrelation A ist definiert durch

A C PReg(Q) x ¥ x Q

mit Presburger-Formeln nur aus &.

FEin Lauf eines solchen Automaten ist gegeben durch eine Funktion p : dom; — Q,
sodass es fiir alle x € dom; und deren Nachfolger x1,...,xn einen Presburger-reguléren
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Ausdruck 1 gibt, sodass

p(xl)...p(an) ¢ und (¢, t(z), p(z)) € A

gilt. Ein Lauf p auf einem Baum ¢t ist akzeptierend, wenn seine Wurzel mit einem akzep-
tierenden Zustand beschriftet ist und r |= 9 gilt, er also die globale Presburger-Formel
erfiillt.

Analog kann auch hier natiirlich wieder ein Automat definiert werden, der lokal und
global auf den Symbolen des Beschriftungsalphabet zihlt. Wir geben auch hierfiir die
vollstandige Definition an.

Definition 3.4.3. Ein lokal und global auf Symbolen zéhlender Presburger-Baumau-
tomat ist ein Tupel Apres = (@, 2, A, F, ®,9) mit einer endlichen Zustandsmenge @,
einem Beschriftungsalphabet 3, einer Menge von akzeptierenden Zusténden F', einer
endlichen Menge von Presburger-Formeln ® mit Presburger-Formeln iiber Yy, und einer
Presburger-Formel 1 iiber Y. Die Transitionsrelation A ist definiert durch

A C PReg(Q) x ¥ x Q
mit Presburger-Formeln nur aus &.

Ein Lauf eines solchen Automaten ist gegeben durch eine Funktion p : dom; — @,
sodass es fiir alle x € dom; und deren Nachfolger 1, ..., xn einen Presburger-reguliren
Ausdruck ¢ gibt, sodass

t(xl)...t(xn) E ¢ und (¢, t(z), p(x)) € A

gilt. Ein Lauf p auf einem Baum t ist akzeptierend, wenn seine Wurzel mit einem ak-
zeptierenden Zustand beschriftet ist und ¢ = ¢ gilt, der Eingabebaum also die globale
Presburger-Formel erfiillt.

Groz zeigte die Entscheidbarkeit des Nichtleerheitsproblems [16].

Satz 3.4.1 (Groz). Das Nichtleerheitsproblem fiir lokal und global zihlende Presburger-
Baumautomaten ist entscheidbar.

3.4.2 Parikh-Baumautomaten mit globalen Anzahlbedingungen

Auch das Parikh-Zahlen wird zur Definition globaler Anzahlbedingungen genutzt. Dazu
stellten Klaedtke und Ruef einen rein global zihlenden Parikh-Baumautomaten vor [20],
wir werden hier aber auch analog zu den Presburger-Automaten ein Modell definieren,
das sowohl global als auch lokal zdhlen kann. Zun&chst betrachten wir das Modell von
Klaedtke und Rue$.
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Definition 3.4.4. FEin global ziéhlender Parikh-Baumautomat der Dimension N > 1 ist
ein Paar (2, C), wobei 2 ein unbeschrinkt verzweigter Baumautomat

A =(Q,X x D,A,F) iiber dem Alphabet ¥ x D ist und C eine semi-lineare Teilmenge
von N". D ist eine nicht leere, endliche Teilmenge von N".

Dieser Automat besteht wie der Parikh-Automat auf Wortern nach Definition B.2.4]
aus einer Automatenkomponente und einer Constraint-Menge. Die Funktionsweise ent-
spricht der des Wortautomaten, in den Transitionen wird fiir jede Beschriftung ein ent-
sprechender Vektor aus der Menge D addiert. So erhélt man am FEnde eines Laufes
das erweiterte Parikh-Bild eines Baumes, dieser Vektor muss in der Constraint-Menge C
enthalten sein.

Definition 3.4.5. Ein lokal und global zdhlender Parikh-Baumautomat ist ein Paar
(2(,C), wobei 2 ein lokal zéhlender Parikh-Baumautomat 2 = (Q, 2, A, F, ®) nach Defi-
nition B3 4list und C eine semi-lineare Teilmenge von N™. D ist eine nicht leere, endliche
Teilmenge von N™.

Dieser Automat benutzt Parikh-Wortautomaten in seinen Transitionen, die lokal die
Kinder von Knoten zéhlen und eine globale Constraint-Menge C, die durch schrittweise
Addition von Vektoren aus D verifiziert wird.

Wir verzichten hier auf die unterschiedlichen Definitionen von Automaten, die auf
Zusténden bzw. auf Symbolen zdhlen, da dies analog zu den lokal zdhlenden Baumauto-
maten ist.

3.5 Vergleich der Modelle

In diesem Kapitel wird ein kurzer Uberblick iiber die Aussagestiirke der hier vorgestellten
Modelle gegeben. Einige der Beweise sind in [16] nachzulesen, andere wurden hier formu-
liert. Mit den Resultaten teilen wir die durch die verschiedenen Automaten definierten,
zihlenden Baumsprachen in fiinf Klassen ein und ordnen diese hierarchisch.

Im Gegensatz zu Automaten iiber Wortern definieren lokal zéhlende Presburger-Bau-
mautomaten und Parikh-Baumautomaten dieselben Sprachen.

Satz 3.5.1. Presburger-Baumautomaten nach Definition [3.3.2 und Parikh-Baumauto-
maten nach Definition [3-37] haben die gleiche Aussagekraft.

Beweis.

Lemma 3.5.1. Fiir jeden Presburger-Baumautomaten U gibt es einen Parikh-Baumau-
tomaten B sodass t € L(A) =t € L(B).
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Beweis. Zu dem gegebenen Presburger-Baumautomaten 24 = (Q1, 3, Ay, Fy, ®1) wird
ein Parikh-Baumautomat B = (Q2, X, Ag, Fy, ®2) konstruiert. Die Transitionsrelation
des Presburger-Baumautomaten ist gegeben durch

A; C PRegx %X @Q .

Fiir jede Transition (r, a,q) € A; fithren wir die folgende Anderung durch: Jeder Presbur-
ger-regulire Ausdruck r € PReg(Q)) kann nach Lemma B37] in disjunktive Normalform
umgewandelt werden. Es gilt also

r=riANe1V...Vro N, .

Wir bilden fiir jeden reguldren Ausdruck r;,1 < i < n, einen nichtdeterministischen
endlichen Automaten 4; und bilden aus diesen Automaten den Vereinigungsautomaten
A = J; Ai. Fiir jede Formel ¢; berechnen wir nach SatzB.I1.3] eine semi-lineare Menge C;
und bilden die Menge C' = |J,; C;. Wir ersetzen in der Transition (7, a,q) den reguléren
Ausdruck r durch den Parikh-Wortautomaten (A, C') und fiigen die resultierende Tran-
sition der Menge As und (A, C) der Menge P, hinzu. Weiterhin gilt:

e Q2=
o [Hh=F

Die Parikh-Wortautomaten in den Transitionen erkennen jeweils die gleichen Wortspra-
chen wie die Presburger-reguliren Ausdriicke, daher akzeptiert 95 alle Baume, die 2
akzeptiert. O

Lemma 3.5.2 (Groz). Fir jeden Parikh-Baumautomaten B gibt es einen Presburger-
Baumautomaten 2 sodass t € L(B) =t € L(A).

Der Beweis zu diesem Lemmas ist in [I6] nachzulesen. Die Idee ist die Konstrukti-
on eines Presburger-Baumautomaten, in dessen Zusténden alle moglichen Vektoren der
Parikh-Wortautomaten der Transitionen kodiert werden.

Mit Lemma [B.5.7] und Lemma folgt Satz 3511 O

Fiir global auf Symbolen zidhlende Baumautomaten gilt diese Eigenschaft nicht:

Satz 3.5.2. Lokal und global auf Symbolen zihlende Presburger-Baumautomaten sind
von geringerer Ausdrucksstirke als lokal und global auf Symbolen zihlende Parikh-Bau-
mautomaten.
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Beweis.

Lemma 3.5.3. Flir jeden lokal und global zihlenden Presburger-Baumautomaten A pres
gibt es einen lokal und global zihlenden Parikh-Baumautomaten (Apg,, C), sodass:

VieTs: t € T(Appes) =t € T(Apyyr)

Beweis. Sei Apres = (Q, X, A, F, ®,9) gegeben. Wir konstruieren aus Apyes einen lokal
und global zéhlenden Parikh-Baumautomaten (Apy,, C') mit Ap,y = (Q1, X1, Ay, F1, P1).
Dabei wird wie im Beweis zu Lemma 3.5 unter Vernachlassigung der globalen Presbur-
ger-Formel ¥ aus 2Ap,es ein lokal zéhlender Parikh-Baumautomat 2p,, konstruiert. Dann
berechnen wir nach Satz aus v eine semi-lineare Menge C' und erhalten damit den
Automaten (p,;, C). O

Lemma 3.5.4. Es gibt Baumsprachen, die von lokal und global auf Symbolen zdhlenden
Parikh-Baumautomaten erkannt werden, aber nicht von lokal und global auf Symbolen
zihlenden Presburger-Baumautomaten.

Beweis. Zu einem Wort w = aj...a, € X* sei der unédre Baum t,, gegeben durch
tw = ai(az(...(an)...)). Sei A ein global zdhlender Presburger-Baumautomat, der nur
Sprachen von undren Bidumen akzeptiert. Es ist offensichtlich, dass 2l einem Wortau-
tomaten A mit Presburger-Bedingung entspricht, der genau die zu den uniren Béu-
men gehorigen Worter akzeptiert. Analog dazu entspricht ein Parikh-Baumautomat auf
uniren Badumen einem Parikh-Wortautomaten. Wir kénnen also zu jedem zédhlenden
Wortautomaten A einen zdhlenden Baumautomaten 2 auf unéren Bidumen konstruie-

ren, sodass

YweX': we L(A) e t, e T (A

Es sei angenommen, dass Parikh-Wortautomaten und Wortautomaten mit Presburger-
Bedingung von gleicher Aussagekraft sind. Sei die Sprache L = {a"b"a™c™ | n,m € N1}
durch den Parikh-Automaten aus Beispiel gegeben. Diese Sprache ist nicht von ei-
nem Wortautomaten mit einem Presburger-reguldren Ausdruck iiber den Symbolen des
Alphabets erkennbar. Wir verzichten auf einen formalen Beweis, da die Korrektheit die-
ser Aussage offensichtlich ist: Ein Presburger-regulérer Ausdruck kann lediglich eine An-
zahlbedingung {iber die Anzahl von Symbolen im gesamten Wort definieren. Das Symbol
a muss hier aber zunichst in gleicher Anzahl wie das Symbol b auftreten, anschlieflend
in gleicher Anzahl wie das Symbol ¢. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme.

Wir haben gezeigt, dass Parikh-Wortautomaten von grofierer Aussagekraft sind als
Wortautomaten mit Presburger-Bedingung. Dann sind auch lokal und global auf Sym-
bolen zihlende Parikh-Baumautomaten von groflerer Aussagekraft als lokal und global
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auf Symbolen zihlende Presburger-Baumautomaten jeweils auf unidren Badumen. Damit

gilt diese Eigenschaft auch im Allgemeinen fiir die beiden Automaten. O
Mit den beiden Lemmas ist Satz [3.5.2] gezeigt. O

Der im vorangegangenen Satz gezeigte Unterschied gilt nicht fiir lokal und global auf
Zustinden der Automaten zihlende Automaten, da wie im Beweis zu Satz B.5.1] dann
gezeigt werden kann, dass die beiden Modelle gleich méchtig sind:

Korollar 3.5.1. Lokal und global auf Zustinden zihlende Presburger- und Parikh-Bau-
mautomaten haben die gleiche Aussagekraft.

Um den Unterschied zwischen auf Symbolen und auf Zusténden zéhlenden Baumau-
tomaten herauszustellen, betrachten wir die Baumsprache 7, die alle Baume iiber dem
Alphabet {a} beinhaltet, deren Knoten insgesamt 6fter 3 Nachfolger als 2 Nachfolger ha-
ben. Ein auf Symbolen zédhlender Baumautomat kann diese Sprache nicht erkennen, da
nur die Anzahl von Symbolen gezdhlt werden kann: Knoten, die mit a beschriftet sind,
konnen mit einer globalen Bedingung nicht voneinander unterschieden werden. Z&hlt
man auf n, ist diese Sprache definierbar:

Sei Ar = (Q, 2, A, F, ®,9) ein lokal und global zidhlender Presburger-Automat mit Zu-
stinden @ = {qq, q2, g3}, in dessen Transitionsrelation Transition enthalten sind, sodass
genau jeder Knoten mit 2 Nachfolgern in einem Lauf Zustand mit g9 beschriftet wird
und analog ein Knoten mit 3 Nachfolgern mit g3. Sei dazu die Presburger-Formel ¢ =
Ygs > Yqo- Dieser Automat definiert genau die Sprache 7.

Wir formulieren ohne Beweis die offensichtliche Hierarchie:

Korollar 3.5.2. Auf Symbolen zihlende Baumautomaten sind im Allgemeinen von ge-
ringerer Ausdrucksstirke als solche, die auf Zustinden des Automaten zihlen.

Wir nutzen nun die in diesem Kapitel formulierten Ergebnisse, um die vorgestellten
zéhlenden Baumsprachen entsprechend der Automatenmodelle in Klassen einzuteilen.

Definition 3.5.1. Die in Kapitel B vorgestellten Baumautomaten definieren die folgen-
den Teilklassen der Klasse Count zéhlender Baumsprachen:

e LCountyypn: lokal auf Symbolen des Alphabets zéhlende Baumsprachen
e LCountgtates: lokal auf Zustinden des Automaten zéhlende Baumsprachen

e PresGCountyipy: lokal und global auf Symbolen des Alphabets zéhlende Presburger-
Baumsprachen
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e ParikhGCountypy: lokal und global auf Symbolen des Alphabets zihlende Parikh-
Baumsprachen

e GCountgiates: lokal und global auf Zustinden des Automaten zidhlende Baumspra-
chen

Die Vereinigung dieser Klassen definiert die Klasse Count.

Zwischen den Klassen kann keine lineare Hierarchie hergestellt werden, da LCountsiates
nicht mit PresGCountyipy, undParikhGCountyyp, vergleichbar ist. In dem folgenden Ko-
rollar ist < semantisch durch ,ist von geringerer Aussagekraft als“ zu ersetzen.

Korollar 3.5.3. Fiir die Klassen von zihlenden Baumsprachen aus Definition[F51] gilt:
e LCountppn < LCountstates

e PresGCountjipn < ParikhGCountjpipn < GCountsiates

LCountpipn < PresGCountyipy

LCountstates < GCountsiates

GCountgiates = Count



Kapitel 4
Rationale Baumrelationen

In diesem Kapitel werden rationale Relationen {iber Baumen eingefiihrt, die eine natiir-
liche Erweiterung der rationalen Wortrelationen sein sollen. Es gibt verschiedene Ansétze
fiir diese Relationen von Baumsprachen iiber Rangalphabeten: Raoult erweiterte 1997 in
[31] die Definition rationaler Wortrelationen durch rationale Ausdriicke mit Multivaria-
blen auf Baumrelationen. Bereits 1992 und auch 1997 stellte er in [30] und [31I] Multiva-
riablengrammatiken fiir rationale Baumrelationen vor. Arnold und Dauchet iibertrugen
1982 durch Bimorphismen tber Bdumen die Darstellung rationaler Wortrelationen von
Nivat in [23] auf Bdume [I]. Radmacher definierte 2007 mit den asynchronen Baumau-
tomaten ein Automatenmodell fiir diese Klasse von Relationen, das dquivalent zu den
Definitionen von Raoult ist [28, 29] . Wir werden hier die rationalen Ausdriicke mit
Multivariablen sowie die asynchronen Baumautomaten vorstellen.

Die Klasse der rationalen Baumrelationen wird in dieser Arbeit mit Rat bezeichnet;
sind explizit n-stellige Relationen gemeint, schreiben wir Rat,,. Ein einfithrendes Beispiel
soll zunéchst die Beschaffenheit dieser Relationen verdeutlichen.

Beispiel 4.0.1. In Abbildung ETl ist die Relation R von zwei beschrinkt verzweigten
Baumsprachen 77,75 zu sehen. Die beiden Sprachen sind fast identisch, nur hat in dem
rechtesten Teilbaum der zweiten Baumsprache jeder mit ¢ beschriftete Knoten noch einen
Vaterknoten, der mit b beschriftet sind. 77 und 75 stehen durch R derart in Relation,
dass es fiir jeden mit ¢ beschrifteten Knoten in einem Baum der Sprache T} einen Knoten
¢ mit Vaterknoten b in einem Baum der Sprache T, gibt.

Ein Formalismus, der diese rationalen Relationen definiert, muss auf der einen Seite
eine beliebige Synchronisation zwischen verschiedenen Bdumen erméglichen, auf der an-
deren Seite muss es auch moglich sein, asynchron auf verschiedenen Béumen zu operieren.
Diese intuitive Beschreibung zeigt auf, dass genau der Ansatz der rationalen Wortrela-
tionen iibertragen werden soll. Fiir die hier behandelten Formalismen gilt grundsétzlich,
dass sie auf unidre Baume angewandt genau die rationalen Wortrelationen definieren.
Unére Baume sind dabei endliche Worter, die als Baume kodiert sind.

39
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Abbildung 4.1: Relation R zweier Baumsprachen 77, T5

Fiir detailliertere Ausfithrungen zu Baumrelationen iiber beschrinkt verzweigten Bau-
men sei nochmals auf [28] verwiesen.

4.1 Multivariablen

Die mit Rat,, bezeichnete Klasse von rationalen Baumrelationen ist induktiv durch Ab-
geschlossenheit unter Konkatenation und Kleene Stern beziiglich Multivariablen und
Vereinigung definiert. Diese urspriingliche Definition von Raoult [31] wird hier vorge-
stellt.

Um eine Synchronisation zwischen verschiedenen Bdumen zu erreichen, miissen be-
stimmte Operationen auf Badumen synchron ausgefiihrt werden. Dazu kénnen Blétter von
Béumen mit Variablen beschriftet werden, die durch Badume ersetzt werden. Bestimmte
Variablen werden dabei so in Relation zueinander gesetzt, dass sie nur synchron ersetzt
werden konnen. Dazu definiert Raoult die Multivariablen.

Definition 4.1.1. Sei X = {x1,...,2,} eine Menge von Variablen. Eine Multivariable
A der Linge n > 0 ist eine nicht leere Folge A = x1...x, von Variablen aus X. Die
Menge aller Instanzen der Multivariable A ist das kartesische Produkt A x N. Dabei ist

2

die i-te Instanz von A gekennzeichnet durch A® = x% ... 2.

Alle Variablen einer Multivariablen miissen in einem Tupel von Bdumen grundsétzlich
vollstandig und genau einmal in gleicher Instanz auftreten. Einer Variablen sind durch
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die Instantiierung alle anderen Variablen der Multivariablen eindeutig zugeordnet. Alle
verwendeten Multivariablen sind disjunkt, haben also keine gemeinsamen Variablen.

Wir definieren die Konkatenation zweier Relationen beziiglich Multivariablen und den
Kleene Stern beziiglich Multivariablen.

Definition 4.1.2. Seien R und S Baumrelationen. R enthalte n-Tupel und S enthalte
m-Tupel von beschriinkt verzweigten Baumen. Sei A = x7 ...x, eine Multivariable der
Léange n. Wir definieren jeweils beziiglich einer Multivariablen A:

e die Konkatenation eines Tupels und einer Relation

t® AR = { tgn) | ,In ¢ werden alle Instanzen von A

durch jeweils genau ein Tupel aus R ersetzt®

e die Konkatenation zweier Relationen

SaR = {45t es).

e die iterierte Konkatenation

R™ := R U R.-4 R®" V4 mit R% = {(«],...,2))}

rrn

e den Kleene Stern
R = U R"A .
neN

Fiir die iterierte Konkatenation und den Kleene Stern muss dabei die Instanz j in der
resultierenden Relation eindeutig sein.

Mit diesen Operationen kénnen nun die rationalen Baumrelationen definiert werden:

Definition 4.1.3. Die Klasse Rat,, von rationalen Relationen iiber beschrankt verzweig-
ten Baumen ist die kleinste Menge, die endliche Mengen von n-Tupeln von B&umen
enthilt und folgende Abschlusseigenschaften hat:

e RcRat, NS € Rat,, = RUS € Rat,
e RcRat, AN|A|=mAS €Rat, = R-4 5 € Rat,

e R € Rat, A|A| =n = R*A € Rat,
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Abbildung 4.2: Erzeugung eines 2-Tupels von Bdumen durch einen rationalen Ausdruck

Durch diese Definition konnen rationale Baumrelationen mit rationalen Ausdriicken

beschrieben werden. Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 4.1.1. Seien ein Alphabet ¥ = {c?,b',a’} und zwei Multivariablen X =
r122,Y = y1y2 gegeben. Die rationale Baumrelation R aus Beispiel H.01] ist definiert
durch den rationalen Ausdruck

(cyrz1, cy2bza)™ - x (a,a) -y (a,a) .

In Abbildung ist in drei Schritten die Erzeugung eines Tupels (t1,t2) € R durch
diesen Ausdruck dargestellt. Schritt (iii) zeigt das resultierende Tupel.

Die Definition von Rat ldsst auch die Verwendung mehrerer Variablen von ein und
derselben Multivariablen in einem Baum zu, dadurch ist eine innere Synchronisati-
on zwischen Teilbdumen eines Baumes moglich. Das hat zur Folge, dass nicht-regulére
Baumsprachen definierbar sind:
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Beispiel 4.1.2. Seien ¥ = {c?,b},a"}, X = 2129 und Y = y1y2 gegeben. Der rationale
Ausdruck
(cx1aa) -x (byr,by2)™ -y (a,a)

definiert die Baumsprache 7' = {c(b"a,b"a) | n € N}. Dies ist keine reguldre Baumspra-
che.

4.2 Asynchrone Baumautomaten

Im Folgenden wird ein Automatenmodell vorgestellt, welches die Klasse Rat der ratio-
nalen Baumrelationen definiert. Radmacher hat ein solches Modell basierend auf der
Definition durch Multivariablen von Raoult entwickelt [28, 29].

Die grundlegende Idee ist, analog zu den Multivariablen in einem Automaten bestimm-
te Zusténde so in Relation zueinander zu setzen, dass diese nur gemeinsam erreicht und
verlassen werden konnen. Dies wird durch die Einfithrung von Makrozustinden erreicht.

Definition 4.2.1. Ein Makrozustand q = (q1,...,¢mn) ist eine nicht leere Folge von
Zustanden. Die Menge aller Instanzen eines Makrozustandes ist das kartesische Produkt
q x N. Alle Zustéande eines Makrozustandes miissen vollstéindig und in gleicher Instanz
auftreten. Instanznummern werden dabei eindeutig vergeben. Wir schreiben ¢; € q =

(q1y---,qm) fiir ¢; € {q1,...,qmn} und g x N fir {q1,...,qm} x N.

Zunéchst soll intuitiv die Funktionsweise eines entsprechenden Automaten erklart wer-
den: Ein n-asynchroner Baumautomat arbeitet auf n-Tupeln von beschrénkt verzweig-
ten Baumen. Die Tupel werden bottom-up eingelesen. Der Automat hat eine Menge von
paarweise verschiedenen Makrozusténden iiber einer endlichen Zustandsmenge. Jeder
Zustand ist also einem Makrozustand eindeutig zugeordnet. Um genau Relationen der
Klasse Rat zu erkennen, benotigt der Automat drei grundlegende Mechanismen:

Synchrones Einlesen von Teilbdumen: Alle Zustidnde eines Makrozustandes, die in glei-
cher Instanz auftreten, miissen in genau einem Berechnungsschritt des Automaten
erreicht bzw. verlassen werden. Das impliziert, dass bestimmte Transitionen gleich-
zeitig ausgefiihrt werden.

Asynchrones Einlesen von Teilbdumen: Die Anzahl der Zustinde eines Makrozustan-
des ist beliebig, daher miissen nicht alle Baéume eines n-Tupels in einem Berech-
nungsschritt berticksichtigt werden. Wenn der Automat beispielsweise nur einele-
mentige Makrozustinde enthilt, findet keinerlei Synchronisation zwischen Einga-
bebdumen statt. Zudem sind in der Transitionsrelation e-Transitionen zugelassen,
sodass Zustandswechsel ohne ein Fortschreiten auf der Eingabe moglich sind.
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Instantiierung von Zustdanden: Die Zustidnde des Automaten werden mit Instanzvaria-
blen aus einer endlichen Variablenmenge kombiniert. Diese Variablen werden in
einem Lauf des Automaten durch eine Instantiierungsfunktion auf natiirliche Zah-
len abgebildet. In einem Berechnungsschritt wird genau ein Makrozustand erreicht,
dieser, und damit auch alle seine Zustdnde, werden mit einer Instanznummer ver-
sehen. Sind in einer Transition Zustdnde mit unterschiedlichen Instanzvariablen
kombiniert, miissen sie auch unterschiedlich instantiiert sein, damit die Transition

ausgefithrt werden kann.

Um die asynchronen Baumautomaten formal definieren zu kénnen, benotigen wir eini-
ge Begriffe und Schreibweisen. Fiir die Kombination eines Makrozustandes g mit einer
Instanzvariablen i schreiben wir (q,7) = ((q1,%),...,(gm,%)). Die Menge aller Makro-
zustdnde eines Automaten ist mit £ bezeichnet und Var ist eine endliche Menge von
Instanzvariablen. Eine Instantiierungsfunktion I : Var — N bildet eine Variable auf eine
natiirliche Zahl ab. Die Menge aller Knoten eines n-Tupels (¢1,...,t,) von Biumen ist
mit domy, . ,) bezeichnet.

Definition 4.2.2. Ein Schnitt eines n-Tupels (t1,...,t,) von Béumen ist eine Menge
von Knoten C' C (dom(th._.,tn)), wobei fiir jeden Baum jeweils hochstens ein Knoten aus
demselben Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt im Schnitt eines Tupels enthalten
sein darf.

Definition 4.2.3. Ein n-asynchroner Baumautomat ist ein Tupel
A" = (9,Q, Var, X, A, F)

mit einer endlichen Menge von disjunkten Makrozusténden £, einer endlichen Menge von
Zusténden @, einem Rangalphabet ¥ = g U ... U X,,, einer endlichen Variablenmenge
Var, einer Menge von Endmakrozustidnden F C 9 und einer Transitionsrelation

A C (Q x Var) x {e) x Q x Var

U U((Qx Var)! x ¥; x Q x Var) .
=0

Die Konfiguration eines Automaten ist eine Abbildung ¢ : C — @ x N, die jedem Knoten
aus dem Schnitt C' einen Zustand und eine Instanzvariable zuordnet. Zustdnden eines
Makrozustandes wird durch eine Instantiierungsfunktion die gleiche Instanznummer zu-
gewiesen; tritt ein Zustand innerhalb einer Konfiguration mehrmals auf, erhélt er jeweils
verschiedene Instanznummern: ¢(vy) # c(v2).
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Der Automat 2 fithrt einen Berechnungsschritt zwischen zwei Konfigurationen c; :
Ci — @ xNund ¢ : Cy — Q x N durch, wenn die folgenden Voraussetzungen erfiillt
sind:

e In (5 ist eine Menge von Knoten {vy,...,v;} enthalten, die die Elternknoten von
Knoten {vi1,...,01p,...,Vk1,. ..,V } aus C; sind. Die Knoten aus Cy werden
dabei durch Lesen ihrer Beschriftung durch geeignete Transitionen erreicht.

e In (s gibt es eine Menge von Knoten {v.,, ..., v, }, fiir die e-Transitionen benutzt
werden.

e (5 enthilt alle Knoten aus C1, fiir die in diesem Schritt keine Aktion durchgefiihrt
wurde.

Die Zusténde, die den Knoten v11, ..., V1ry, .« Ukl -+ s Ukpyy Veys - - - 5 Ue; ZUGEWiESED WeT-
den, miissen dabei vollstindige Makrozustdnde in jeweils gleicher Instanz bilden. Die
Zusténde der erreichten Knoten vy, ..., vg, Ve, ..., ve; bilden genau einen Makrozustand
und sind alle mit der gleichen Instanznummer versehen. Die Startkonfiguration ist durch
den leeren Schnitt C' = ) gegeben, in einem Konfigurationsiibergang kénnen dann nur
Blatter von Biaumen eingelesen werden. Eine Konfiguration heif3t akzeptierend, wenn die
Wurzeln aller Eingabebdume auf genau einen Endmakrozustand abgebildet werden. Die
Relation eines Automaten ist die Menge aller n-Tupel von Bédumen, die er erkennt.

Ein kurzes Beispiel soll die Funktionsweise dieser Automaten erldutern.
Beispiel 4.2.1. Ein 2-asynchroner Baumautomat sei gegeben durch 22 =
(Q,Q, Var,X, A, F) mit:

© Q= {(da1,%as), (@5 2): (derdez) b

b Q = {QapqagvleangaQClv(ICg}a
o Var={i,j}

o 7 ={(4e1:9c,) } und

A= {

a, (¢ay,9)): (@, (daz, 7))

(da1:9)(Gars ), ¢ (Ger, 1)), (daz, 1) (das, J), €5 (s 1)),
(de1,9), €, (Qby5%))s ((des 1), 0, (Gby, 7)),

(da19)(qby %), € (der 7)), ((dags 1)(dbys 1), €, (Gey, 7)),

(
(
(
(
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Abbildung 4.3: Lauf (p1, p2) des Automaten A(?) auf einem Tupel (t1,t2) € R

Dieser Automat definiert die Relation R aus Beispiel L0l In Abbildung (4.3 ist ein Lauf
(p1, p2) des Automaten 2 auf dem Tupel (¢1,t2) € R aus Abbildung 4.2 (i7i) dargestellt.

Radmacher hat verschiedene Resultate fiir diese asynchronen Baumautomaten gezeigt,

wir wollen einige hier kurz vorstellen.

Satz 4.2.1 (Radmacher). Eine n-stellige Relation R diber Bdumen ist rational genau
dann, wenn ein n-asynchroner Baumautomat A™ ezistiert mit R(AM™) = R.

Dieser Satz kann durch Induktion iiber den Aufbau der rationalen Baumrelationen
nach Raoult gezeigt werden.

Die Unentscheidbarkeit einiger Entscheidungsprobleme kann sofort durch einen Bezug
zu den rationalen Wortrelationen gezeigt werden. Dazu werden undre Badume betrachtet,
Baume nur mit Symbolen der Stelligkeit 1. Durch diese Baume werden Worte kodiert und
damit kann eine Aquivalenz zwischen rationalen Wortrelationen und rationalen Baum-

relationen gezeigt werden. Nach Satz 2.2.7] folgt damit dann sofort:
Korollar 4.2.1. Fiir zwet n-asynchrone Baumautomaten Ql(ln) und Q(gn) ist es im Allge-

meinen unentscheidbar, ob

o RAM)NREM™M) =0
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Die Entscheidbarkeiten des Nichtleerheitsproblems und das Unendlicheitsproblems
werden jeweils durch Angabe eines Algorithmus, der Mengen von erreichbaren Makro-
zustdnden berechnet gezeigt:

Satz 4.2.2 (Radmacher). Fiir einen n-asynchronen Baumautomaten A™) ist es ent-
scheidbar, ob

o REAM) =10
o R(AM) unendlich.

Eine interessante Eigenschaft und auch Schwiche der rationalen Baumrelationen ist,
dass die einstelligen Relationen nicht den reguldren Baumsprachen entsprechen. Betrach-
tet man dagegen fiir rationale Wortrelationen nach Definition Z22T]eine Relation R C ¥*,
so gibt es eine regulire Sprache L, sodass

(w)eR & wel.

Die einstelligen rationalen Wortrelationen entsprechen damit den reguldren Wortspra-
chen. Da die Definition der rationalen Baumrelation eine Synchronisation von Teilb&u-
men ein und desselben Baumes erlaubt, ist diese FEigenschaft nicht iibertragbar.

Korollar 4.2.2. Die Klasse Raty der einstelligen rationalen Baumrelationen entspricht
nicht der Klasse der requldren Baumsprachen.
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Kapitel 5

Rationale Relationen iiber unbeschrankt
verzweigten Baumen

In diesem Kapitel werden rationale Relationen iiber unbeschréankt verzweigten Badumen
definiert und analysiert. Diese Klasse von Relationen wird in der Folge mit uRat be-
zeichnet; wenn explizit n-stellige Relationen gemeint sind, schreiben wir uRat,. Wir
haben im vorherigen Kapitel drei dquivalente Ansétze fiir rationale Relationen iiber be-
schrankt verzweigten Biumen kennen gelernt: rationale Ausdriicke mit Multivariablen,
Multivariablengrammatiken und asynchrone Baumautomaten. Reguldre Sprachen von
unbeschrankt verzweigten Badumen sind durch unbeschriankt verzweigte Baumautoma-
ten definiert, da beispielsweise DTDs von geringerer Aussagekraft sind [7]. Es liegt daher
nahe, Relationen {iber unbeschrinkt verzweigten Bdumen direkt durch ein Automaten-
modell zu definieren und die anderen Ansétze zu vernachléssigen. Dies hat Radmacher
bereits durch eine Erweiterung des asynchronen Baumautomaten aus Kapitel ge-
tan. Der resultierende asynchrone unbeschrinkt verzweigte Baumautomat wird hier vor-
gestellt und weiterfithrend analysiert. Dabei wird gezeigt, dass die fiir Rangalphabete
betrachteten entscheidbaren Eigenschaften auch hier entscheidbar bleiben.

Wir werden sehen, dass mit diesen Automaten ein direkter Bezug zu rationalen Wort-
relationen herzustellen ist, und dass die einstelligen Baumrelationen nicht den reguléren
Baumsprachen entsprechen.

Im Folgenden werden wir wir mit den transitions-synchronisierten Baumautomaten ein
dquivalentes Automatenmodell definieren, dessen Idee die Synchronisation von Transi-
tionen anstelle von Zustédnden ist. Jede Transition wird eindeutig einem Baum aus einem
Eingabetupel zugeordnet, dies erleichtert die Lesbarkeit, und wir werden es im néchsten
Kapitel als Grundlage fiir Automaten auf Baumtupeln mit Anzahlbedingungen nutzen.

Im letzten Abschnitt schrinken wir uRat derart ein, dass einstellige Baumrelationen
genau den regulidren Baumsprachen entsprechen. Diese neue Klasse von transitions-sepa-
rierten Baumrelationen wird mit SepuRat bezeichnet. Einfiihrend stellen wir ein Beispiel

flir eine unbeschrinkt verzweigte Baumrelation vor.

49
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Abbildung 5.1: Relation von unbeschréinkt verzweigten Baumsprachen 11, Th

Beispiel 5.0.2. Seien 77 und 75 zwei unbeschriankt verzweigte Baumsprachen iiber
dem Alphabet ¥ = {a,b,c,d}. Beide sind in Abbildung Bl skizziert. Baume aus T
haben beliebige Hohe. Thre Wurzel ist mit d beschriftet. Der linkeste Nachfolger ist mit
¢ beschriftet und hat Blatter als Nachfolger, deren Beschriftungen als Wort von links
nach rechts gelesen in der Sprache des reguldren Ausdrucks a*b* sind. Rechts von dem
mit ¢ beschrifteten Nachfolger der Wurzel ist eine beliebige Anzahl von Blattern, die
wiederum mit ¢ beschriftet sind. Der rechteste Wurzelnachfolger ist mit d beschriftet,
und seine Nachfolger geniigen den gleichen Bedingungen wie die Wurzel. Die Sprache 15
ist &hnlich zu 77, nur dass der rechteste Nachfolger der Wurzel mit e beschriftet ist und
genau einen Nachfolger hat, der mit d beschriftet ist und den gleichen Bedingungen wie
die Wurzel geniigt. Die Relation R beinhaltet Tupel (¢1,t2) mit t1 € T1, to € To, sodass
fiir jedes ¢ in t; genau ein c¢ in to auftritt. Fiir jedes d in t; gibt es ein e und seinen
Nachfolger d in t5. Fiir beide Baume gilt, dass es fiir jedes a genau ein b im selben Baum
gibt. Die Anzahl an a und b in ¢; kann unterschiedlich zu der in ¢, sein.

Aus diesem Beispiel wird ersichtlich, dass auch die Klasse uRat eine Synchronisation
sowohl zwischen verschiedenen B&dumen eines Tupels von Bdumen als auch zwischen
Teilbdumen eines einzigen Baumes beinhaltet.

5.1 Asynchrone unbeschrinkt verzweigte Baumautomaten

Bislang wurden rationale Baumrelation nur fiir Rangalphabete definiert; die verschie-
denen Ansitze sind in Kapitel dl nachzulesen. Wir werden hier eine Erweiterung des
asynchronen Baumautomaten nach Definition vorstellen, die von Radmacher de-
finiert wurde [28]. Zudem werden wir fiir dieses erweiterte Modell die Entscheidbarkeit
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oder Unentscheidbarkeit verschiedener Probleme zeigen und die Beziehung zu rationalen
Wortrelationen herausstellen.

Wie fiir Automaten auf unbeschrinkt verzweigten B&umen iiblich, werden in den
Transitionen reguléire Sprachen iiber der Zustandsmenge des Automaten betrachtet.
Auch hier benotigen wir die Kombination der Zustéinde mit Instanzvariablen, um ei-
ne Synchronisation zwischen bestimmten Teilbdumen zu ermdéglichen. Das fithrt zu der
folgenden Transitionsrelation:

A C Reg(Q x Var) x ¥ x (Q x Var) .

Wir sprechen im Folgenden von der Sprache der Transitionen, wenn der in den Transi-
tionen definierte reguliire Ausdruck aus Reg(Q x Var) gemeint ist.
Die signifikanten Eigenschaften eines asynchronen Automaten bleiben erhalten:

e Gleiche Zusténde miissen innerhalb der gleichen Konfiguration durch unterschied-
liche Instanznummern unterscheidbar sein, es diirfen also niemals zwei gleiche Zu-
stdnde mit der gleichen Instanznummer kombiniert sein.

e Alle Zustande eines Makrozustandes treten komplett in gleicher Instanz auf.

e Sind in einer Transition Zustdnde mit unterschiedlichen Instanzvariablen kombi-
niert, miissen sie unterschiedlich instantiiert sein.

e Mit jedem Berechnungsschritt des Automaten wird genau ein Makrozustand er-
reicht.

Betrachtet man beispielsweise eine Transition ((q1,%)*,a, (g2,7)), so ist offensichtlich,
dass schon bei zweimaligem Auftreten von ¢; eine Verletzung der ersten Bedingung
vorliegt, da der Variablen ¢ hier durch eine Instantiierungsfunktion genau eine Instanz-
nummer zugewiesen wiirde. Um die Definition nicht giiltiger Transitionen zu verhindern,
wird die Erweiterung ext(L) einer regulidren Sprache L benutzt, die einem Symbol in sei-
nem i-ten Auftreten in einem Wort den Index i zuordnet und es somit innerhalb des
Wortes einzigartig werden lésst.

Definition 5.1.1. Sei w = (q1,7)...(qn,?) ein Wort {iber einem Alphabet @ x Var.
Die Erweiterung ext(w) = (q1,%1) - - . (qn, in) des Wortes ist dadurch definiert, dass dem
Symbol (g,7) in seinem j-ten Vorkommen in w der Index j zugeordnet wird: (g, ;). Die
Erweiterung eine Sprache L € Reg(Qx Var) ist definiert durch ezt(L) = {ezxt(w) | w € L}.

In diesem Kontext fithrt dies zu der Benutzung einer erweiterten Variablenmenge
Var x N. Zur Erlduterung geben wir ein Beispiel fiir eine Transition an.
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Beispiel 5.1.1. Sei die Transition eines asynchronen Automaten durch ((q1,4)*, a, (¢2,7))
gegeben. Nach der urspriinglichen Definition darf diese Transition nur fiir genau einen
oder keinen Zustand (qi1,7) ausgefithrt werden, der reguldre Ausdruck r = (q1,4)* wére
gleichbedeutend mit » = ((¢1,7) V ¢€). Betrachtet man aber z.B. fiir ein Wort w =
(q1,)(q1,7)(q1,7)(q1,7), das aus vorhandenen Zusténden fiir die Kinder eines Knotens
gebildet werden kann, die Spracherweiterung, erhédlt man:

ext(w) = (q1,11)(q1,12)(q1,%3)(q1,74) -

Somit sind alle Zustdnde eindeutig mit Variablen kombiniert und mit ext(w) kann der
Zustand qo erreicht werden.

Die Spracherweiterung wird fiir die asynchronen Baumautomaten folgendermafien ge-
nutzt. Zu einem Makrozustand g = (q1, - .., ¢n) muss es Transitionen

(L17 at, (Q1a 7’))7 cee (Lma Qs (qma 7‘))

geben mit L; € Reg(Q x Var) und a; € ¥ fir 1 < i < m. Ein Berechnungsschritt des
Automaten kann ausgefiihrt werden, wenn

e es Sequenzen ext(wi), ..., ext(wy,) € ext(Reg(Q x Var)) gibt mit ext(w;) € ext(L;)
und

o ext(w)U...Uext(wy,) aus vollstindigen, jeweils eindeutigen Instanzen von Makro-
zustdnden besteht.

Die Verwendung der Spracherweiterung fithrt hinsichtlich der Funktionalitit des Auto-

maten zu keinen Einschrinkungen, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 5.1.1 (Radmacher). Fir ein endliches Alphabet X ist das Wortproblem fiir die
Spracherweiterung einer reguldren Sprache entscheidbar. Dariiber hinaus ldsst sich die
Spracherweiterung eines endlichen Wortes effektiv berechnen.

Fiir die Definition der asynchronen Automaten iiber unbeschrinkt verzweigten Bau-
men werden einige Begriffe bené6tigt. Mit EVar := Var x N sei eine erweiterte Varia-
blenmenge bezeichnet. Die Instantiierung einer Menge von Variablen V C EVar ist eine
Funktion I : V — N,i, — «,. « ist die Instanznummer der Variablen i, und n € N
ist die Zahl, die der Variablen i durch die Benutzung der Spracherweiterung zugeordnet
wird. Der Schnitt eines n-Tupels wird wie in Definition benutzt.
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Abbildung 5.2: Schnitte C; und C5 eines Konfigurationsiiberganges

Definition 5.1.2. Ein n-asynchroner unbeschrinkt verzweigter Baumautomat ist ein
Tupel
A = (9Q,Q, Var, 2, A, F)

mit einer endlichen Menge von disjunkten Makrozustdnden £, einer endlichen Menge
von Zustinden @, einem endlichen Alphabet Y, einer endlichen Variablenmenge Var,
einer Menge von Endmakrozustidnden F C 9 und einer Transitionsrelation

A C Reg(Q x Var) x ¥ x (@ x Var)
U (@ x Var) x {e} x (Q x Var) .

Die Konfiguration eines Automaten ist eine Abbildung ¢ : C — @ x N, die jedem Knoten
aus dem Schnitt C' einen Zustand und eine Instanzvariable zuordnet. Zusténden eines
Makrozustandes wird durch eine Instantiierungsfunktion die gleiche Instanznummer zu-
gewiesen; tritt ein Zustand innerhalb einer Konfiguration mehrmals auf, erhélt er jeweils
verschiedene Instanznummern: ¢(vy) # c(v2).

Der Automat 2 fithrt einen Berechnungsschritt zwischen zwei Konfigurationen c; :
C1 — @ xNund ¢ : Cy — @ x N durch, wenn die folgenden Voraussetzungen erfiillt
sind:

e In (5 ist eine Menge von Knoten {v1,...,v;} enthalten, die die Elternknoten von
Knoten {vi1,..., 019, Ukt, ..., Uk, } aus Ci sind. Die Knoten aus Co werden
dabei durch Lesen ihrer Beschriftung durch geeignete Transitionen erreicht.

e In (s gibt es eine Menge von Knoten {vg,, ..., v, }, fiir die e-Transitionen benutzt

werden.

e (5 enthilt alle Knoten aus C1, fiir die in diesem Schritt keine Aktion durchgefiihrt

wurde.

Eine solche Situation ist in Abbildung dargestellt. Die Bedingungen lauten formali-

siert:
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° {UH,...,vk,,k,vsl,...,vej} [-yon
o Oy = (Cr\{vit, -, Ukr, }) U{v1, ... 0}

e Es existieren geeignete Transitionen

(Ll, val(vy), (q1, h)), e (Lk, val(vg), (g, h))

und e-Transitionen

((q€17 h1)7€7 (qs’lvh))7 s ((q5j7 hj>7€7 (q€;-7 h))

in A, und fir alle i € {1,..., k} existiert ein Wort w; iiber @ x EVar mit
w; = (g1, Jir) - - - (Giry» Jir,) € ext(Ly)

und es existiert eine geeignete Instantiierung der Variablen aus FVar, sodass

— die Zustdnde qi1,...,qkry, ;G- -+, Ge; genau eine Menge von vollstédndigen
Makrozustdnden bilden, die jeweils mit der gleichen Variablen kombiniert
und gleich instantiiert sind und

— die durch Transitionen erreichten Zusténde q1, ..., qx, Gers o+ Qe einen voll-
stdandigen Makrozustand bilden, sodass alle Zustdnde mit der gleichen Varia-
blen kombiniert und gleich instantiiert sind.

Eine Startkonfiguration bildet einen leeren Schnitt auf Zustdnde ab, nutzt also Transi-
tionen aus X X Q x Var. Eine Konfiguration ¢ : C' — @ x N ist akzeptierend genau dann,
wenn

e ( die Menge der Wurzeln aller Eingabebdume (t1,...,t,) ist, und

e es einen Endmakrozustand q = (g1, ..., qn) gibt, sodass ¢ die Wurzeln in gleicher
Instanz auf die Zusténde von q abbildet.

Die Bedingung, dass jeder Zustand innerhalb einer Transition nur genau einmal in
gleicher Instanz auftreten darf, ist notwendig, um eine korrekte Synchronisation zwischen
den Badumen eines Eingabetupels zu gewéhrleisten. Ebenso konnen Transitionen nur
ausgefiihrt werden, wenn Makrozustinde mit mehreren Zustéinden vollstéindig und in
gleicher Instanz auftreten. Im Falle der unbeschriankt verzweigten Béume fiithrt dies zu
einer besonderen Art der Synchronisierung, die wir anhand eines Beispiels erldutern
werden.
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Beispiel 5.1.2. Seien 7; und 75 unbeschrinkt verzweigte Baumsprachen. 77 ist die
Menge der Baume der Hohe 2, deren Wurzel mit d, und deren Nachfolger alle mit ¢
beschriftet sind. 75 ist die Menge der Bidume der Hohe 2, deren Wurzel mit a, und
deren Nachfolger ebenfalls mit ¢ beschriftet sind. In Abbildung sind unter (i) diese
beiden Sprachen skizziert. Die Punkte zwischen den Baumknoten stellen eine beliebige
Verzweigung dar.

Von Interesse sind die Eigenschaften von Relationen R C 77 x 75, die durch asynchrone
Baumautomaten iiber unbeschriankt verzweigten Bdumen definiert werden kénnen.

Sei dazu Qlf) = (9Q,Q, Var, X, A, F) ein 2-asynchroner, unbeschrinkt verzweigter Bau-
mautomat mit

o ) = {(QC1>7 (QC2)7 (qd17qa2)}

i Q = {QC17QC27Qd17qa2}

Var = {i}

Y ={a,cd}

F = {(qd17qa2)} und

A= { (07 (%u@)? (Cv (q627i))7
((qcui)*v d, (Qdui))v ( ey 7;>*7 a, (qa2v Z))

}

In Abbildung 53] (i) ist ein Lauf dieses Automaten auf einem Eingabetupel dargestellt,
in dem der erste Baum genau m Knoten mit der Beschriftung ¢, und der zweite Baum
genau n Knoten mit der Beschriftung ¢ hat. Der Automat Q(gQ) akzeptiert ein Tupel
(tl,tQ), wenn t1 € 77 und to € 7o gilt. o

. . 2
Betrachten wir nun einen Automaten 2,

, der genau wie ng2) definiert ist, nur dass

die beiden Zusténde ¢., und ¢, in Q zu einem Makrozustand (g, , ¢.,) zusammengefasst
werden. Ein Lauf dieses Automaten ist in Abbildung (13i) dargestellt, er kann nur
von dieser Form sein. Da wir zwei Zusténde zu einem Makrozustand zusammengefasst
haben, konnen Transitionen fiir g., und ¢., nur noch simultan ausgefiithrt werden, fiir
jeden Zustand ¢., muss es genau einen Zustand ¢., in exakt gleicher Instanz geben.
Darum werden von diesem Automaten nur Tupel von Baumen akzeptiert, in denen
gleich viele Knoten mit ¢ beschriftet sind.

Das Beispiel B6.1.2 zeigt, dass wir durch die asynchronen Automaten eine horizontale
Synchronisation zwischen verschiedenen Bdumen definieren kénnen. Es stellt sich nun



56

(z) d a (”) (qd1721) (qazv 21)
N /N /N SN
¢ c ., c ¢ (qcl71 ) "((]Cl,l ) ((](:2711) (qczal )
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(qCI’ 11) (qcl7 ) (qczv 11) (qc27 )

Abbildung 5.3: (i) Baumsprachen 77 und 75, (ii) Lauf von QLSQ), (iii) Lauf von 9(52)

die Frage, ob dieses Modell wegen dieser Eigenschaft zu méchtig fiir die Definition ei-
ner rationalen unbeschrinkt verzweigten Baumrelation ist. Zum einen kann eine solche
Synchronisation durch die Definition des Automaten aber verhindert werden, zum an-
deren ist dieser Automat eine natiirliche Erweiterung des asynchronen Automaten fiir
beschrankt verzweigte Biume. Wir definieren daher die rationalen unbeschrankt ver-
zweigten Baumrelationen durch diese Automaten.

Definition 5.1.3. Eine n-stellige Relation R C 77 x ... x 7, {iber unbeschrankt ver-
zweigten Béumen ist rational genau dann, wenn es einen n-asynchronen unbeschrankt
verzweigten Baumautomaten 2™ gibt, sodass

R=TR(EM) .

Interessant ist hier auch die Betrachtung einstelliger Relationen. Im Falle der ratio-
nalen Wortrelationen entsprechen einstellige Relationen genau den reguldren Sprachen
von Wortern. Wie in Kapitel erwihnt, gilt dies fiir die rationalen Relationen iiber
beschriankt verzweigten Biéumen nicht. Das folgende Beispiel zeigt, dass auch mit den
asynchronen unbeschrinkt verzweigten Baumautomaten nicht-regulére Sprachen defi-
nierbar sind.

Beispiel 5.1.3. Sei Ql((lb (Q,Q, Var, X, A, F) ein 1l-asynchroner, unbeschriankt ver-
zweigter Baumautomat mit

e Q= {(Qba QC)> (Qa)}

® Q= 1{qa> W}
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(1’) Qm 21
b - c (@,11) - (@ 1n) (Ges11) -+ (Ges1n)

Abbildung 5.4: (i) Baumsprache 7y, (i7) Lauf des Automaten Ql&l

o Var=1i,j}
e ¥ ={a,b,c}
o 7 ={(¢)}

o A= { (b, (Qb7i))7 (C7 (qcvi))a
((Qbai)*(QCvi)*va’ (‘.huj))
¥

Dieser Automat erkennt genau die Sprache 7 .: Alle Baume haben die Hohe 2, ihre
Waurzel ist mit a beschriftet. Die Beschriftungen der Kinder der Wurzel bilden von links
nach rechts gelesen ein Wort, das in der Sprache des reguldren Ausdruckes r = b*c*
ist. Dadurch, dass g, und ¢, in einem Makrozustand zusammengefasst sind, miissen sie
in gleicher Anzahl und in jeweils gleicher Instanz auftreten. Es gilt also fiir alle Biu-
me t € Tgpe, dass t, = t|. Die Baumsprache und ein Lauf des Automaten sind in
Abbildung B4 dargestellt.

Durch die Definition des Automaten enthélt die Transition ((gp,7)*(qc,?)*, a, (qa, 7))
semantisch einen Ausdruck der Form r = b"¢". Dies ist keine reguldre Sprache, damit ist
Tape auch keine regulidre Baumsprache. Aus diesem Beispiel schlieflen wir das folgende
Korollar.

Korollar 5.1.1. Die Klasse der einstelligen unbeschrdnkt verzweigten Baumrelationen
entspricht nicht der Klasse der reguldren unbeschrdankt verzweigten Baumsprachen.
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5.1.1 Beziehung zu rationalen Wortrelationen

Um eine genauere Beschreibung der Klasse uRat zu erhalten und einige unentscheidbare
Eigenschaften dieser durch asynchrone Automaten definierten Relationen zu folgern, soll
ein Bezug zu rationalen Wortrelationen hergestellt werden. Fiir ein Wort v = ajas ... ay
betrachten wir dazu den uniren Baum u# = aj(az(...(an(#))...)), dessen einziges
Blatt mit # beschriftet ist. Auf diese Weise kann zu einer Wortrelation eine zugehorige
Baumrelation definiert werden.

Definition 5.1.4. Sei R C ¥} x ... x ¥ eine n-stellige Wortrelation mit # ¢ ¥;,1 <
i < n. Dann ist die zu R gehorige Baumrelation U(R) iiber den Beschriftungsalphabeten
Y1 U{#},...,3, U{#} definiert durch

UR) = {(ua#, ..., un#) | (u1,...,u,) € R}

Wiinschenswert, ist eine Aquivalenz zwischen diesen beiden Relationen, wir werden
dazu zeigen, dass eine Wortrelation genau dann rational ist, wenn die zugehotrige Baum-
relation U (R) rational ist, also von einem unbeschrinkt verzweigten asynchronen Bau-

mautomaten erkannt wird.

Lemma 5.1.2. Sei R eine rationale Wortrelation. Dann ist die zu R gehorige Baumre-
lation U(R) rational.

Beweis. Sei R gegeben durch einen asynchronen Automaten 2 = (Q1, 31, ..., Xn, qo, A1, F1)
mit R(2A) = R. Sei Q1 = {qo,---,gm}. Wir konstruieren dazu einen n-asynchronen un-
beschriinkt verzweigten Baumautomaten A = (Qo, Qo, Var, 21 U. . .U, U{#}, Ay, F)
mit

o Qo={qj, .., q} | g €Q1,1 <j<m}U{g},...q}}

o Qo={(a,-a0)s-> (@ a)} U{(g},- - a})}
o Var= {i}
o Ay = |QJ€F1}

#,(a5,1)), - (3, (4}, 1))
(ahs)s a1, (a52)); - s ((af5 )y ans (5 9) | (gj,01/ - [Jan, ai) € Ar}
(49,17),€ (q},i)),---,((qg,i) (aF,0)}

mit a; € 3; U{e}, 1 <j k< m.
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Durch diese Konstruktion erhilt man einen Automaten Ql("), sodass gilt: (u1,...,u,) €
R & (ur,...,up) € RA) & (wa#, ..., u#) € R(AM). Also ist nach Definition .14
R(A™) = U(R). Damit ist U(R) rational. O

Auch die andere Richtung dieser Bezichung kann gezeigt werden; der Konstruktion ist
aufgrund der Synchronisation durch Makrozusténde wesentlich komplizierter.

Lemma 5.1.3. Sei R eine Wortrelation. Ist die zugehorige Baumrelation U(R) rational,
so ist R rational.

Beweis. Sei die Wortrelation R gegeben durch einen n-asynchronen unbeschriankt ver-
zweigten Baumautomaten 4™ = (Q1, Q1, Var, $1U. . .US, U{#}, A1, F1) mit R(AM™) =
U(R). Die Transitionen des Automaten liegen 0.B.d.A. nur mit atomaren reguldren Aus-
driicken in den Transitionen vor, zudem vernachlédssigen wir das Symbol #.

A1 CQx Varx X x Qx Var.

Wir konstruieren einen asynchronen Automaten A = (Q2,X1,..., %Xy, go, Ag, F). Durch
die Transitionsrelation Ay miissen die moglicherweise mehr elementigen Makrozustén-
de aus 2™ beriicksichtigt werden, daher definieren wir die Zustéinde des asynchronen
Automaten als Tupel von Zustédnden:

° ()2 C UneN Q"H{qo}

® g€ Q2

Die folgende Konstruktion der Menge wird fiir alle Endmakrozustéinde aus q € F
durchgefiihrt:

e Betrachte fiir Endmakrozustand qf = (q1,...,¢,) mit 1 < j < o alle Transitionen
8 = (¢, 1), ai,(gi,1)) € Qx Varx L x {g;} x Var, 1 <i<n

aus A;. Fiir Transitionen ¢ ...d, bilden die entsprechenden Zusténde ¢f,...,q,
nach Definition des asynchronen Baumautomaten vollstindige Makrozustande
qi,---qm mit 1 <m < n.

e Markiere fiir alle moglichen Kombinationen von Transitionen d1,...,J, jeden der
Zustinde ¢, ..., q, mit dem Makrozustand q;, zu dem er gehort fiir 1 < j < m.
Es resultiert eine Folge von 2-Tupeln von Zustédnden:

(01,91, -+ (e q)

mit ¢ € {q1,...gm} und U ; 45 = {g1,...,gm} fir 1 < j <mn.
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e Betrachte fiir ¢y, ...,0, die Folge von Symbolen (aq,...,a,), wobei a; durch §; =
((¢;,1"), ai, (¢i,1)) bestimmt ist. Bilde fiir jeden Makrozustand q; € {q1, ...} eine
Folge (a,...,a),) mit a, € LU {e}:

r'n

a; =

A .
, a;, wenn (; = (;
€ sonst

e Bilde fiir jeden Makrozustand q; = (q1, . .., ¢,) und die Transitionen d1,...,6, € Ay
mit §; = ((¢},1"), a;, (gi,1)),1 < i < o eine Transition

8= ((q1s--1q0) xay/ ... Ja, x (¢} --.4)))
und fiige (q1,...,¢0) und (¢} ...q,) zu Q2 und J; zu Ay hinzu.

Diese Konstruktion ist iterativ fiir die neuen Zustéinde, die Makrozustdnden entsprechen,
analog durchzufiihren. Endzustéinde sind diejenigen Zustandstupel, die als Makrozu-
stdnde im urspriinglichen Automaten durch das Lesen von Blittern erreicht werden.
Startzustand ist go, und es wird fiir jeden Endmakrozusténde q; eine Transition

(q0,€1/ - .. /€n, 1)

zu As hinzugefiigt.

Mit dieser Konstruktion gilt (ui,...,u,) € R & (ui#,...,u,#) € REAM) <
(Ui, ...,up) € R(A). R wird also von einem asynchronen Automaten erkannt und ist
damit rational. O

Aus Lemma [5.1.21 und Lemma [5.1.3] folgt direkt die Giiltigkeit des folgenden Satzes:

Satz 5.1.1. Fine Wortrelation R ist genau dann rational, wenn die zugehdrige Baum-
relation U(R) rational ist.

Wir haben gezeigt, dass die hier definierten Relationen aus uRat eine natiirliche Er-
weiterung der rationalen Wortrelationen sind, im folgenden Kapitel kénnen wir daher
alle Unentscheidbarkeiten direkt iibertragen.

5.1.2 Entscheidungsprobleme
(n)

Korollar 5.1.2. Fiir zwei n-asynchrone unbeschrdinkt verzweigte Baumautomaten 24}
und Qlén) ist es im Allgemeinen unentscheidbar, ob

o RA™ )N REAM) =0
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o R C REAYY)
o RRA™M) = rRE)
° R(Q[gn)) :Tz X ... XTE .

Die Entscheidbarkeit des Nichtleerheitsproblems bleibt auch fiir Baumrelationen er-
halten. Wir werden dazu einen Algorithmus angegeben, der Erreichbarkeitsmengen fiir
Makrozustdnde berechnet. Dazu muss zunéchst festgelegt werden, wann eine Menge
von Transitionen ausgefithrt werden kann. Ist in einer Transition eine Sprache iiber
Zustdnden angegeben, in deren Wortern mindestens ein Zustand Element eines mehr-
elementigen Makrozustandes ist, so miissen die anderen Zustéinde des Makrozustan-
des kombiniert mit derselben Variable jeweils in der Sprache dieser oder einer anderen
Transition enthalten sein. Um einen Makrozustand q = (q1,...,qm) eines Automaten
AM) = (Q,Q, Var,3, A, F) ausgehend von bisher erreichten Makrozustianden zu errei-
chen,

e muss eine Variable ¢ € Var existieren und fiir alle Zusténde ¢; € q muss es Transi-
tionen (Lj, aj, (¢j,1)) geben mit L; € Reg(Q x Var),a; € ¥,1 < j <m, und

e fiir alle bisher erreichten Makrozustinde q mit |q] > 1 muss fiir alle ¢ € q die
Anzahl aller (¢,h) € @ x Var, die bendtigt werden, um Worter aus den L; zu
bilden, jeweils genau gleich sein.

Durch die erste Bedingung werden Transitionen ausgew&hlt, mit denen die Zustédnde
eines Makrozustandes erreicht werden konnen. Die zweite Bedingung gewéhrleistet die
korrekte Benutzung der schon vorher erreichten Makrozusténde: Es werden nur Tran-
sitionen ausgefiihrt, sodass Worter aus den Sprachen der Transitionen nur aus Paaren
(g, h) gebildet werden, die wiederum komplette Makrozustéinde in jeweils gleicher Instanz
bilden. Wir driicken diese zweite Bedingung durch eine Presburger-Formely aus, die aus-
sagt, dass fiir alle Makrozustdnde die in ihnen enthaltenen Zusténde kombiniert mit der
gleichen Variablen in gleicher Anzahl auftreten. Dazu werden freie Variablen y, ;) fiir
alle Paare von Zustédnden und Instanzvariablen aus der Menge Yo« var = {y(q.i) | (¢,7) €
Q@ x Var} benutzt. Die Presburger-Formel lautet:

p= N A Wam == Yanm) -

(q1--,qm)€EQ heVar

Diese Formel werden wir fiir den Beweis des folgenden Satzes nutzen.

Satz 5.1.2. Das Nichtleerheitsproblem fiir asynchrone unbeschrinkt verzweigte Baum-
automaten ist entscheidbar.
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Beweis. Wir geben einen Algorithmus an, der die Menge aller erreichbaren Makrozustén-
de g berechnet. Sei dazu A = (Q,Q, Var, 3, A, F) ein n-asynchroner unbeschrénkt
verzweigter Baumautomat. Ej, sei die Menge der Makrozustédnde, die nach k Iterationen
des Algorithmus hinzugefiigt wurden. Q g, sei die Menge aller Zusténde, die in Makro-
zusténden aus Ej, enthalten sind, also Qp, = qu g, U

Zun#chst wird der Algorithmus angegeben, anschliefend wird genau definiert, wie die
Mengen FEj gebildet werden.

EO = (Z)
k:=0
REPEAT
k:=k+1
Ey := Ej—1 U{q}, mit ,q ist mit Makrozusténden aus Ej_; erreichbar.“
UNTIL Ej, = Ej,_;
IF E,NF =) THEN RETURN ” leer”
ELSE RETURN ”"nicht leer”

In jedem Schritt des Algorithmus wird also genau ein Makrozustand hinzugefiigt; ist
dies nicht so, ist Ej die vollstéindige Menge Eg von erreichbaren Makrozustédnden. Der
Algorithmus terminiert mit der Uberpriifung, ob ein Endmakrozustand erreichbar ist
oder nicht und entsprechender Ausgabe.

Die Menge Ej := FEy_1U{q} mit q = (q1,...,¢m) € Q,m > 1, wird in der k-ten
Iteration des Algorithmus folgendermaflen gebildet:

1. Fiir alle Zusténde ¢; € q mit 1 < 7 < m existiert eine Variable ¢ € Var sodass
Transitionen (L;, aj, (¢j,1)) € A existieren mit L; € Reg(Q x Var) und a; € YU{e}.
Alle diese Transitionen werden einer Menge A’ C A hinzugefiigt.

2. Fiir jeden Zustand ¢; muss es fiir mindestens eine Transition (Lj, aj, (gj,1)) € A’
ein Wort iiber Q, , x Var geben, das in der Sprache des reguléren Ausdrucks L;
ist. Dieses Problem ist nach Lemma[Z T Tlentscheidbar. Alle méglichen Transitionen
werden einer Menge A” hinzugefiigt.

3. Sei (L1,a1,(q1,1)), -, (Lm, @m, (¢m, 1)) eine nach 1. und 2. mégliche Kombination
von Transitionen aus A

e Fiir jeden bisher erreichten Makrozustand q € Ej_; mit |[q] > 1 und jede
Variable 7 € Var wird eine Presburger-Formel Ay nach Satz berechnet,
die das Parikh-Bild der Sprache Ly - Ly - ... - L,, iiber dem eingeschrinkten
Alphabet q x Var beschreibt.
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e Liir jeden der Makrozusténde q € Ej_q wird eine Formel d, gebildet:
dg=Ag A\

mit

Y= A A W) =+ = Ygmi) M EN .

(q1,--,qn)€Q 1€ Var

e Alle 4 miissen erfiillbar sein. Dies ist nach Satz entscheidbar.

Fiir die Bldtter der Baume konnen die Transitionen auch von der Form (a;, q) sein. Die
Sprache L; enthélt dann nur das leere Wort.

Im 1. Schritt werden alle Transitionen ausgewéhlt, mit denen tiberhaupt die Zustédnde
qi,- - -, qm des Makrozustandes erreicht werden kénnen. Im 2. Schritt werden die Transi-
tionen ausgeschlossen, fiir deren Sprachen mit bisher erreichten Zustinden keine Worter
gebildet werden konnen. Im 3. Schritt wird iiberpriift, ob eine moglichen Kombination
von Transitionen ausgefithrt werden kann, wenn die Bedingung gestellt wird, dass mit
der gleichen Variablen kombinierte Zusténde eines Makrozustandes in gleicher Anzahl in
den Wortern auftreten. Dabei wird das Parikh-Bild der Konkatenation berechnet, weil
unabhéngig von der resultierenden Sprache so Worter aus jeder der einzelnen Sprachen
betrachtet werden.

Der Algorithmus terminiert, da £ nur endlich viele Makrozusténde enthélt, damit wer-
den hochstens || viele Iterationen durchgefiihrt. Auf eine genaue Komplexitétsanalyse
wird verzichtet, es ist aber zu bedenken, dass nach Kapitel 7?7 die Komplexitdt der
Entscheidbarkeit von Presburger-Formeln schon LINA-TIME 227" st O

Um die Funktionsweise des Nichtleerheitstests zu verdeutlichen, geben wir ein kurzes
Beispiel an.

Beispiel 5.1.4. Seien 77 und 75 die Baumsprachen aus Beispiel 5.1.21 Sei analog zu den
Automaten dieses Beispiels ngQ) =(Q,Q, Var,X, A, F) ein 2-asynchroner, unbeschrankt
verzweigter Baumautomat mit

e ) = {(q61’q02)’ (levq@)}

b Q = {QC17QC27Qd1aQa2}

Var = {i, j}

Y ={a,cd}

F = {<qd17qa2)}
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o A= {(51,52,53,54} mit
— 01 = (C7 (q017i))7 0 = (C, (QCQ,’i)),
— 03 = (((chi)(chi))*?da (qdnj))a 0q = ((qczvi)((chi)(qtﬁzvi))*vav (qaz’j))

Die Transitionen d3,d4 sind so definiert, dass Zusténde ., in gerader und Zusténde
e, in ungerader Anzahl auftreten miissen. Es ist also nicht mdglich, d3 und d4 so aus-
zufiihren, dass die Zusténde ¢., und g, kombiniert mit der Variablen ¢ in gleicher Anzahl
genutzt werden. Diese beiden Zusténde sind aber Elemente desselben Makrozustandes
(Gey 5 4, ) und man kann nur mit ds, d4 einen Endmakrozustand erreichen. Die Sprache des
Automaten le(f) ist also leer. Der Algorithmus bestétigt dies nach 2 Iterationsschritten:

k = 1: Um den Makrozustand (g, , gc, ) hinzuzufiigen, werden die Transitionen d;, d2 aus-
gewihlt. In Schritt 2 werden diese beiden Transitionen bestétigt, da trivialerweise
mit der leeren Menge QQg, das leere Wort zu bilden ist. Im 3. Schritt werden die
Transitionen endgiiltig ausgewihlt, da keine Makrozustéinde in der Menge Ej sind
und damit auch gar keine Formeln gebildet werden. E1 = {(q¢,, e, ) }-

k=2: Um (q4,,4q,) zu erreichen, werden d3, 04 ausgewéhlt. In Schritt 2. werden diese
Transitionen bestétigt, da iiber der Menge Qr, = {qc,, qc, } jeweils Worter aus den
Sprachen der beiden Transitionen gebildet werden kénnen. In Schritt 3. werden fiir
den einzigen bislang erreichten Makrozustand (gc,, ¢e,) mit L3 = ((ge,,7)(qe,,7))*
und L4 = (e, %) ((¢ey,7)(qey, 7)™ die folgenden Formeln gebildet:

° )\(CIcl 7QC2) = Ely((2 Y= y(‘]cl 774)) A (2 Y + 1= y(Qc2:i))
© 9= Waey) = Y0aey:d) N Wlter ) = Y0aep:d)) N Wlaay ) = Yaagoi)) N Wlaay ) =
y(qag 7]))
° SD(qcl ’qCQ) = )\(QCI :QCQ) A ¥
Die Formel A(;, 4., sagt aus, dass (Ge,,7) in gerader und (gc,,7) in ungerader
Anzahl auftreten muss. ¢ sagt aus, dass genau diese Zustinde zusammen mit der
Variablen ¢ in gleicher Anzahl auftreten miissen. Die Konjunktion dieser beiden

Formeln ist unerfiillbar. (gc,,¢e,) wird nicht hinzugefiigt, und der Algorithmus
terminiert mit der Ausgabe, dass die Relation des Automaten leer ist.

5.2 Synchronisierte Transitionen

In diesem Kapitel wird ein alternatives Automatenmodell vorgestellt, das die Klasse
uRat definiert. Die Idee ist es, anstatt Zustdnde des Automaten zu Makrozustinden zu-
sammenzufassen, Tupel von Transitionen zu verwenden. Die Synchronisation zwischen
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Elementen eines Eingabetupels von Baumen erfolgt dadurch, dass die Transitionen ei-
nes Tupels in einem Berechnungsschritt des Automaten gleichzeitig ausgefiihrt werden
miissen. In diesem Modell soll jede Transition eindeutig einem Baum eines Eingabetu-
pels zugeordnet werden konnen, daher hat ein Automat, der n-Tupel von Bédumen als
Eingabe hat, ausschliefilich n-Tupel von Transitionen, die jeweils zusammen ausgefiihrt
werden miissen. Wir nennen diese Transitionen synchronisierte Transitionen.

Das Modell wird aquivalent zu den asynchronen unbeschrinkt verzweigten Baum-
automaten definiert, sodass die bereits bewiesenen Eigenschaften und insbesondere die
Definition der Klasse uRat durch diese Automaten direkt iibernommen werden kénnen.
Die einzelnen Transitionen sind von der Form

Reg(Q x Var) x ¥ x Q x Var.

Das Modell muss Teilbdume sowohl synchron als auch asynchron einlesen kénnen. Die
Realisierung wird zunéchst erldutert.

Synchrones Einlesen von Teilbdumen Alle Transitionen eines Transitionstupels werden
zusammen ausgefiihrt; es wird in jedem Schritt des Automaten durch ein solches
Transitionstupel fiir jeden Baum der Eingabe eine Aktion definiert. Auch bei die-
sem Automatenmodell werden Instanznummern an Zustinde vergeben, zu diesem
Zwecke werden Zusténde mit Instanzvariablen kombiniert. In einem Berechnungs-
schritt werden mit allen Transitionen eines Transitionstupels Zustdnde zusammen
mit der gleichen Instanzvariablen erreicht, die eine Instantiierungsfunktion im -
ten Berechnungsschritt des Automaten auf die Instanznummer ¢ abbildet. Es ist zu
beachten, dass entsprechend den asynchronen Automaten auch eine Synchronisati-
on innerhalb ein und desselben Eingabebaumes stattfinden kann, daher gibt es fiir
einzelne Elemente eines n-Tupels von Baumen innere Tupel von Transitionen. Ein
Transitionstupel ist ein n-Tupel von Transitionstupeln, die beliebige aber endliche
Stelligkeit haben.

Asynchrones Einlesen von Teilbdumen Innerhalb eines Transitionstupels ist es moglich,
durch e-Transitionen Zustédnde zu wechseln, ohne auf der Eingabe fortzuschreiten.
Soll kein Zustandswechsel durchgefiihrt werden, wird an der entsprechenden Stel-
le im Transitionstupel vereinfachend ein $ eingefiigt. Somit wird fiir bestimmte
Béume keine Aktion durchgefiihrt.

Fin kurzes Beispiel wird die Funktionsweise und die Analogie zu den asynchronen Bau-
mautomaten verdeutlichen. Wir grenzen die inneren, auch einstelligen, Transitionstupel
fiir genau einen Baum eines Eingabetupels durch eckige Klammern ein; &uflere runde



66

Klammern umfassen das gesamte n-Tupel von Transitionen: ([...],...,[...]). Leere inne-
re Tupel werden wie schon erwéhnt durch ein $ gekennzeichnet.

Beispiel 5.2.1. Ein 2-asynchroner unbeschriinkt verzweigter Baumautomat () habe
einen Makrozustand q = (q1,¢2) und Transitionen (L1, a,(q1,1)), (L2, a, (¢2,7)), L; €
Reg(Q x Var). Ein dquivalenter transitions-synchronisierter Automat %B(?) benétigt Zu-
sténde q1, g2 und ein 2-Tupel von Transitionen ([(L1, a, (¢1,7))], [( L2, a, (¢2,1))]). Definiert
der Makrozustand die Synchronisation innerhalb ein und desselben Baumes, benétigt
man ein inneres Tupel von Transitionen: ([(L1,a,(q,7)),(La,a,(q,7))],$). Die beiden
Transitionen werden auf den ersten Baum des Eingabetupels angewendet, fiir den zwei-
ten wird keine Aktion ausgefiihrt. Es sei angemerkt, dass, wenn im weiteren Lauf keine
Unterscheidung mehr notwendig ist, auch ein Zustand fiir den transitions-synchronisier-
ten Automaten ausreicht.

Durch die eindeutige Instantiierung aller in einem Berechnungsschritt erreichten Zu-
stdnde kann man rein intuitiv auf die Benutzung der Spracherweiterung, wie sie fiir
asynchrone Baumautomaten benutzt wird, verzichten. Die eindeutige Zuordnung von
in einem Berechnungsschritt erreichten Zustdnden zueinander ist gegeben, auch die Be-
dingung, dass diese Zustdnde gemeinsam erreicht und verlassen werden, kann erfiillt
werden. Um aber die Aquivalenz zu asynchronen Baumautomaten zu erreichen, kann
auf die Einbindung der Spracherweiterung nicht verzichtet werden. Beide Ansétze erwei-
tern die rationalen Wortrelationen auf natiirliche Weise, doch um hier eine eindeutige
Definition der Klasse uRat zu erhalten, wihlen wir die dquivalente Definition.

Um den Automaten formal zu definieren, reicht der Schnitt eines n-Tupels von Béu-
men nach Definition nicht aus, es muss jeder Baum beriicksichtigt werden:

Definition 5.2.1. Ein vollstindiger Schnitt eines n-Tupels (t1,...,t,) von Béumen ist
ein Schnitt C C (domy, .. 4, ) dieses Tupels und enthélt genau einen Knoten eines jeden
Pfades von einer Wurzel zu einem Blatt der Béume ¢, ..., t,.

Die Instantiierungsfunktion I : ¥V — N? vergibt in Berechnungsschritt i des Automaten
die Instanznummer ¢ an Variablen aus EVar. Wir nutzen die Menge EVar auch hier
zusammen mit der Spracherweiterung nach Definition 1.1

Definition 5.2.2. Ein transitions-synchronisierter Baumautomat auf n-Tupeln von un-
beschriinkt verzweigten Biumen ist ein Tupel A = (Q, Var, X, A, F) mit:

e () ist eine endliche Menge von Zustéanden;

e Var ist eine endliche Menge von Instanzvariablen;
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Co: V1 yeeey VU, val,...,vej,vg;l,...,v$j,,vn1,...,vnj,,
/N /N

Ci: vir - Ul ey Vi1 -+ Ukry vgl,...,vaj,v&,...,v$j,,vn1,...,vnj,,

Abbildung 5.5: Vollstandige Schnitte C; und Cs eines Konfigurationsiiberganges

e Y ist ein Beschriftungsalphabet;
e [ C (Q ist eine Menge von Endzustéinden;

e A ist eine Transitionsrelation mit

A C ([ U ((Reg(Qx Var) xEx@Qx Var) U (Qx Varx{e}xQx Var))T] U{$}>n.

reNt

Eine Konfiguration c ist gegeben durch ¢ : C — @ x Var, sodass jedem Knoten aus einem
vollstandigen Schnitt C ein Zustand und eine Instanzvariable zugeordnet sind. Variablen
werden durch die Instantiierungsfunktion I auf eine natiirliche Zahl abgebildet.

Der Automat 2 fiihrt einen Berechnungsschritt auf einem Tupel (¢4, ...,¢,) von un-
beschriankt verzweigten Bdumen zwischen zwei Konfigurationen ¢ : C; — @ x Var und
d:Cy — Q x Var durch, wenn es ein geeignetes Transitionstupel 6 € A gibt und gilt:

e Cy enthélt Knoten v1,...,v;, die Elternknoten von Knoten vi1,..., v, aus Ci
sind. Die vy, ..., v werden durch Ausfiithren normaler Transitionen in Abhéngigkeit
von ihren Kindern erreicht.

e C; und C; enthalten Knoten v, , ..., ve;, auf die e-Transitionen mit Zustandswech-
sel angewendet werden.

e Cj und C; enthalten Knoten vg,, ..., vg , aus Baumen, fiir die in § (") §-Transitionen
J
definiert sind.

e C; und Cy enthalten Knoten v,,,...,v, ,, fiir die keine $-Transitionen definiert
sind und keine Aktion durchgefiihrt werden soll.

Die beiden vollstéindigen Schnitte C'; und Cs sind in Abbildung dargestellt. Die
Bedingungen lauten formalisiert:

o C] = {1}11,...,vkrk,val,...,Ugj,v&,...,v$]_,,vn1,...,vnj,,}
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o (9 = (01 \ {’l}n,...,vkrk}) U {Ul,. . .,’Uk}

o In 6 = ([0115 501, sy [Onyy 300, 1) € Ay > 1,1 < i <mgibt es
— k Transitionen (Ly, val(v1), (q1,0)),. .., (Lk, val(vy), (gr,0)) aus 67 mit L; €
Reg(Q x Var),1 <i<k,o€ Var,q,,...,q € Q und

— j e-Transitionen ((¢-1,1),€, (44,0)), - (g, hy), €, (.1, 0)) aus 6 und

— m/ < m $-Transitionen aus 6§, die keine Aktion ausfiihren,

und es gilt k, j,m > 0, k47 > 1. Damit wird mindestens ein neuer Zustand erreicht.

Die Konfiguration ¢ bildet die Knoten v11,..., vk, auf Zusténde qi1,..., g, ab. Die-
se Zustdnde bilden zusammen mit ihren zugehorigen Variablen fiir alle i € (1,...,k)
geeignete Worter w; iiber @ x EVar mit

w; = (¢i1,01) - - - (Qiry» Oir;) € ext(Ly;)

und es existiert eine geeignete Instantiierung der Variablen aus EVar, sodass alle Kno-
ten aus Ci, die auf Zustéinde abgebildet werden, welche mit derselben Instanznummer
kombiniert sind, entweder vollstandig durch Transitionen verlassen werden oder nicht.
Sei dazu fiir n € N:

A, ={vedom, 4, |cn:v—(¢,n), ¢ € Q beliebig}
und es gilt fiir alle n:
An g {vllu'--vvkrk7v€17'"7U€j} <:>Anm{U$17---aU$],/7'Un17-'-a'Unju} = Q) .

In einer Startkonfiguration co : ) — @Q x Var wird der leere vollstindige Schnitt auf
Zustdnde mit Instanzvariablen abgebildet, es wird also ein Transitionstupel mit Transi-
tionen nur aus % X @ x Var genutzt. Eine Konfiguration ¢ : C — @ x N ist akzeptierend,

genau dann, wenn

e C die Menge der Wurzeln aller Eingabebdume (t1,...,t,) ist, und

e cs ein Transitionstupel 6(™ ohne $-Transitionen gibt, sodass mit genau diesem Tu-
pel ein Ubergang in Konfiguration ¢ méglich ist, und alle Knoten aus C in gleicher
Instanz ausschlielich auf einen akzeptierenden Zustand abgebildet werden.

FEin Lauf ist eine Folge von Konfigurationen, die durch ein Tupel von Bdumen dargestellt
wird. Die Baume dieses Tupels sind mit Zustéinden des Automaten und den zugehorigen
Instanznummern beschriftet. Die Baume werden mit Symbolen des Alphabetes Q x Var
beschriftet. Ein akzeptierender Lauf endet mit einer akzeptierenden Konfiguration.
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Abbildung 5.6: (i) Tupel (t1,t2) € R, (i) Lauf von 91%71) auf (t1,t2)

Wir geben nun ein vollstdndiges Beispiel fiir einen solchen Automaten und seinen Lauf
auf einem Eingabetupel an.

Beispiel 5.2.2. Sei ngn) = (@, Var,X, A, F') ein transitions-synchronisierter Baumau-
tomat auf 2-Tupeln von Bidumen mit:

* Q= {0, qc:qc1>qd, G}

o Var={i}

¥ ={a,b,c,d,e}

F = {q4}

A={([(a,(ga; 7)), (b (g,9) ], $),
( $ ’ [ (CL, (qaai))7(ba (Qbai)) ] )7
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(Qaaz)*(QbaZ) (qCu )) ] [ ((Qaai)*(Qbai)*>c7 (qcl7i)) ] )7

¢ (g 1) |5 [ (¢, (ge:2)) ),

)) 1, [(d,(qa,9)) 1),

’ 7<Qe7 )) ] ) [(( daZ)7ev (QGa ) ] )7

(QCai)*(q€7i)7 7(Qd7Z))] ) [((QC17 )(QCvi)*(Qeai)vdv (Qdai))] )

—_~ N N N/
Y
—
=
U
.

}

Der Automat ng") definiert die unbeschréinkt verzweigte Baumrelation R aus
Beispiel In Abbildung ist (7) ein Tupel (t1,t2) € R dargestellt sowie (i7) ein
(n)

akzeptierender Lauf von ;" auf diesem Tupel.

5.2.1 Aquivalenz zu asynchronen Baumautomaten

In diesem Abschnitt wird die Aquivalenz der asynchronen unbeschrinkt verzweigten
Baumautomaten nach Definition und den hier vorgestellten transitions-synchro-
nisierten Baumautomaten gezeigt. Die Aquivalenz impliziert, dass wir mit diesen Au-
tomaten einen weiteren Formalismus zur Definition der Klasse uRat von unbeschrankt
verzweigten Baumrelationen bereitstellen.

In dem hier vorgestellten Beweis wird der Nichtdeterminismus beider Automatenmo-
delle genutzt, um fiir einen gegebenen Automaten des einen Modells jeweils einen des
anderen zu konstruieren, der genau die gleiche Relation erkennt. Wir werden die Menge
aller Permutationen einer gegebenen Menge bendtigen, die wir zunéichst definieren.

Definition 5.2.3. Die Menge aller Permutationen ohne Wiederholungen einer n-ele-
mentigen Menge A,, = {aq,...,ay,} ist die Menge aller n-Tupel, in denen jedes Element
aus A, genau einmal auftritt. Diese Menge ist mit S|4, bezeichnet.

Satz 5.2.1. Asynchrone unbeschrinkt verzweigte Baumautomaten und transitions-syn-
chronisierte Baumautomaten sind gleich mdchtig.

Beweis. Wir werden beide Richtungen des Beweises zeigen.

Lemma 5.2.1. Fiir jeden asynchronen unbeschrinkt verzweigten Baumautomaten 2™
gibt es einen transitions-synchronisierten Baumautomaten B sodass

REAM) = R(BM) .

Beweis. Sei ein asynchroner Baumautomat gegeben durch 2™ =
(91, Q1, Var, 21, Ay, F1). Wir konstruieren dazu einen transitions-synchronisierten Bau-
mautomaten B = (Qa, Vary, Xg, Ag, Fy) mit
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°® Q=0

o Vary = Var

o Yo =3,

e ={qlgeqarage P}

Die Menge As von Transitionstupeln muss analog zu den Makrozustinden aus 1 kon-
struiert werden, da durch die Transitionstupel die Synchronisation zwischen verschiede-
nen Elementen der Eingabe stattfindet.

Um die Struktur eines Eingabetupels zu determinieren, wird zunéchst fiir alle End-
makrozusténde q; € Fi mit qf = (q1,...,¢,) die Menge Aq, aller Mengen von Transi-
tionen {41, ...,d,} berechnet, mit denen die Zusténde qi, . .., g, erreicht werden kénnen:

Aqf: {{61,...,0n} | &;i € Reg(Q1 x Vary) x X1 x {q;} x Vary,
1<1<n

}

Mit allen Transitionen miissen die neuen Endzusténde {q1,...,¢,} zusammen mit der-
selben Instanzvariablen erreicht werden, daher werden alle Transitionen so abgeéndert,
dass fiir ein festes j € Vary gilt:

Altlf = {{(51,,(571}’ (51 €R€g(Q1 X Varl) X 21 X {Qz} X {]},
1<i:<n

}

Die Reihenfolge dieser Transitionen in einem Transitionstupel ist durch den Endmakro-
zustand zwingend festgelegt, daher wird fiir jede Menge {61,...,d,} € A; ; eine Menge

A .6} gebildet, die alle giiltigen n-Tupel von Transitionen 4y, ..., d, enthilt.

qf7{51,~
AQf7{51,--~,5n} = { (51, s ,5n) | {51, .. ,5n} (S A;f} .

Damit sind alle Transitionstupel, mit denen akzeptierende Konfigurationen erreicht wer-
den koénnen, analog zu den Endmakrozustéinden konstruiert.

Fiir jeden Makrozustand q = (q1,. .., ¢n) € Q1 \ F1 mit m € N miissen alle Transitio-
nen aus Aq, mit denen die g; € q erreicht werden koénnen, so zu m-elementigen Mengen
zusammengefasst werden, dass mit den Transitionen einer Menge jeweils genau die Zu-
sténde q1, . . ., ¢ kombiniert mit derselben Instanzvariablen erreicht werden konnen. Aus
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diesen Tupeln werden alle moglichen Permutationen von inneren und dufleren Transitio-
nen zusammen mit der notigen Anzahl an $-Transitionen gebildet, dadurch stehen alle
Moglichkeiten fiir einen Transitionsiibergang zur Verfiigung. Der resultierende Automat
“rét” nichtdeterministisch die richtigen Transitionstupel und kann nur eine akzeptierende
Konfiguration entsprechend den n-elementigen Endmakrozustinden erreichen. Zun#chst
wird fiir jeden Makrozustand q = (¢1, ..., ¢mn) die Menge A4 aller Mengen {d1,...,0m}
von Transitionen berechnet, mit denen jeweils genau die Zustédnde qy,..., g, erreicht
werden konnen:

Ag= {{01,...,0m} | 9 € Reg(Q1 x Vary) x ¥1 x {g;} x Vary,
1<i:<m

}

Mit allen Transitionen miissen die Zusténde {qi,...,q,} zusammen mit derselben In-
stanzvariablen erreicht werden, daher werden alle Transitionen so abgeéindert, dass fiir
ein festes j € Vary gilt:

A/q = {{51,,(5»,”} ’ 52 S Reg(Q1 X VCLT’l) X 21 X {Qz} X {j},
1<:<m

}

Fiir jede Menge {01,...,0m} € A/q wird eine Menge Ay ¢5, 5,3 gebildet, die alle giiltigen
n-Tupel von Transitionstupeln mit den Transitionen 41, ..., d,, enthélt.

Aq,{<51,...,5m} = {(317 cee Sn) ’ Si € S|Pi"
pi € P({01,.--,0m}) U{{8}}
U\ 18} = 1.0},
piNpj =0,
1<i,j<n}.

Ein Tupelelement s; ist eine Permutation der Menge p;, also wieder ein Tupel. Die p; sind
disjunkte Teilmengen der Menge {01, ..., d,} oder p; = {$}. Die Vereinigung der p; ohne
{$} entspricht genau der Menge {01,...,0,}. Jedes J; tritt in einem Tupel (s1, ..., Sy)
genau einmal auf.
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Die Menge A ist die Vereinigung aller Mengen A (5, 5,3 und aller Mengen

Ay (61,60}

Ay = U U Aq,{él,...,ém}

A€ {51,...,5m}EA,

U U U Aqf,{(sl,...,(sn}

IEFL {51, 00} €AY,

Damit ist die Konstruktion abgeschlossen. Es kann gezeigt werden, dass jedes Einga-
betupel ¢ = (t1,...,t,), das von einem asynchronen Baumautomaten 2 akzeptiert
wird, genau von dem hier konstruierten transitions-synchronisierten Baumautomaten 8
akzeptiert wird. Dazu muss der Lauf von 2 auf ¢ mit % simuliert werden. 2 erreicht
in jedem Berechnungsschritt genau einen Makrozustand in gleicher Instanz mit einer
bestimmten Menge von Transitionen. Da fiir 98B in A, fiir jeden Makrozustand des Auto-
maten 2 alle moglichen Kombinationen von Transitionstupeln, mit deren Transitionen
genau die Zustinde des Makrozustandes erreichbar sind, zur Verfiigung stehen, kann
jeder mogliche Berechnungsschritt von 2 auch fiir B ausgefiihrt werden. Ein Lauf von A
ist akzeptierend, wenn er in einer akzeptierenden Konfiguration endet, die Wurzeln der
Bédume also in gleicher Instanz auf genau einen Endmakrozustand abgebildet werden.
In B werden dann genau die Transitionen, mit denen die Endmakrozustédnde erreicht
werden, angewandt, und zwar in einem Transitionstupel, das genau die Zustdnde des
entsprechenden Makrozustandes aus 2 erreicht.

B akzeptiert damit genau die Tupel von Badumen, die von 2 akzeptiert wird. ]

Lemma 5.2.2. Fiir jeden transitions-synchronisierten Baumautomaten U™ gibt es
einen asynchronen unbeschrinkt verzweigten Baumautomaten B | sodass R(Ql(”)) =
R(B™M).

Beweis. Sei ein transitions-synchronisierter Baumautomat gegeben durch
m) — (Q1, Vary, 31, Aq, Fy). Wir konstruieren dazu einen asynchronen unbeschrénkt
verzweigten Baumautomaten B = (Q,, Qq, Vary, Xa, Ao, Fy) mit

e Vary = Van
o X =13,

Die Makrozustinde aus o miissen dabei analog zu den Transitionstupeln des Automa-
ten 2 gebildet werden; die Transitionen aus Ay entsprechen denen der Tupel aus Aj.
Dabei miissen zunéchst die Transitionstupel beachtet werden, mit denen eine akzeptie-
rende Konfiguration erreichbar ist, da diese genau die n-elementigen Endmakrozustande
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des asynchronen Baumautomaten festlegen. Sei dazu Ay C A; die Menge solcher Tran-

sitionstupel.
A= {8, b)) €A] Vi
di € (Reg(Q x Var) x ¥ x F x Var)
U Q@ x Varx{e} x F x Var,
1<1<n
}

Fiir alle (5;”) = ([61],...,[0n]) € Ay wird ein Endmakrozustand erzeugt. Seien dazu
q1,---,qn die Zustinde, die mit den Transitionen aus 6;") erreichbar sind. Es wird ein
Zustandstupel

qf:(qla’qM)

gebildet, dass allerdings diesem Zeitpunkt noch kein giiltiger Endmakrozustand sein
muss, da die mit einem Transitionstupel erreichten Zusténde im Allgemeinen nicht paar-
weise verschieden sein miissen. Am Ende der Konstruktion wird daher eine Umbenen-
nung vorgenommen. Das Tupel q; wird zu F» und zu Qo hinzugefiigt. Die Transitionen
01y ...,0, werden zu Ag hinzugefiigt.

Zu jedem Transitionstupel 6 ¢ Ay wird ein Makrozustand wie folgt erzeugt:

Fiir die normalen Transitionen und e-Transitionen 61, ..., J,, eines Transitionstupels
6 e Ay existieren Zustéinde qi, ..., ¢n aus Q1 und ein j € Var; sodass:

0; C (Reg(@Q1 x Vary) x X x {q;} x{j}) U (Q1 x Varx {e} x {q:} x {j})

mit 1 < 4 < m. $-Transitionen sind nicht von Bedeutung. Fiir die d1,...,d,, wird ein
Zustandstupel

q:(éha---an)

gebildet. Auch hier muss q zu diesem Zeitpunkt noch kein giiltiger Makrozustand sein.
Das Tupel q wird zu Qo hinzugefiigt und die Transitionen 61,...,d,, werden zu Ay
hinzugefiigt. Die so entstandene Menge von Zustandstupeln wird anschlieffend in eine
Menge von korrekten Makrozustéinden umgewandelt. Dazu nutzen wir eine der Spra-
cherweiterung ext nach Definition [5.1.] #hnliche Umbenennungsfunktion f, die doppelt
auftretende Zustidnde in einem Zustandstupel eindeutig benennt.

Definition 5.2.4. Sei (q1, ..., qn) ein Tupel von Zustinden aus der Menge Q. Die Um-
benennungsfunktion f : Q™ — Q™ ordnet einem Zustand ¢; in seinem j-ten Auftreten
in (q1,...,qm) den Index j zu.
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Die Umbenennungsfunktion wird auf alle Tupel angewandt, wir erhalten eine Menge
9, von giiltigen Makrozustéinden:

Q={q =(q1,--,qm) | 4 = f(q),q € Qa}

Die Menge Qs ist definiert durch Q> = {q¢ | ¢ € q,q € Q,}. Die Umbenennung wird
ebenfalls auf die Menge F5 angewendet, man erhélt ]-'é.

War ein Zustand g vor der Umbenennung i-mal in einem Tupel enthalten, sind fiir
diesen Zustand 7 Zustinde ¢, ..., entstanden. Wir betrachten die Transitionen § =
(L,a,(p,i)) € Ay, in denen g entweder erreicht wird oder in der Sprache der Transition
definiert ist:

e a€dy 1€ Var
e Erster Fall: Fiir den reguléiren Ausdruck L € Reg(Q x Var) gilt: |[L|, > 1
e Zweiter Fall: p = q.

In beiden Féllen werden ¢ Kopien der Transition zu Ao hinzugefiigt, in denen ¢ jeweils
durch einen der Zusténde qq, ..., q; ersetzt wird. Damit steht grundsétzlich jede vorher
gegebene Moglichkeit, ¢ zu erreichen oder zu verlassen, zur Verfiigung.

Mit B = (QIQ, Q-, Var, A,]-"/) ist die Konstruktion des asynchronen unbeschrénkt
verzweigten Baumautomaten abgeschlossen.

Der resultierende Automat3 kann jeden Lauf des Automaten 2 simulieren, da alle
Transitionen eines Transitionstupels zur Verfiigung stehen. Wenn mit 2 ein Transiti-

onstupel (d1,...,d,) ausgefithrt wird und mit den Transitionen die Zusténde qi, ..., Gmn
erreicht werden, kann mit 8B genau ein Makrozustand (qi, .. ., ¢y ) mit den - gegebenen-
falls abgeédnderten - Transitionen des Transitionstupels erreicht werden. O

Mit Lemma [5.2.2) und Lemma B.2.T] folgt direkt Satz 5211 O

5.2.2 Entscheidungsprobleme

Aus der Gleichméchtigkeit der transitions-synchronisierten Baumautomaten und der
asynchronen Baumautomaten nach Satz (2.7 folgt direkt die Unentscheidbarkeit der
folgenden Probleme.

Korollar 5.2.1. Fir zwei transitions-synchronisierte Baumautomaten ngn) und ngn) ist
es im Allgemeinen unentscheidbar, ob

e REAM)NREAM) =0
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o REA) C REAY)
o REA) =R@A)
° R(Q[gn)):']—g X oo, XTE .

Auch die Entscheidbarkeit des Nichtleerheitsproblems folgt unmittelbar aus der Ent-
scheidbarkeit fiir asynchrone Baumautomaten. Wir geben hier dennoch einen Algorith-
mus an, der fiir einen gegebenen transitions-synchronisierten Baumautomaten das Pro-
blem entscheidet, da wir Abwandlungen dieses Algorithmus fiir Baumrelationen mit
Anzahlbedingungen nutzen werden.

Satz 5.2.2. Das Nichtleerheitsproblem fiir transitions-synchronisierte Baumautomaten
1st entscheidbar.

Beweis. Mit einem Transitionstupel kann eine akzeptierende Konfiguration eines transi-
tions-synchronisierten Baumautomaten 2™ = (Q, Var,3, A, F) erreicht werden genau
dann,

e wenn es keine $-Transitionen enthélt und
e mit seinen Transitionen nur akzeptierende Zustédnde erreichbar sind.

Es wird eine Menge Ay bestehend aus allen Transitionstupeln, die den oben genannten
Bedingungen geniigen, berechnet:

Ap={([01ys-- 501, L, [Onys o3 0n,, ) €A Jdie Var:Vj:
dj, € (Reg(Q x Var) x ¥ x F' x Var)
U Qx Varx {e} x F x Var
1<j<n,rj=z1, 1<j<r;

}

In dem folgenden Algorithmus bezeichnet die Menge T} die Menge aller ausfithrbaren
Transitionstupel zum Iterationszeitpunkt h und die Menge Ej; die Menge der mit den
Transitionstupeln erreichbaren Zusténde zu diesem Zeitpunkt.

IF Ay =0 RETURN ,leer“

EO = @

TO = @

h:=0

REPEAT
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h:=h+1
IF , Transitionstupel 6 = ([5y,,. .. 201, s e v oy [Onys ey Ony [ € A

ist in Abhéngigkeit von Ej_1 ausfithrbar.«
THEN
Ty, =T, 1 U {5(n)}
IF T, N Ay # () RETURN ,nicht leer*
ELSE Ej, :=E,_1U{(¢,i) € Q x Var]|
35;, € 60 1§, € Reg(Q x Var) x ¥ x {¢} x {i},1 <j <n,k>1}
UNTIL E), = Ej,_,

RETURN ,leer*
Ein Transitionstupel (" ist in Abhéingigkeit von einer Menge £ C Q x Var ausfiihr-
bar genau dann, wenn es fiir jeden in den Transitionen d1,,...,01, ,...,0ny,--,0n,,

definierten reguldren Ausdruck ein w iiber der Menge E gibt, sodass w in der Sprache
des Ausdruckes liegt, zudem miissen mit einem Transitionstupel vorher erreichte Zu-
stédnde immer zusammen verwendet werden. Sei dazu qy, ..., ¢, die Folge der Zustén-
de, die mit einem Transitionstupel 5l(n) erreicht werden, das in Iteration [ der Menge
T; hinzugefiigt wurde. Um auszudriicken, dass fiir jeden der Zustinde q1,...,q, alle
anderen genau einmal verwendet werden miissen, berechnen wir nach Satz eine
Presburger-Formel ¢;, die das Parikh-Bild der Sprache (¢j ... @¢n)* beschreibt.

In Iteration h wird iiberpriift, ob ein Transitionstupel

(Slgn) = ([5117 . ,(51r1], RN [(57117 . ,6717."])
der Menge T} hinzugefiigt werden kann. Seien Ly,,..., Ly, alle in den Transitionen

durch regulidre Ausdriicke definierte Sprachen. ¢, bezeichne eine Presburger-Formel, die
das Parikh-Bild der Sprache Ly, .. .- Ly, , der Konkatenation dieser Sprachen, beschreibt.
Insgesamt muss in Iteration h die Formel

O AN AN - |

erfiillbar sein, damit das Tupel 6™ in Abhiingigkeit der bisher erreichten Zustinde aus-
fithrbar ist. Die Erfiillbarkeit der auftretenden Presburger-Formeln ist nach Satz
entscheidbar.

O

5.3 Transitions-Separierte Baumrelationen

Wie wir in Kapitel BT festgestellt haben, entsprechen einstellige Relationen der Klasse
uRat; im Allgemeinen nicht den reguliren Baumsprachen, wahrend einstellige rationale
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Wortrelationen genau regulédre Wortsprachen sind. Die Nicht-Regularitét ist darin be-
griindet, dass die beiden Automatenmodelle, durch die die unbeschrinkt verzweigten
Baumrelationen definiert sind, die Synchronisation innerhalb ein und desselben Baumes
erlauben. Wir werden hier die Baumautomaten mit synchronisierten Transitionen nach
Definition so einschrénken, dass dies nicht mehr moglich ist, und erhalten eine
Teilklasse von uRat, die transitions-separierten Relationen tber unbeschrinkt verzweig-
ten Baumen. Wir nennen diese Klasse SepuRat.

Definition 5.3.1. Ein transitions-separierter Baumautomat auf n-Tupeln von unbe-
schrinkt verzweigten Béumen ist ein Tupel 24 = (Q, Var, ¥, A, F) mit:

e () ist eine endliche Menge von Zusténden;

e Varist eine endliche Menge von Instanzvariablen;

> ist ein Beschriftungsalphabet;

F C Q ist eine Menge von Endzustéinden;

e A ist eine Transitionsrelation mit

A C ( [(Reg(Qx Var) X ¥ x @ X Var)] u{$} U [(QX Varx {e} x @ x Var)] )n

Der Automat 2 fiihrt einen Berechnungsschritt auf einem Tupel (t1,...,%,) zwischen
zwel Konfigurationen ¢; : C; — Q@ X N und ¢2 : Co — @ x N fiir zwei vollsténdige Schnitte
C1,Cy (Abbildung B3] durch, wenn die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind.

o C1 :{1}11,...,’U]Wk,vsl,...,Ugj,v$1,...,v$j/}

o (h = (Cl \ {’U11, . 7Uk:rk}) U {Ul, . ,’Uk}
e Es existiert ein geeignetes Transitionstupel 6" = (61, ..., 6,) mit

— k Transitionen (L1, val(v1), (q1,0)),. .., (Lk, val(vy), (qr,0)) aus 67 mit L; €
Reg(Q x Var),1 <i<k,o€ Var,q1,...,q € Q und

— j e-Transitionen ((g,, h1),¢, (qgfl,o)), s ((gey, 1), e, (qs;,o)) aus 6™ und

— m $-Transitionen aus 6, die keine Aktion ausfiihren,

und es gilt k,5,m <0,k+j > 1,k+j+m =mn. Firallei € (1,...,k) existieren
Worter w; iiber Q) x E Var mit

w; = (¢i1,0i1) - - - (Qiry > 0ir;) € ext(Ly)
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und es existieren geeignete Variablen und deren Instantiierung wie in Definiti-
on (.2.2] Startkonfiguration, Lauf und Akzeptierbedingung sind ebenfalls wie fiir
transitions-synchronisierte Automaten definiert.

Wir definieren die transitions-separierten Baumrelationen durch dieses Automaten-
modell:

Definition 5.3.2. Eine Relation tiber unbeschriankt verzweigten Baumen gehort zu der
Klasse SepuRat genau dann, wenn sie von einem transitions-separierten Baumautomaten
erkannt wird.

Satz 5.3.1. Die Klasse SepuRat, entspricht der Klasse der reguldren unbeschrdnkt ver-
zweigten Baumsprachen.

Beweis. Die reguldren Baumsprachen sind definiert durch unbeschrankt verzweigte Bau-
mautomaten nach Definition 234 und die Klasse SepuRat; durch transitions-separierte
Baumautomaten auf 1-Tupeln von Baumen. Es ist also zu zeigen, dass diese beiden
Modelle gleich méchtig sind, wenn nur einstellige Relationen zugelassen sind.

Lemma 5.3.1. Fliir jeden unbeschrdinkt verzweigten Baumautomaten A gibt es einen
transitions-separierten Baumautomaten BY) | sodass t € T(A) = (t) € R(BW).

Sei A = (Q1,%, A1, F1) gegeben. Wir konstruieren einen transitions-separierten Bau-
mautomaten B = (Qy, Vary, ¥, Ay, Fy) mit

* Q2 =Qr,
o Vary = {i},
o [Hh=F

o ([L2,a,(q,i)]) € Ay < (L1,a,q) € Ay mit
— Ly € Reg(Q1 x Vary), Ly € Reg(Q2),

— Lo wird aus Ly gebildet, indem in dem reguldren Ausdruck L, fiir alle ¢ € Q1
der Zustand g durch (g, 1) ersetzt wird.

Der Automat B enthilt nur 1-Tupel von Transitionen, also wird auch nur eine Transiti-
on pro Berechnungsschritt ausgefiihrt. Fiir jede Transition (L1, a, q) € Reg(Q1)x X1 X Q1,
die fiir einen Lauf des Automaten 2 ausgefiihrt wird, kann Automat B ein Transitions-
tupel ([(L2,a, (q,7))]) € Reg(Qa x Vary) x ¥a x Q2 x Var ausfithren. Die Synchronisation
durch die Instanzvariablen hat keine Bedeutung, da keine mehr-elementigen Transitions-
tupel vorliegen.
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Lemma 5.3.2. Fir jeden transitions-separierten Baumautomaten B gibt es einen
unbeschrinkt verzweigten Baumautomaten 2, sodass (t) € R(BW) =t € T(A).

Beweis. Sei B(1) = (Q1, Var; 3, A1, F1) gegeben. Konstruiere A = (Q2, X, Ay, Fy) mit

o Q1 = Qo,
o F1=1F

i ((L27a7 Q)) €Ay & ([(Ll,a, ((], Z))D € A1 mit
— Lo € Reg(Q2 x Vary), Ly € Reg(Q1),

— Lo wird aus L; gebildet, indem in dem reguliren Ausdruck L; fiir alle (¢, 1) €
Q1 x Var der Zustand (q,7) durch ¢ ersetzt wird.

Da die Instanznummernvergabe fiir Automat B keine Bedeutung hat, kann jeder Lauf

von B auch mit 2 durchgefiihrt werden. O

Da unbeschrinkt verzweigte Baumautomaten und unbeschrinkt verzweigte Baumau-
tomaten mit synchronisierten Transitionen fiir 1-Tupel von Biumen nach Lemma [5.3.7]

und Lemma gleich méchtig sind, folgt Satz B.3.11
O



Kapitel 6
Baumrelationen mit Anzahlbedingungen

In diesem Kapitel werden die beiden zentralen Konzepte dieser Arbeit, Anzahlbedingun-
gen fiir Baume und rationale Baumrelationen, zusammengefiithrt. Wir definieren Rela-
tionen von Baumsprachen, sodass an die einzelnen Sprachen Anzahlbedingungen gestellt
werden konnen, was zu neuen Klassen von Baumrelationen fiihrt.

Die in Kapitel vorgestellten transitions-synchronisierten Baumautomaten werden
hier durchgéingig als Definitionsgrundlage genutzt; wir kombinieren dieses Automaten-
modell dann mit allen in Kapitel B vorgestellten Arten des Z#hlens auf Baumen und
erhalten sowohl lokal oder global zéhlende, als auch auf Zustéinden der Automaten oder
auf Symbolen des Alphabets zihlende Automaten, die auf Tupeln von unbeschrinkt ver-
zweigten Baumen arbeiten. Wir werden diese Modelle vergleichen und eine Hierarchie
der entstanden Klassen von Baumrelationen mit Anzahlbedingungen angeben. Allgemein
werden in diesem Kapitel zdhlende transitions-synchronisierte Baumautomaten definiert.
Diese Automaten erkennen insgesamt die neue Klasse der zdhlenden Baumrelationen, die
wir mit Count — Rel bezeichnen. Wir schreiben Count — Rel,,, wenn explizit n-stellige
Relationen gemeint sind.

6.1 Lokale Anzahlbedingungen fiir Baumrelationen

Eine Baumrelation mit lokalen Anzahlbedingungen ist eine Relation von unbeschrankt
verzweigten Baumsprachen, wobei an die einzelnen Sprachen lokale Anzahlbedingungen
gemifl Kapitel 3] gestellt werden. Wir kombinieren dazu die transitions-synchronisierten
Baumautomaten nach Definition mit allen Automatenmodellen aus Kapitel

6.1.1 Presburger-Baumautomaten fiir Relationen

Die Presburger-Baumautomaten nach Definition [3.3.2] und Definition [3.3.3] arbeiten mit
Presburger-reguldren Ausdriicken iiber Zustinden des Automaten oder Symbolen des
Alphabets. Da reguléire Ausdriicke in den Transitionen der transitions-synchronisierten

81



82

Automaten iiber @@ x Var definiert sind, benotigen wir eine abgeédnderte Definition der
Presburger-regulidren Ausdriicke.

Definition 6.1.1. Ein Presburger-regulirer Ausdruck (PReg) iiber (Q x Var) ist die
Boolesche Kombination eines regulidren Ausdrucks iiber (¢ x Var) und Presburger For-
meln mit freien Variablen aus der Menge Yo = {y, | ¢ € @} oder mit freien Variablen
aus der Menge Yy, = {y, | a € ¥}

Nach Satz B3] sind Presburger-regulire Ausdriicke entscheidbar. Durch diese ab-
gednderte Definition wird die Entscheidbarkeit nicht beeinflusst, da die Beweisschritte
fiir diesen unter Vernachléssigung der Menge Var genauso durchgefiihrt werden konnen.

Korollar 6.1.1. FEs ist fiir einen Presburger-requldren Ausdruck v iber Q x Var ent-
scheidbar, ob es ein Wort w gibt, sodass w |= ¢.

Damit koénnen wir die transitions-synchronisierten Presburger-Baumautomaten defi-

nieren.

Definition 6.1.2. Ein lokal auf Zusténden zdhlender transitions-synchronisierter Pres-
burger-Baumautomat auf n-Tupeln von unbeschriankt verzweigten Béumen ist ein Tupel

A" = (Q, Var, L, A, F, &y, ..., ®,) mit:
e () ist eine endliche Menge von Zusténden;

e Varist eine endliche Menge von Instanzvariablen;

Y. ist ein Beschriftungsalphabet;

F C Q ist eine Menge von Endzustéinden;

A ist eine Transitionsrelation mit

A C ([ U ((PReg(Qx Var)xExQx Var) U (@ x Varx{e}xQx Var))r} U{$})n.

reN+

Die ®4,...,®, sind Mengen von Presburger-Formeln mit freien Variablen nur aus
Yo.

In dem i-ten Tupel von Transitionen eines Transitionstupels werden Presburger-Formeln
aus der Menge ®; mit 1 < ¢ < n verwendet. Dies gewéhrleistet eine eindeutige Zuordnung
der Formelmengen zu Bdumen eines Eingabetupels. Konfiguration ¢ und Instantiierungs-
funktion I sind wir in Definition definiert.
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Der Automat 2 fiihrt einen Berechnungsschritt auf einem Tupel (¢4, ...,t,) von un-
beschrankt verzweigten Bdumen zwischen zwei Konfigurationen ¢ : C; — @ x Var und
d: Cy — Q x Var durch, wenn es ein geeignetes Transitionstupel 8" und vollstindige
Schnitte Cy und Cy des Eingabetupels gibt, sodass:

e (q :{vll,...,vkrk,val,...,vgj,v&,...,v$‘/,vn1,...,vn]’,,}
J

o Oy = (Cr\{vit,- -, Ukr, }) U{v1, ... 0}
[ ] IH 5(71) = [(5117'"7517‘1)7"'7(6"7/17"‘75717‘”)] c A7TZ Z 17]_ Szgngibt es

— k Transitionen (Ly, val(vy1), (q1,0)), ..., (Lg, val(vy), (g, 0)) aus 60 mit L; €
PReg(Q x Var),1 <i<k,o€ Var,qi,,...,q € Q und

— j e-Transitionen ((ge,, h1),¢,(q.,0)),-- -, (g, hj), &, (g, 0)) aus 5™ und
1 i
— m/ < m $-Transitionen aus ("), die keine Aktion ausfiihren,
und es gilt k£, j,m > 0, k+j > 1. Damit wird mindestens ein neuer Zustand erreicht.

Die Konfiguration ¢ bildet die Knoten v11,..., vk, auf Zusténde qi1,...,grr, ab. Die-
se Zustdnde bilden zusammen mit ihren zugehorigen Variablen fiir alle i € (1,...,k)
geeignete Worter w; iiber QQ x EVar mit

w; = (gi1,0i1) - - - (Qiry > 0ir;) € ext(Ly;)

und es existiert eine geeignete Instantiierung, sodass alle Knoten aus Cy, die auf Zustén-
de abgebildet werden, welche mit derselben Instanznummer kombiniert sind, entweder
vollstandig durch Transitionen verlassen werden oder nicht. Sei dazu fiir n € N:

A, ={vedomy 1, |cn:v—(q,n),q€ Q beliebig}
und es gilt fiir alle n:
An g {Ulla---vvkrk7v617---77)6‘7'} <:>Anﬂ{’l)g;l,...,U$]_,,'Un1,...,'l)nj,,} = (Z) .

Startkonfiguration, akzeptierende Konfiguration und Lauf sind wie in Definition [6.1.2)
definiert.

Diese Automaten werden auch mit Anzahlbedingungen iiber den Symbolen des Ein-
gabealphabetes definiert.

Definition 6.1.3. Ein lokal auf Symbolen zihlender transitions-synchronisierter Pres-
burger-Baumautomat auf n-Tupeln von unbeschrankt verzweigten Béumen ist ein Tu-
pel A = (Q, Var,S, A, F,®,,...,®,) wie in Definition [.1.2, wobei die Presburger-
Formeln @4, ..., ®, nur freie Variablen aus der Menge Yy, mit Yy, = {a | a € ¥} haben.
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Mit diesen Automaten werden unter Vernachlédssigung der Anzahlbedingungen genau
die Relationen der Klasse uRat erkannt. Durch die Definition der Presburger-reguléren
Ausdriicke in den Transitionen werden Anzahlbedingungen an einzelne Biume eines
Eingabetupels gestellt. Die rationalen unbeschréinkt verzweigten Baumrelationen wer-
den dadurch erweitert; die hier vorgestellten Automaten definieren weitere Klassen von
Baumrelationen, die wir im Vergleich der Modelle genau eingrenzen werden.

6.1.2 Parikh-Baumautomaten fiir Relationen

Um die rationalen Baumrelationen um das Konzept des Parikh-Zdihlens zu erweitern,
benotigen wir zunichst abgednderte Definitionen der Parikh-Abbildung und des Parikh-
Wortautomaten, sodass Elemente aus () x Var ohne Beachtung der Menge Var abgebildet
werden.

Definition 6.1.4. Seien X x Var das kartesische Produkt eines endlichen Alphabetes X
und einer endlichen Variablenmenge Var und sei D eine nicht-leere Teilmenge von N"

fiir ein n € N.
Die ¥ x Var-Projektion W : (X x Var x D)* — (X x Var)* ist definiert durch

o U(a,i,d) := (a,4), fir (a,i,d) € X x Varx D
o U(uv):= U(u)W¥(v), fiir u,v € (X x Varx D)* .
Die erweiterte Parikh-Abbildung ® : (X x D)* — N" dber ¥ x Var ist definiert durch
e ®(a,i,d) :=d, fiir (a,i,d) € X x Varx D
o O(uv) := ®(u) + P(v), fir u,v € (¥ x D)* .

Definition 6.1.5. Ein Parikh-Automat iiber ¥ x Var der Dimension n > 1 ist ein
Paar (2, C) nach Definition [6.1.5, wobei der Automat 2 in einem Lauf die erweiterte
Parikh-Abbildung iiber ¥ x Var und die ¥ x Var-Projektion aus Definition nutzt.

Mit diesen Voraussetzungen definieren wir die Erweiterung des transitions-synchroni-
sierten um Parikh-Automaten in den Transitionen.

Definition 6.1.6. Ein lokal iiber Zustdnden zdhlender transitions-synchronisierter Pa-
rikh-Baumautomat auf n-Tupeln von unbeschrinkt verzweigten Badumen ist ein Tupel
A =(Q, Var, X, A, F,®,..., ®,) mit:

e () ist eine endliche Menge von Zusténden;

e Var ist eine endliche Menge von Instanzvariablen;
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>’ ist ein Beschriftungsalphabet;

F C @ ist eine Menge von Endzustéinden;

A ist eine Transitionsrelation mit

AQ([ U ((U D; x L xQx Var) U (Q x Varx {e} x Q x Var))r]u{$})n.

reNt =1

Die ®4,...,9, sind Mengen von Parikh-Wortautomaten iiber ) x Var fiir D €
N*'neN

In dem i-ten Tupel von Transitionen eines Transitionstupels werden Parikh-Automaten
aus der Menge ®; mit 1 < ¢ < n verwendet. Eine Konfiguration c, Instantiierungsfunktion
1, Startkonfiguration, akzeptierende Konfiguration und Lauf sind wie in Definition [6.1.2]
definiert.

Ein Berechnungsschritt auf einem Tupel (t1,...,%,) von unbeschrinkt verzweigten
Baumen zwischen zwei Konfigurationen ist ebenfalls analog definiert, nur miissen die
Kinder eines Knotens als Wort aufgefasst in der Sprache eines Parikh-Wortautomaten
aus einer der Mengen ®;,1 <17 < n sein.

Auch hier definieren wir Automaten, die auf Symbolen des Alphabets zdhlen.

Definition 6.1.7. Ein lokal auf Symbolen zéhlender transitions-synchronisierter Parikh-
Baumautomat auf n-Tupeln von unbeschrénkt verzweigten Béumen ist ein Tupel 2™ =
(Q, Var,X, A, F,®q,...,®,) wie in Definition [6.1.6] wobei die Parikh-Wortautomaten
Dy, ..., D, iber X x Varx D fiir D € N, n € N definiert sind.

6.1.3 Vergleich lokal zahlender Baumrelationen

Wir vergleichen hier fiir Baumrelationen die Konzepte des Presburger-Zéhlens und des
Parikh-Z#hlens. Offensichtlich ist, dass das Z#hlen auf Zustdnden von Automaten nicht
nur fiir Baumsprachen, sondern auch fiir Baumrelationen von groflerer Aussagekraft ist
als das Zahlen auf Symbolen des Alphabets. Es sei zur Erklirung auf das Beispiel fiir
Korollar verwiesen.

Korollar 6.1.2. Auf Symbolen zihlende transitions-synchronisierte Baumautomaten
sind 1m Allgemeinen von geringerer Ausdrucksstirke als solche, die auf Zustinden des
Automaten zihlen.
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Lemma 6.1.1. Fiir jeden transitions-synchronisierten Presburger-Baumautomaten 2™
gibt es einen transitions-synchronisierten Parikh-Baumautomaten B™ sodass

(t1,... tn) € RAM) & (t1,...,t,) € R(B™) .

Beweis. Sei ein transitions-synchronisierter Presburger-Baumautomat

A — (Q, Var,X, A, F, ®q,...,P,) gegeben. Konstruiere dazu einen transitions-syn-
chronisierten Parikh-Baumautomaten 8™ = (Q, Var, 2, A/, F, &), ..., ®). Die Zustands-
menge (), die Variablenmenge Var, das Alphabet 3 und die Endzustandsmenge F' werden
iibernommen. In jedem Transitionstupel

(5(”) = ([5117. . .,61r1],-~-7[5n17' . '76nrn])

aus A miissen die Presburger-reguliren Ausdriicke durch Parikh-Automaten ersetzt wer-
den. Dazu werden fiir alle 7 mit 1 < ¢ < n die Transitionen (5Z']. des 7-ten inneren Transi-
tionstupels ausgewahlt, fiir die gilt

0i. = (r,a,(q,0)) € PReg(Q x Var) x ¥ x Q x Var.

i
In jeder Transition wird der Presburger-reguldre Ausdruck r € PReg(Q) nach Lem-
ma B3] in disjunktive Normalform umgeformt. Es resultiert

r=r1ANe1V...VrpApy, meN.

Wir bilden fiir jeden regulidren Ausdruck 7 mit 1 < k < m einen nichtdeterministischen
endlichen Automaten Aj und bilden aus diesen Automaten den Vereinigungsautoma-
ten A; = |J, Ag. Fiir jede Formel ¢j berechnen wir nach Satz eine semi-lineare
Menge C}, und bilden die Menge C; = | J,, Ck. Wir ersetzen in der Transition (7, a, (g, 0))
den regulidren Ausdruck r durch den Parikh-Wortautomaten (A;, C;) und fiigen (A;, C;)
der Menge ®; hinzu. Nachdem diese Konstruktion fiir alle n inneren Transitionstupel
durchgefiihrt wurde, ist die Menge A’ fertig gestellt. Sie enthilt nur noch e-Transition,
$-Transitionen und Transitionen mit Parikh-Wortautomaten. Diese Automaten sind in
den zugehorigen Mengen @4, ..., P, enthalten. O

Auch fiir zihlende Baumrelationen gilt, dass fiir einen lokal zdhlenden Parikh-Auto-
maten ein dquivalenter, lokal zéhlender Presburger-Automat konstruiert werden kann.
Auf einen formalen Beweis wird hier verzichtet, es kann analog zu der oben stehenden
Konstruktion der Beweis von Groz [16] unter Beachtung der Transitionstupel angepasst
werden.
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Korollar 6.1.3. Fiir jeden transitions-synchronisierten Parikh-Baumautomaten B
gibt es einen transitions-synchronisierten Presburger-Baumautomaten U™ sodass

(t1, ... tn) € RAM) & (t1,... t,) € R(BM) .
Mit Lemma und Korollar formulieren wir den folgenden Satz.

Satz 6.1.1. Transitions-synchronisierte Presburger-Baumautomaten und transitions-
synchronisierte Parikh-Baumautomaten sind von gleicher Ausdrucksstirke.

6.1.4 Entscheidungsprobleme

Wir betrachten die Entscheidungsprobleme fiir transitions-synchronisierte Presburger-
Baumautomaten mit lokalen Anzahlbedingungen. Wir kénnen alle Eigenschaften analog
fiir Automaten mit Presburger-Bedingungen und Automaten mit Parikh-Automaten in
den Transitionen schliefen, da sowohl die iiber Symbolen zdhlenden als auch die iiber
Zustéinden zdhlenden Automaten jeweils gleich méchtig sind. Da alle Automaten eine
Erweiterung der transitions-synchronisierten Baumautomaten sind, folgen nach Korol-
lar B.2.1] sofort die Unentscheidbarkeiten.

Korollar 6.1.4. Fiir zwei transitions-synchronisierte Baumautomaten mit lokalen An-

(n)

zahlbedingungen Ay und ngn) ist es im Allgemeinen unentscheidbar, ob
o REAM) NREAM) =0
o RA™) c REAM)
e REA"™) =R
. R(ngn)):,]—g X...x Ty .

Satz 6.1.2. Das Nichtleerheitsproblem fiir transitions-synchronisierte Baumautomaten
mit lokalen Presburger Bedingungen ist entscheidbar.

Beweis. Um das Nichtleerheitsproblem zu entscheiden, erweitern wir den Algorithmus
fiir transitions-synchronisierte Baumautomaten aus Kapitel £.2.2] der Mengen von aus-
fithrbaren Transitionstupeln berechnet. Wir geben den Algorithmus auch hier vollsténdig
an.

Mit einem Transitionstupel kann eine akzeptierende Konfiguration eines transitions-
synchronisierten Presburger-Baumautomaten 2™ = (Q, Var, X, A, F,®y,...,®,) er-
reicht werden genau dann,
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e wenn es keine $-Transitionen enthilt und
e mit seinen Transitionen nur akzeptierende Zustdnde erreichbar sind.

Es wird eine Menge A bestehend aus allen Transitionstupeln, die den oben genannten

Bedingungen geniigen, berechnet:

Ap = {01501, 5 [Onyso ooy 0n, ) €A Fi€ Var:Vj:
dj, € (PReg(Q x Var) x ¥ x F x Var)
UQ x Varx{e} x F x Var
1<ij<nr;>21,1<j<rj

}

Die Menge T}, bezeichnet die Menge aller ausfithrbaren Transitionstupel zum Iterations-
zeitpunkt h und Ej die Menge der mit den Transitionstupeln erreichbaren Zusténde zu
diesem Zeitpunkt.

h:=h+1
IF , Transitionstupel 6 = ([5y,,. .. 201, 5o v oy [Onys ey On, 1)) € A
ist in Abhéngigkeit von Ej_1 ausfithrbar.*
THEN
Ty =Ty 1 U {5(n)}
IF T, N Ay # () RETURN ,nicht leer*
ELSE Ej, := E;_1U{(q,i) € Q x Var|
305, € 60 1§, € PReg(Q x Var) x ¥ x {q} x {i},1 <j <n,k>1}
UNTIL E), = Ej,_,
RETURN ,leer«

Ein Transitionstupel (" ist in Abhingigkeit von einer Menge £ C Q x Var ausfiihr-
bar genau dann, wenn es fiir jeden in den Transitionen aus 6™ definierten Presburger-
reguléren Ausdruck ein Wort w iiber der Menge E gibt, sodass w diesen Ausdruck erfiillt.
Formal muss gelten:

Vo, = (T, aj,, (¢,0)) : Jw € PReg(E) : w =1j,,1 <j<mn,k>1.
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Dies ist nach Korollar [6.1.1] entscheidbar.
Die vorher mit ein und demselben Transitionstupel erreichten Zustéinde miissen immer
gemeinsam in gleicher Anzahl oder gar nicht ausgefiihrt werden. Sei dazu ¢, . .., ¢, die

)

Folge der Zusténde, die mit dem Transitionstupel Sl(n erreicht werden, das in Iterati-
on [ der Menge T; hinzugefiigt wurde. Um auszudriicken, dass fiir jeden der Zusténde
qi,---,qm alle anderen genau einmal verwendet werden miissen, berechnen wir nach
Satz eine Presburger-Formel ;, die das Parikh-Bild der Sprache (qi...¢n)* be-
schreibt.
In Iteration h wird iiberpriift, ob ein Transitionstupel

5](:) = ([01,5+ 501, ]+ s [0nyy - -+, On,, ]) der Menge T} hinzugefiigt werden kann. Sei-
en ri,,...,ry, alle in den Transitionen definierten Presburger-reguléren Ausdriicke. ¢,
bezeichne eine Presburger-Formel, die das Parikh-Bild von rq, - ... 7, , der Konkate-
nation aller Presburger-reguldren Ausdriicke, beschreibt. Insgesamt muss in Iteration A
die Formel

er NP1 App

erfiillbar sein, damit das Tupel 6 in Abhiingigkeit der bisher erreichten Zustinde aus-
fiihrbar ist. Die Erfiillbarkeit der auftretenden Presburger Formeln ist nach Satz
entscheidbar. O

6.2 Globale Anzahl-Bedingungen fiir Baumrelationen

Die lokal zidhlenden Automatenmodelle des vorangegangenen Kapitels werden nun um
globale Anzahlbedingungen erweitert. Dabei werden wir die Konzepte von global zéh-
lenden Baumautomaten aus Kapitel B.4] mit den transitions-synchronisierten Baumauto-
maten zusammenfiithren, die Entscheidbarkeitsprobleme betrachten, und sie hinsichtlich
ihrer Méchtigkeit untersuchen und vergleichen.

6.2.1 Global zahlende Presburger-Baumautomaten fiir Relationen

Die transitions-synchronisierten Presburger-Baumautomaten nach Definition wer-
den um globale Presburger-Formeln ¢q, ..., ¢, erweitert. Die Formeln zéhlen iiber Sym-
bolen, wenn fiir ein Eingabetupel t1,...,t, tiberpriift wird, ob t; = ¢; fir 1 < i < n.
Analog z#hlen sie iiber Zustinden, wenn fiir einen Lauf des Automaten (p1,...,pn)
iberpriift wird, ob p; = ¢;. Die Variablenmengen sind wie in Kapitel durch die
Zustandsmenge bzw. das Eingabealphabet des Automaten gegeben:

Yo={y; ¢ @} und Yy ={y, |a € X} .
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Definition 6.2.1. Ein lokal und global auf Zustidnden zéhlender transitions-synchroni-
sierter Presburger-Baumautomat auf n-Tupeln von unbeschrinkt verzweigten Baumen
ist ein Tupel (A™, ¢1,...,dn), wobei A = (Q, Var, X, A, F,®1,...,®,) ein transiti-
ons-synchronisierter Presburger-Baumautomat nach Definition ist. Die ¢1,...,¢n
sind Presburger-Formeln mit freien Variablen nur aus Y. Ein Lauf des Automaten auf
einem Eingabetupel (1, ...,t,) ist ein Tupel (p1, ..., py) von Biumen. Ein Lauf ist ak-
zeptierend, wenn er in einer akzeptierenden Konfiguration endet und fiir alle p; gilt:

pi = i
fiir 1 <4 < n nach Definition B.4.1]

Definition 6.2.2. Ein lokal und global auf Symbolen zdhlender transitions-synchroni-
sierter Presburger-Baumautomat auf n-Tupeln von unbeschrinkt verzweigten Baumen
ist ein Tupel (A™, ¢1,...,dn), wobei A = (Q, Var, X, A, F,®1,...,®,) ein transiti-
ons-synchronisierter Presburger-Baumautomat nach Definition ist. Die ¢1,...,0n
sind Presburger-Formeln mit freien Variablen nur aus Yy. Ein Lauf ist akzeptierend,
wenn er in einer akzeptierenden Konfiguration endet, zusétzlich muss fiir jeden Baum ¢;
eines Eingabetupels (t1,...,t,) von unbeschrinkt verzweigten Biumen gelten, dass

ti = ¢
fiir 1 < ¢ < n nach Definition B.4.1]

6.2.2 Global zdhlende Parikh-Baumautomaten fiir Relationen

Um lokal und global Parikh-zéhlende Baumsprachen zu definieren, fiigen wir den transi-
tions-synchronisierten Baumautomaten global auf Symbolen zédhlende Parikh-Baumau-
tomaten hinzu, die entweder auf der Beschriftung der Bdume eines Eingabetupels oder
auf der Beschriftung der Bdume des resultierenden Laufes zéhlen.

Definition 6.2.3. Ein lokal und global auf Zustédnden zéhlender transitions-synchro-
nisierter Parikh-Baumautomat auf n-Tupeln von unbeschrinkt verzweigten Baumen ist
ein Tupel (A, (A,C1),..., (A1,Cn))), wobei AM = (Q, Var,S, A, F,®y,...,®,) ein
transitions-synchronisierter Parikh-Baumautomat nach Definition [6.1.6] ist. Die
(21,C1), ..., (™A, Cp) sind global auf Symbolen zdhlende Parikh-Baumautomaten nach
Definition BZ4L Der Automat akzeptiert ein Tupel t™) = (t1,...,t,), wenn fiir jeden
Baum p; eines akzeptierenden Laufes (p1, ..., py) des transitions-synchronisierten Auto-
maten gilt, dass

pi € T((%,C))
fir 1 <i<n.
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Abbildung 6.1: (i) Tupel (t1,t2) € Rcount, (i7) Lauf (p1, p2) von Q’Kgc))unt auf (t1,t2)

Definition 6.2.4. Ein lokal und global auf Symbolen zéhlender transitions-synchroni-
sierter Parikh-Baumautomat auf n-Tupeln von unbeschrinkt verzweigten Béumen ist
ein Tupel (A™ (A1,C1), ..., (An,Cp))), wobei AM = (Q, Var, ¥ x D, A, F,®1,...,d,)
ein transitions-synchronisierter Parikh-Baumautomat nach Definition ist. Die
(A1,C1), ..., (U, Cy) sind global auf Symbolen zihlende Parikh-Baumautomaten nach
Definition BZ4L Der Automat akzeptiert ein Tupel t™) = (t1,...,t,), wenn fiir jeden
Baum t; gilt, dass
t; € T((QLCZ))

firl <i<n.

Wir geben zusammenfassend ein Beispiel fiir einen lokal und global auf Zusténden
zéhlenden transitions-synchronisierten Presburger-Baumautomaten an, sodass insbeson-
dere das Zusammenwirken von Synchronisation zwischen Bdumen und Anzahlbedingun-
gen klar wird.
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Beispiel 6.2.1. Wir betrachten die unbeschrinkt verzweigte Baumrelation R aus Bei-
spiel Diese Relation wird mit einer lokalen und einer globalen Anzahlbedingung
versehen. Die zihlende Baumrelation Rcount enthélt alle Tupel (¢1,¢2) € R sodass in ¢;
und t9 die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e Fiir die Kinder aller linkesten Knoten in ¢; und t9, die mit ¢ beschriftet sind, gilt:

la] =1

e Fiir den gesamten Baum ¢ gilt:
le] =2

Wir definieren diese Relation, indem wir den Automaten aus Beispiel um entspre-
chende Presburger-regulidre Ausdriicke erweitern.

Sei nglo)unt = (@, Var, X, A, F, &1, Py, ¢1, P2) ein lokal und global zihlenden transiti-
ons-synchronisierter Presburger-Baumautomat mit:

* Q= {0, B qc: e, qd Ge }

o Var={i}

e ¥ ={a,b,c,d,e}

o F'={qa}

o &1 ={pq:yq, =1} =Py

D11 Yg. = 2,2 : true

A= { (a’ (QG’i))7 (bv (Qb>i)) ] ;3 )’

[ (CL? (Qaa Z))’ (bv (Qba Z)) ] )7

( 7i)*(Qbai)* N Pa, € (QClai)) ] ) [ ((Qavi)*(qbai)*7c7 (QClai)) ] )7
( ) 15 [ (e (g 1) 1),

(d, (ga; 7)) |, [ (d; (ga;2)) ] ),
( .

(

),€:(ge, 1)) | [ ((ga:7), €5 (ge, 7)) ] ),
((der,)(qe, 1) (ge, 1), d, (qa, 9))] 5 [((geys 1) (ge, 9)"(ge, 7), d, (qa, 7)) )
¥

In Abbildung ist (7) ein Tupel (¢1,t2) € Rcount dargestellt sowie (i) ein akzeptie-

render Lauf (py,p2) von 2, auf diesem Tupel. Es gilt p; = ¢1. Durch die innere

Count
Synchronisation der Symbole a und b fordert die lokale Anzahlbedingung implizit, dass
auch |b| = 1 gilt. Ebenso ist durch die Synchronisation der mit ¢ beschrifteten Knoten

zwischen den Bédumen ¢ und ¢ implizit fiir t5 gefordert, dass |c| = 2.
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6.2.3 Vergleich global zihlender Baumrelationen

Wir vergleichen die Ausdrucksstidrke der global zédhlenden Baumrelationen. Zunéchst
folgt auch hier nach Korollar B.5.2] dass das Zéhlen auf Zustédnden méchtiger ist als das
Zghlen auf Symbolen.

Korollar 6.2.1. Lokal und global auf Symbolen zihlende transitions-synchronisierte
Baumautomaten sind weniger ausdrucksstark als solche, die auf Zustinden des Auto-
maten zihlen.

Lemma 6.2.1. Fiir jeden lokal und global auf Symbolen zihlenden transitions-synchro-
nisierten Presburger-Baumautomaten 2A™ gibt es einen lokal und global zihlenden tran-
sitions-synchronisierten Parikh-Baumautomaten B | sodass:

(t1,....tn) € REAUAM) & (t1,...,t,) € R(B™) .

Beweis. Fiir einen gegebenen lokal und global auf Symbolen zédhlenden transitions-syn-
chronisierten Presburger-Baumautomaten 2™ konstruieren wir einen lokal und glo-
bal ziihlenden transitions-synchronisierten Parikh-Baumautomaten B, indem wir die
Konstruktion aus dem Beweis zu Lemma [6.1.] anwenden. Um die globalen Presburger-
Formeln ¢q, ..., ¢, darzustellen, konstruieren wir fiir jede globale Presburger-Formel ¢;
einen global zidhlenden Parikh-Baumautomaten (™Uz,C;). Die Automatenkomponente
A7, erkennt jede Baumsprache iiber dem Alphabet ¥ und die semi-lineare Menge C;
wird aus ¢; nach Satz berechnet. Da die Presburger-Formel nur eine Anzahlbe-
dingung definiert, ist die Struktur eines Baumes fiir den Parikh-Automaten nicht von
Bedeutung. O

Die néichste Eigenschaft folgt mit der Betrachtung einstelliger Relationen {iber unéiren
Baumen, da in diesem Fall weder die innere noch die &uflere Synchronisation zwischen
Tupelelementen eine Rolle spielt. Das Gegenbeispiel des Beweises zu Lemma B.5.4] ist
dann auch fiir die lokal und global Parikh-zéhlenden Baumrelationen anwendbar, und
es folgt:

Korollar 6.2.2. Es gibt lokal und global auf Symbolen zihlende Relationen von un-
beschrinkt verzweigten Baumsprachen, die Parikh-erkennbar, aber nicht Presburger-er-
kennbar sind.

Es folgt direkt, dass bei Betrachtung global zéhlender Baumrelationen die Automa-
ten, die mit Hilfe von Parikh-Automaten auf Symbolen zéhlen, méchtiger sind als die
Automaten mit globalen Presburger-Formeln.
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Satz 6.2.1. Lokal und global auf Symbolen zdhlende transitions-synchronisierte Presbur-
ger-Baumautomaten sind von geringerer Ausdrucksstirke als lokal und global zdhlende
transitions-synchronisierte Parikh-Baumautomaten.

Es folgt insgesamt analog zu Korollar B0l dass transitions-synchronisierte Bau-
mautomaten, die auf Zustdnden zéhlen, mit globalen Presburger-Formeln oder global
zéhlenden Parikh-Automaten die gleiche Ausdrucksstéarke haben.

Korollar 6.2.3. Lokal und global auf Zustinden zihlende transitions-synchronisierte
Presburger-Baumautomaten und lokal und global auf Zustinden zdhlende transitions-
synchronisierte Parikh-Baumautomaten sind von der gleichen Ausdrucksstirke.

6.2.4 Entscheidungsprobleme

Wir betrachten die Entscheidungsprobleme fiir die Klasse Count — Rel anhand der lokal
und global auf Zustéinden zdhlenden transitions-synchronisierten Presburger-Baumauto-
maten, da diese nach den Ergebnissen des vorherigen Abschnitts die méachtigste Klasse
von Baumrelationen definieren.

Durch Vernachlissigung der Zihlkomponente folgen direkt nach Korollar £.2.1] die
Unentscheidbarkeiten.

Korollar 6.2.4. Fiir zwei transitions-synchronisierte Baumautomaten mit lokalen und

globalen Anzahlbedingungen ngn) und Qlén) st es im Allgemeinen unentscheidbar, ob

o RAM)NREAM) =0

o M) c RAU™)

o RE) = R

e RAM) =T x ... x Ty .

Wir betrachten nun das Nichtleerheitsproblem fiir lokal und global z&hlende Pres-
burger-Baumautomaten, und damit fiir die gesamte Klasse Count — Rel. Der fiir lo-
kal zdhlende Automaten gegebene Algorithmus ist auch hier anwendbar, da die lokal
zéhlende Komponente der Automaten iibernommen wurde. Dies fithrt dazu, dass der
Algorithmus fiir einen lokal und global zdhlenden Automaten entscheidet, ob es unter
Vernachlissigung des globalen Z#hlens ein nicht leeres Tupel von Baumen gibt, dass in
der Relation des Automaten liegt. Da die Automaten so definiert sind, dass die globalen
Bedingungen im Anschluss an den Lauf des Automaten iiberpriift werden, {iberpriifen
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wir die Erfiillbarkeit dieser Bedingungen im Anschluss an den Algorithmus. Intuitiv
funktioniert das folgendermafen:

Der Algorithmus fiigt in jedem Iterationsschritt ein ausfithrbares Transitionstupel
einer Menge von Transitionstupeln hinzu. Dazu wird fiir alle in dem Transitionstu-
pel definierten Presburger-reguléiren Ausdriicke iiberpriift, ob diese mit den bisher er-
reichten Zustédnden erfiillbar sind. Terminiert der Algorithmus mit dem Ergebnis, dass
die lokal zdhlende Komponente des Automaten nicht leer ist, muss fiir alle betrach-
teten Presburger-reguldren Ausdriicke in Abhéngigkeit von den bis dahin erreichbaren
Zusténden iiberpriift werden, ob beziiglich der Anzahlen von Symbolen bzw. Zustédnden
sowohl die Ausdriicke als auch die globalen Presburger-Formeln erfiillbar sind.

Satz 6.2.2. Das Nichtleerheitsproblem fiir lokal und global auf Zustinden zdhlende Pres-

burger-Baumautomaten ist entscheidbar.

Beweis. Sei A = (Q, Var, X, A F, ®q,..., Py, 01, ..., ¢pn) gegeben. Der folgende Algo-
rithmus entscheidet, ob die Relation dieses Automaten leer ist. Zunéchst wird analog
zu Satz die Menge der Transitionstupel berechnet, mit denen eine akzeptierende
Konfiguration des Automaten erreicht werden kann.

Af:{([511,...,51“},...,[5n1,...,5nrn]) €A | di € Var:Vj:
dj, € (PReg(@Q x Var) x ¥ x F x Var)
UQ X Varx {e} x F x Var
1<i<n,r; >1,1<5;, <rj

}

Die Menge T}, bezeichnet die Menge aller ausfithrbaren Transitionstupel zum Iterations-
zeitpunkt h und E} die Menge der mit den Transitionstupeln erreichbaren Zusténde zu
diesem Zeitpunkt.

h:=h+1

IF , Transitionstupel 6 = ([5y,,. .. 01, ]y e ooy [Ongs ey Ony 1) € A
ist in Abhéngigkeit von Ej_1 ausfithrbar.®

THEN
Ty =Ty U {6}
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IF T, NAy # ) AND
,Die benutzten Presburger-reguléiren Ausdriicke
geniigen den globalen Presburger-Formeln“
THEN RETURN ,,nicht leer*
ELSE Ej, := Ejp_1 U{(¢g,i) € Q x Var|
35;, € 60 1§, € PReg(Q x Var) x ¥ x {q} x {i},1 <j <n,k>1}
UNTIL Ej = FEp 4
RETURN , leer*

Seien 1, ..., 1, mit m € N alle Presburger-reguldren Ausdriicke aus Transitionen der
Menge T}, zum Iterationszeitpunkt h. Alle diese Ausdriicke sind eindeutig den Tupelele-
menten zuzuordnen, auf die ihre Transitionen angewendet werden. Wir bilden daher fiir
alle 7 mit 1 <17 < n Mengen

A= {Y| (W,a,(q,0)) €Ty C PReg(Q x Var) x £ x Q x Var
und ,,(¢, a, (q,0)) ist Element eines i-ten Tupels von Transitionen

aus einem Transitionstupel d(n).“}

Diese Mengen enthalten genau die Ausdriicke aus Transitionen, die auf die i-ten Elemente
eines Eingabetupels angewendet werden. Nach Satz[B.2.3] wird eine Presburger-Formel ;
berechnet, die das Parikh-Bild der Konkatenation aller Presburger-regulidren Ausdriicke
der Menge A; beschreibt. Die globalen Presburger“=Formeln sind erfiillbar, wenn fiir
alle 7 gilt

@i N\ ¢; ist erfiillbar .

6.3 Klassen von zahlenden Baumrelationen

Wir nutzen abschlieflend die Ergebnisse iiber die Aussagestéiirke der in diesem Kapitel de-
finierten Automatenmodelle zu einer Systematisierung der Klasse Count — Rel zihlender
Baumrelationen in verschiedene Teilklassen.

Definition 6.3.1. Die in Kapitel [ vorgestellten Automaten auf Tupeln von unbe-
schrinkt verzweigten Bdumen definieren die folgenden Teilklassen der Klasse Count — Rel
zihlender Baumrelationen:

e LCounts;pn — Rel: lokal auf Symbolen des Alphabets zidhlende Baumrelationen

e LCountgiates — Rel: lokal auf Zustinden des Automaten zdhlende Baumrelationen
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e PresGCountyipn — Rel: lokal und global auf Symbolen des Alphabets zdhlende
Presburger-Baumrelationen

e ParikhGCountyp, — Rel: lokal und global auf Symbolen des Alphabets zéhlende
Parikh-Baumrelationen

e GCountgiates — Rel: lokal und global auf Zustdnden des Automaten zéhlende Baum-
relationen

Die Vereinigung dieser Klassen definiert die Klasse Count — Rel.

Wir kénnen eine nicht lineare Hierarchie dieser Klassen herstellen, da LCountgtates — Rel
nicht mit PresGCountyipn — Rel und GCountstates — Rel vergleichbar ist.

Korollar 6.3.1. Fiir die in Definition [6.3.1 definierten Klassen von zihlenden Baum-
relationen gilt:

e LCountpph — Rel < LCountsiates — Rel
e PresGCountpjph — Rel < ParikhGCountpjph — Rel < GCountstates — Rel

e LCountjppn — Rel < PresGCountjppn — Rel

LCountstates — Rel < GCountgiates — Rel

GCountgtates — Rel = Count — Rel
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Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zunéchst verschiedene existierende Modelle von zéhlenden Baum-
automaten aufgefithrt und systematisiert. Die durch diese Automaten definierte Klasse
Count von zihlenden Baumsprachen wurde als Resultat der vergleichenden Analyse aller
Modelle in eine Reihe von Teilklassen aufgegliedert.

Wir haben zwei dquivalente Ansétze fiir rationale Relationen auf beschréinkt verzweig-
ten Béumen kennen gelernt, die natiirliche Erweiterungen der rationalen Wortrelationen
sind. Anschliefend wurde ein existierendes Automatenmodell analysiert und aufgrund
der Ergebnisse genutzt, um die Klasse uRat der rationalen Relationen {iber unbeschrénkt
verzweigten Béumen definieren. In der Folge wurde ein neuer Automat entwickelt, der
gerade die Relationen der Klasse uRat erkennt. Analog zu den beschrinkt verzweigten
Baumrelationen stellte sich heraus, dass die Klasse uRat; der einstelligen Baumrelatio-
nen nicht den reguldren Baumrelationen entspricht. Diese Schwéiche wurde durch eine
Einschrinkung des Automatenmodells mit der Definition der Klasse SepuRat der transi-
tions-separierten Baumrelationen behoben. Es stellte sich heraus, dass alle entscheidba-
ren und unentscheidbaren Eigenschaften von unbeschrinkt verzweigten Baumrelationen

denen der rationalen Wortrelationen entsprechen.

Mit diesen beiden Konzepten der zdhlenden Baumsprachen und der rationalen Baum-
relationen wurde die Klasse Count — Rel der zéhlenden Baumrelationen definiert. Dazu
wurde die Definition der Klasse uRat mit den verschiedenen zdhlenden Baumautoma-
ten kombiniert und man erhielt eine Vielzahl an z&hlenden Automaten, die bestimmte
Relationen von unbeschriankt verzweigten Baumen erkennen. Der Vergleich dieser Mo-
delle fithrte zur Definition verschiedener Teilklassen von Count — Rel, deren Vereinigung
diese Klasse definiert. Alle entscheidbaren Eigenschaften der rationalen Baumrelationen
konnten auch hier gezeigt werden.
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Ausblick

Sowohl die zdhlenden Baumsprachen als auch die rationalen Baumrelationen bieten noch
viel Spielraum fiir weitere Forschung. Zunéchst wére eine Moglichkeit, fiir beide Konzep-
te die kontextfreien Baumsprachen zu betrachten. Es wére interessant, was dies fiir eine
Auswirkung auf Entscheidungsprobleme hat und welche Klassen resultieren. Zusétzlich
wére ein Vergleich zwischen den kontextfreien Baumsprachen und den einstelligen ratio-
nalen Baumrelationen anzustellen.

Die zéhlenden Baumrelationen sind in dieser Arbeit nur dahingehend behandelt wor-
den, dass innerhalb ein und desselben Baumes gezéhlt werden kann. Es kénnen aber
durchaus Anzahlbedingungen an alle Biume eines Eingabetupels gestellt werden, die
Erweiterung der vorhandenen Automaten ist trivial. Interessant wire dagegen, wie sich
dann die Entscheidbarkeit insbesondere des Nichtleerheitsproblems verhélt.

Fiir alle Automatenmodelle steht die Betrachtung einer deterministischen Variante
aus. Radmacher hat ein deterministisches top-down Modell des asynchronen Automa-
ten definiert [28]. Dadurch, dass die transitions-synchronisierten Baumautomaten eine
feste Zuordnung von Transitionen zu Béumen haben, ist durchaus auch ein determinis-
tisches bottom-up Modell denkbar; dies gilt umso mehr fiir die transition-separierten
Baumautomaten. Mit einem solchen Ansatz wére dann eine Klasse deterministischer,
unbeschrankt verzweigter Baumrelationen definierbar.
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